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Иеpаpхическая система математических моделей 
пpоцесса теплопpоводности в композиционном матеpиале

Введение

Иеpаpхи÷еский поäхоä к ìатеìати÷ескоìу ìо-
äеëиpованиþ техни÷еских систеì и устpойств пpеä-
поëаãает постpоение нескоëüких уpовней взаиìно
связанных ìежäу собой ìатеìати÷еских ìоäеëей
(ММ) [1]. Оäин из ваpиантов кëассификаöии иеpаp-
хи÷еских уpовней ММ вкëþ÷ает ìоäеëи ìикpо-,
ìакpо- и ìетауpовней [2], пpи÷еì посëеäние отне-
сены к высøеìу иеpаpхи÷ескоìу уpовнþ. Постpое-
ние иеpаpхии ММ связано с pазëи÷ной äетаëиза-
öией свойств ìоäеëиpуеìоãо техни÷ескоãо объекта
(ТО). Сpавнение pезуëüтатов коëи÷ественноãо ана-
ëиза ММ pазëи÷ных иеpаpхи÷еских уpовней ìожет
существенно pасøиpитü и обоãатитü знания об
этоì ТО. Кpоìе тоãо, такое сpавнение позвоëяет
оöенитü степенü аäекватности постpоенных ìоäе-
ëей и äостовеpностü äанных их коëи÷ественноãо
анаëиза: есëи боëее пpостая ММ пpавиëüно отpа-
жает некотоpые свойства ТО, то pезуëüтаты иссëе-
äования этих свойств äоëжны бытü бëизки к pе-
зуëüтатаì, поëу÷енныì пpи испоëüзовании боëее
поëной и поэтоìу боëее сëожной ММ [3, 4]. Основ-
ные этапы pеаëизаöии указанноãо поäхоäа пpиìе-
нитеëüно к континуаëüныì систеìаì и, в ÷астности,
к ìоäеëиpованиþ теpìоìехани÷еских пpоöессов в
таких систеìах pассìотpены в pаботах [5, 6].
Особенности иеpаpхи÷ескоãо поäхоäа ìожно пpо-

иëëþстpиpоватü на пpиìеpе постpоения и коëи÷е-

ственноãо анаëиза систеìы ММ, описываþщих те-
пëовые пpоöессы в коìпозитах, øиpоко испоëüзуе-
ìых в ка÷естве констpукöионных и стpоитеëüных
ìатеpиаëов, а также функöионаëüных ìатеpиаëов
в pазëи÷ных пpибоpных устpойствах. К коìпози-
таì ìожно отнести боëüøинство пpиìеняеìых в
технике ìатеpиаëов с неоäноpоäной стpуктуpой,
состоящих из вкëþ÷ений pазëи÷ной фоpìы и свя-
зываþщей их ìежäу собой ìатpиöы.
Сpеäи хаpактеpистик, опpеäеëяþщих обëастü

пpиìенения конкpетноãо коìпозита, важнуþ pоëü
иãpает еãо эффективный коэффиöиент тепëопpовоä-
ности, зависящий от стpуктуpы коìпозита, объеìной
конöентpаöии вкëþ÷ений и их тепëовоãо взаиìо-
äействия ìежäу собой и с ìатеpиаëоì ìатpиöы,
а также от коэффиöиентов тепëопpовоäности вкëþ-
÷ений и ìатpиöы. В äанной pаботе оãpани÷иìся
постpоениеì ММ äëя коìпозитов с вкëþ÷енияìи
øаpовой фоpìы, котоpуþ ìожно с÷итатü некото-
pой статисти÷ески усpеäненной по отноøениþ к
вкëþ÷енияì пpоизвоëüной фоpìы, но иìеþщиì
бëизкие pазìеpы во всех тpех напpавëениях [7].
Фоpìу, бëизкуþ к øаpовой, иìеþт некотоpые на-
ностpуктуpные эëеìенты (в тоì ÷исëе фуëëеpены),
pассìатpиваеìые в посëеäнее вpеìя как вкëþ÷е-
ния äëя пеpспективных коìпозитов pазëи÷ноãо
назна÷ения [8].

В pамках иеpаpхического подхода постpоена многоуpовневая система математических моделей композиционного
матеpиала (композита), описывающих теплопеpенос и тепловое взаимодействие между матpицей композита и аpми-
pующими включениями. Эта система использована для сpавнительного анализа оценок эффективного коэффициента
теплопpоводности — одного из основных паpаметpов, опpеделяющих сфеpу пpименения конкpетного композита. На ос-
нове двойственной фоpмулиpовки ваpиационной задачи стационаpной теплопpоводности в неодноpодном твеpдом теле
получены двустоpонние оценки возможных значений этого коэффициента. Система моделей постpоена пpименительно
к диспеpсно упpочненным композитам с шаpовыми включениями. Сопоставление pезультатов количественного анализа
таких моделей с двустоpонними оценками позволило сделать выводы о степени адекватности постpоенных моделей.
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Постановка задачи

Выäеëиì в коìпозите некотоpый объеì V *, ос-
pеäнение в пpеäеëах котоpоãо свойств ìатpиöы и
вкëþ÷ений äает пpеäставëение о хаpактеpистиках
коìпозита в öеëоì. Такой объеì пpинято называтü
пpеäставитеëüныì. То÷ка M ∈ V* ìожет бытü pаспо-
ëожена как в ìатpиöе, заниìаþщей объеì  ⊂ V *,
так и в оäноì из вкëþ÷ений, заниìаþщих объеì

 = V *\ . Отноøение /V * опpеäеëяет объ-
еìнуþ конöентpаöиþ С0 вкëþ÷ений.
Связü ìежäу вектоpаìи g(M) и q(M) соответст-

венно ãpаäиента теìпеpатуpноãо поëя и пëотности
тепëовоãо потока устанавëиваþт соотноøения,
сëеäуþщие из ãипотезы Био — Фуpüе [3]:

q(M) = –Λ(M)g(M), g(M) = –q(M)/Λ(M),

ãäе Λ(M) = λ0 — коэффиöиент тепëопpовоäности
вкëþ÷ений, есëи М ∈ , и Λ(M) = λm — коэффи-
öиент тепëопpовоäности ìатеpиаëа ìатpиöы, есëи
M ∈ . Посëе осpеäнения этих соотноøений по
объеìу V * запиøеì

(1)

Ввеäеì ëокаëüные откëонения (фëуктуаöии) от
сpеäних зна÷ений

q′(M) = q(M) – 〈q〉 и g′(M) = g(M) – 〈g〉, М ∈ V *. 

В ëинейноì пpибëижении пpиìеì, ÷то

q′(M) = (M)〈q〉 и g′(M) = (M)〈g〉, М ∈ V *, 

ãäе (M) и (M) — тензоpы втоpоãо pанãа, зави-
сящие от поëожения то÷ки М ∈ V *. У÷итывая, ÷то
сpеäние по объеìу V * фëуктуаöии pавны нуëþ, pа-
венства (1) ìожно пpеäставитü в виäе

〈q〉 = (〈Λ〉 + 〈Λ 〉)〈g〉 = 〈g〉,

〈g〉 = (〈1/Λ〉 + 〈 /Λ〉)〈q〉 = 〈q〉/ , (2)

ãäе  = (〈Λ〉 + 〈Λ 〉) и  = 1/(〈1/Λ〉 + 〈 /Λ〉) —
оöенки зна÷ения λ* эффективноãо коэффиöиента
тепëопpовоäности коìпозита, связываþщеãо ос-
pеäненные по еãо пpеäставитеëüноìу объеìу V *
вектоpы 〈q〉 и 〈g〉 пëотности тепëовоãо потока и ãpа-
äиента теìпеpатуpы соответственно.
Из pавенств (2) сëеäует, ÷то постpоенные оöен-

ки  и  в общеì сëу÷ае не совпаäаþт со сpеä-
ниìи зна÷енияìи 〈Λ〉 и 1/〈1/Λ〉, pавныìи соответ-
ственно

λ1 = λ0C0 + λm(1 – C0),
λ2 = 1/(C0/λ0 + (1 – C0)/λm). (3)

Зна÷ения λ1 и λ2 ìожно pассìатpиватü как
оöенки пеpвоãо пpибëижения по отноøениþ к ис-

коìоìу зна÷ениþ λ* эффективноãо коэффиöиента
тепëопpовоäности коìпозита, поëу÷енные на ос-
нове так называеìой сìесевой ìоäеëи неоäноpоä-
ной сpеäы [9], не у÷итываþщей тепëовое взаиìо-
äействие вкëþ÷ений и ìатpиöы коìпозита. Дëя
уто÷нения этих оöенок тpебуется постpоение ММ,
позвоëяþщих у÷естü такое взаиìоäействие. Но
пpеäваpитеëüно установиì, ÷то оöенки λ1 и λ2 яв-
ëяþтся äвустоpонниìи, т. е. оöениваþт возìож-
ные зна÷ения λ* свеpху и снизу. 

Двустоpонние оценки

Сна÷аëа, испоëüзовав pавенства (3), покажеì,
÷то λ1 l λ2, иëи

 + (1 – С0)
2 + С0(1 – С0)(λ0/λm + λm/λ0) l 1.

Действитеëüно, неpавенство спpавеäëиво, так как
λ0/λm + λm/λ0 l 2.

Pаспоëожение возìожноãо зна÷ения λ* ìежäу
оöенкаìи λ1 и λ2 ìожно установитü, есëи воспоëü-
зоватüся äвойственной ваpиаöионной фоpìой ìо-
äеëи пpоöесса стаöионаpной тепëопpовоäности в
неоäноpоäноì твеpäоì теëе [10, 11]. Эта ìоäеëü
вкëþ÷ает ìиниìизиpуеìый функöионаë

J[g] = Λ(M)(g(M))2dV(M) (4)

и ìаксиìизиpуеìый функöионаë

I[q] = – dV(M) –

– fT (P)q(P)•n(P)dS(P), (5)

ãäе n(P) — еäини÷ный вектоp внеøней ноpìаëи в
то÷ках P ∈ ST у÷астков ST ⊂ S повеpхности S, оãpа-
ни÷иваþщей объеì V* неоäноpоäноãо теëа (на этих
у÷астках заäано pаспpеäеëение теìпеpатуpы fT (P)).
Функöионаë (4) äопустиìо pассìатpиватü на та-
ких pаспpеäеëениях Т(M) (М ∈ V *) теìпеpатуpы в
этоì теëе, котоpыì соответствуþт кусо÷но непpе-
pывные pаспpеäеëения вектоpа ãpаäиента g(M) =
= –Λ(M)∇T(M) (∇ — äиффеpенöиаëüный опеpа-
тоp Гаìиëüтона) и котоpые уäовëетвоpяþт заäан-
ноìу ãpани÷ноìу усëовиþ Т(P) = fT (P), P ∈ ST.
Пpи этоì у÷астки S\ST повеpхности теëа äоëжны
бытü иäеаëüно тепëоизоëиpованы. Дëя функöио-
наëа (5) äопустиìыìи явëяþтся непpеpывные pас-
пpеäеëения вектоpа q(M), М ∈ V, уäовëетвоpяþщие
äопоëнитеëüныì усëовияì ∇•q = 0 в V* и q•n = 0 на
S \ST [10].
Из экстpеìаëüных свойств функöионаëов (4) и

(5) сëеäует öепо÷ка неpавенств

J[g] l J[g*] l I[q], (6)

ãäе g*(M), М ∈ , — истинное pаспpеäеëение ãpа-
äиента теìпеpатуpноãо поëя в неоäноpоäноì теëе.
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На этоì pаспpеäеëении функöионаë (4) äостиãает
своеãо наиìенüøеãо зна÷ения, pавноãо [11]

J[g*] = – fT (P)Λ(P)g(P)•n(P)dS(P). (7)

Пустü ÷астü ST повеpхности S неоäноpоäноãо теëа
объеìоì V * состоит из äвух не ãpани÷ащих ìежäу
собой изотеpìи÷еских у÷астков  и  с заäан-
ныìи зна÷енияìи теìпеpатуp T ′ и T ′′ соответст-
венно. Эти у÷астки отäеëены äpуã от äpуãа иäеаëüно
тепëоизоëиpованныìи у÷асткаìи повеpхности S.
В этоì сëу÷ае вìесто pавенства (7) поëу÷иì

2J[g*] = T ′Q ′ + T ′′Q ′′, (8)

ãäе Q ′ и Q ′′ — суììаpные тепëовые потоки, посту-
паþщие в обëастü V * ÷еpез у÷астки  и  ее по-
веpхности соответственно, пpи÷еì

Q ′ = – Λ(P ′)g*(P ′)•n(P ′)dS(P ′);

Q ′′ = – Λ(P ′′)g*(P ′′)•n(P ′′)dS(P ′′).

В сиëу закона сохpанения тепëовой энеpãии
пpи установивøеìся пpоöессе тепëопpовоäности в
неоäноpоäноì теëе, заниìаþщеì обëастü V*, иìееì
Q′ + Q′′ = 0. Поэтоìу, у÷итывая pавенство (8), поëу-
÷аеì Q ′ = –Q ′′ = 2J[T *]/(T ′ – T ′′). Отсþäа нахо-
äиì теpìи÷еское сопpотивëение pассìатpиваеìоãо
теëа

RT = (T ′ – T ′′)/Q ′ = (T ′ – T ′′)2/(2J[g*]) (9)

ìежäу изотеpìи÷ескиìи у÷асткаìи  и  по-

веpхности S. Цепо÷ка неpавенств (6) и pавенство (9)
позвоëяþт постpоитü äвустоpонние оöенки зна÷е-
ния теpìи÷ескоãо сопpотивëения RT  теëа в виäе

(T ′ – T ′′)2/(2J1[g]) m RT m (T ′ – T ′′)2/(2I1[q]), (10)

ãäе J1[g] и I1[q] — зна÷ения функöионаëов (4) и (5)
на каких-ëибо äопустиìых pаспpеäеëениях векто-
pов соответственно ãpаäиента теìпеpатуpноãо по-
ëя и пëотности тепëовоãо потока.
Есëи обëастü V *, соответствуþщуþ пpеäстави-

теëüноìу объеìу коìпозита, выбpатü в äостато÷но
пpостой фоpìе, то посëе заìены в этоì объеìе
pассìатpиваеìоãо коìпозита оäноpоäныì ìатеpиа-
ëоì с искоìыì зна÷ениеì λ* эффективноãо коэф-
фиöиента тепëопpовоäности ìожно оäнозна÷но
выpазитü ÷еpез λ* веëи÷ину RT в соотноøении (10)
и затеì поëу÷итü äвустоpонние оöенки зна÷ения λ*.
Выбеpеì пpеäставитеëüный объеì коìпозита с объ-
еìной конöентpаöией С0 вкëþ÷ений в виäе пpяìоãо
öиëинäpа высотой Н с иäеаëüно тепëоизоëиpован-
ной боковой повеpхностüþ и пëощаäüþ S0 кажäоãо
из оснований, т. е. в äанноì сëу÷ае V * = HS0. Пpи-
ìеì теìпеpатуpу оäноãо из оснований за нуëü от-
с÷ета, а теìпеpатуpу äpуãоãо pавной Т0.

Дëя функöионаëа (4) пpостейøиì äопустиìыì
pаспpеäеëениеì вектоpа g в такоì объеìе явëяется
постоянное зна÷ение g = T0/H еäинственной со-
ставëяþщей этоãо вектоpа, пеpпенäикуëяpной ос-
нованияì öиëинäpа. Тоãäа из фоpìуëы (4) сëеäует

J1[g] = ( /2)(S0/H)(λ0С0 + λm(1 – C0)). (11)

Дëя ìаксиìизиpуеìоãо функöионаëа (5) в ка÷е-
стве äопустиìоãо pаспpеäеëения вектоpа q ìожно
пpинятü зна÷ение q еäинственной составëяþщей
этоãо вектоpа, также пеpпенäикуëяpной основанияì
öиëинäpа. В этоì сëу÷ае фоpìуëа (5) пpиìет виä

I1[q] = –(q2/2)HS0(C0/λ0 + (1 – C0)/λm) – qT0S0.(12)

Зна÷ение q найäеì из необхоäиìоãо усëовия
dI1(q)/dq = 0 ìаксиìуìа функöионаëа, ÷то äает
q = –(T0/H)/(C0/λ0 + (1 – C0)/λm). Посëе поäста-
новки этоãо зна÷ения в фоpìуëу (12) поëу÷иì

I1[q] = ( /2)(S0/H)/(C0/λ0 + (1 – С0)/λm). (13)

Пpи заìене коìпозита в пpеäставитеëüноì объеìе
оäноpоäныì ìатеpиаëоì с коэффиöиентоì тепëо-
пpовоäности λ* äëя теpìи÷ескоãо сопpотивëения
öиëинäpа нахоäиì Rт = H/(λ*S0) и с у÷етоì неpа-
венств (10) и фоpìуë (3), (11) и (13) поëу÷аеì äву-
стоpонние оöенки

λ1 = λ0C0 + λm(1 – C0) l λ* l
l 1/(C0/λ0 + (1 – C0)/λm) = λ2.

На pис. 1 пpеäставëены постpоенные по фоp-

ìуëаì (3) ãpафики зависиìостей  = λ1/λm

(øтpих-пунктиpные ëинии) и  = λ2/λm (øтpиховые

ëинии) от С0 пpи pазëи÷ных зна÷ениях  = λ0/λm.

Пpи ìаëоì отëи÷ии зна÷ения  от еäиниöы pаз-

ностü Δ  =  –  сpавнитеëüно ìаëа во всеì

пpоìежутке изìенения С0. По ìеpе откëонения

зна÷ения  от еäиниöы несìотpя на совпаäение
оöенок пpи С0 = 0 и С0 = 1 эта pазностü äëя пpоìе-
жуто÷ных зна÷ений С0 становится существенной. Пpи

фиксиpованноì зна÷ении  ìаксиìаëüноìу зна÷е-

ниþ (Δ )max = (1 – )2 соответствует объеìная

конöентpаöия вкëþ÷ений (С0)max = 1/(1 + 1/ ).
Есëи в ка÷естве пеpвоãо пpибëижения к искоìоìу

зна÷ениþ  = λ*/λm пpинятü

 = (  + )/2, (14)

то возìожная относитеëüная поãpеøностü пpи (С0)max

не пpевысит зна÷ения η( ) = (Δ )max/(2 ).
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Двустоpонние оöенки ìожно сбëизитü, есëи ис-
поëüзоватü ваpиаöионный пpинöип Хаøина —
Штpикìана [12]:
пpи  < 1

 = λ1 –  l λ* l

l λ1 –  = , (15)

а пpи  > 1

 = λ1 –  l λ* l

l λ1 –  = . (16)

Эти оöенки совпаäаþт с pезуëüтатаìи, поëу÷ен-
ныìи в pаìках обобщенноãо синãуëяpноãо пpибëи-
жения теоpии сëу÷айных функöий [12] и у÷иты-
ваþщиìи в фоpìуëах (2) вëияние фëуктуаöий в pас-
пpеäеëениях вектоpов ãpаäиента теìпеpатуpноãо

поëя и пëотности тепëовоãо потока, т. е.  = ,

k = 1, 2. На pис. 1 по фоpìуëаì (15) и (16) с у÷етоì
pавенств (3) постpоены ãpафики зависиìостей

= /λm (спëоøные кpивые) и  = /λm (пунк-

тиpные ëинии) от С0 пpи pазëи÷ных зна÷ениях .

Pазностü Δ  =  –  пpи пpоìежуто÷ных

зна÷ениях С0 также возpастает по ìеpе откëонения

зна÷ения  от еäиниöы. Пpи фиксиpованноì зна-

÷ении  наибоëüøеãо зна÷ения (Δ )max эта pаз-
ностü äостиãает пpи объеìной конöентpаöии

( )max = (2  +  – )/(  – 1).

Дëя сpеäнеãо аpифìети÷ескоãо зна÷ения  =

= (  + )/2 возìожная относитеëüная поãpеø-

ностü пpи ( )max не пpевысит зна÷ения η*( ) =

= (Δ )max/(2 ).

Необхоäиìо отìетитü, ÷то вы÷исëенные по

фоpìуëе (14) зна÷ения  выхоäят за пpеäеëы äву-

стоpонних оöенок  и  пpи  < 1 по ìеpе пpи-

бëижения С0 к нуëþ, а пpи  > 1 по ìеpе пpибëи-
жения С0 к еäиниöе.

Модели теплового взаимодействия
включения и матpицы 

Пpеäставëенные выøе äвустоpонние оöенки оп-
pеäеëяþт ãpаниöы возìожных зна÷ений λ* эффек-
тивноãо коэффиöиента тепëопpовоäности коìпозита
без у÷ета особенностей pаспpеäеëения теìпеpатуpы
в ìатpиöе в непосpеäственной бëизости к вкëþ÷е-
ниþ. У÷ет вëияния таких особенностей возìожен
в pаìках ММ тепëовоãо взаиìоäействия вкëþ÷е-
ния и ìатpиöы как в пpеäпоëожении иäеаëüноãо
тепëовоãо контакта ìежäу ниìи [13], так и пpи на-
ëи÷ии теpìи÷ескоãо сопpотивëения на контактной
повеpхности [7]. В pаботе [15] постpоена ММ теп-
ëовоãо взаиìоäействия изотpопной ìатpиöы с ани-
зотpопныìи øаpовыìи вкëþ÷енияìи.
Пpи хиìи÷ескоì взаиìоäействии ìатеpиаëов

вкëþ÷ения и ìатpиöы ìежäу ниìи возìожно об-
pазование пpоìежуто÷ноãо сëоя с коэффиöиентоì
тепëопpовоäности, отëи÷аþщиìся от коэффиöи-
ентов тепëопpовоäности как вкëþ÷ения, так и ìат-
pиöы. В pаботе [7] постpоены ММ, у÷итываþщие
наëи÷ие пpоìежуто÷ноãо сëоя с постоянныì иëи
непpеpывно изìеняþщиìся по еãо тоëщине коэф-
фиöиентоì тепëопpовоäности.

Pассìотpиì поäpобнее этапы постpоения ММ,
описываþщей тепëовое взаиìоäействие изотpоп-
ной ìатpиöы и отäеëüно взятоãо изотpопноãо øа-
pовоãо вкëþ÷ения в пpеäпоëожении, ÷то сосеäние
øаpовые вкëþ÷ения не контактиpуþт ìежäу собой,
т. е. отäеëены äpуã от äpуãа сëоеì ìатеpиаëа ìат-
pиöы. Дëя у÷ета взаиìоäействия ìежäу вкëþ÷е-
нияìи и ìатpиöей пpи иäеаëüноì тепëовоì кон-
такте пpиìеì в ка÷естве пpеäставитеëüноãо эëе-
ìента стpуктуpы коìпозита составнуþ øаpовуþ
÷астиöу, состоящуþ из øаpовоãо вкëþ÷ения с ко-
эффиöиентоì тепëопpовоäности λ0 и pаäиусоì R0
и окpужаþщеãо еãо øаpовоãо сëоя из ìатеpиаëа

Pис. 1. Гpафики зависимостей безpазмеpных двустоpонних оце-
нок эффективного коэффициента теплопpоводности композита
от объемной концентpации включений пpи pазличных значени-
ях паpаметpа l
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ìатpиöы с коэффиöиентоì тепëопpовоäности λm и
наpужныì pаäиусоì Rm [14]. Эта ÷астиöа в тепëо-
воì отноøении взаиìоäействует с неоãpани÷енныì
ìассивоì оäноpоäноãо ìатеpиаëа, коэффиöиент
тепëопpовоäности λ котоpоãо поäëежит опpеäеëе-
ниþ как эффективная хаpактеpистика коìпозита.
Такиì обpазоì, ìоäеëü коìпозита соäеpжит тpи
фазы: вкëþ÷ение; сëой ìатpиöы, неоãpани÷енный
ìассив оäноpоäноãо ìатеpиаëа.
Центp вкëþ÷ения поìестиì в на÷аëе сфеpи÷е-

ской систеìы кооpäинат. Пpиìеì, ÷то на боëüøоì
pасстоянии r l Rm от на÷аëа кооpäинат заäан вектоp
ãpаäиента теìпеpатуpноãо поëя в оäноpоäноì ìа-
теpиаëе, иìеþщий ìоäуëü g и напpавëенный по
оси сфеpи÷еской систеìы кооpäинат, от котоpой
пpоисхоäит отс÷ет уãëовой кооpäинаты θ, т. е. пpи
r → ∞ pаспpеäеëение теìпеpатуpы в этоì ìатеpиаëе
описывает функöия T∞(r, θ) = gr cosθ. Эта функöия
уäовëетвоpяет уpавнениþ Лапëаса, котоpое в сфе-
pи÷еских кооpäинатах иìеет виä 

 +  +  = 0.

В äанноì сëу÷ае бëаãоäаpя коëëинеаpности за-
äанноãо вектоpа ãpаäиента теìпеpатуpноãо поëя
оси отс÷ета уãëовой кооpäинаты θ pаспpеäеëение
теìпеpатуpы сиììетpи÷но относитеëüно этой оси и
не зависит от уãëовой кооpäинаты ϕ, т. е. ∂2Т/∂ϕ2 ≡ 0.
По ìеpе пpибëижения к составной øаpовой

÷астиöе теìпеpатуpное поëе в оäноpоäноì ìате-
pиаëе пpетеpпевает возìущение, описываеìое также
уäовëетвоpяþщиì уpавнениþ Лапëаса äопоëнитеëü-
ныì сëаãаеìыì ΔT(r, θ) = (B/r2)cosθ [7], ãäе В —
поäëежащий опpеäеëениþ постоянный коэффи-
öиент. Такиì обpазоì, теìпеpатуpное поëе в оäно-
pоäноì ìатеpиаëе, уäовëетвоpяþщее заäанноìу
усëовиþ пpи r → ∞ и уpавнениþ Лапëаса, описы-
вает функöия

T(r, θ) = Т∞(r, θ) + ΔT(r, θ) = (gr + B/r2)cosθ. (17)

Анаëоãи÷ные зависиìости описываþт pаспpе-
äеëения теìпеpатуpы в øаpовоì вкëþ÷ении

T0(r, θ) = (A0r + В0/r
2)cosθ (18)

и в сëое ìатеpиаëа ìатpиöы

Tm(r, θ) = (Amr + Вm/r2)cosθ, (19)

пpи÷еì В0 = 0 в сиëу оãpани÷енности теìпеpатуpы

вкëþ÷ения пpи r = 0.
Такиì обpазоì, в pавенства (17)—(19) вхоäят

÷етыpе неизвестных коэффиöиента В, A0, Аm и Вm,
котоpые необхоäиìо найти из ãpани÷ных усëовий
на сфеpи÷еских повеpхностях с pаäиусаìи R0 и Rm.
Пpи r = R0 из усëовий непpеpывности pаспpеäеëе-

ния теìпеpатуpы и pаäиаëüной составëяþщей век-
тоpа пëотности тепëовоãо потока сëеäует

T0(R0, θ) = Tm(R0, θ)

и λ0∂T0/∂r |  = λm∂Тm/∂r | . (20)

Отсþäа с испоëüзованиеì pавенств (18) и (19)
пpи В0 = 0 нахоäиì

A0 = Am + Bm/  и A0 = (Am – 2Bm/ ), (21)

ãäе  = λ0/λm.
Из анаëоãи÷ных усëовий непpеpывности pас-

пpеäеëения теìпеpатуpы и pаäиаëüной составëяþ-
щей вектоpа пëотности тепëовоãо потока на сфе-
pи÷еской повеpхности pаäиусоì Rm с у÷етоì фоp-
ìуë (17) и (19) поëу÷иì

Am + Bm/  = g + B/

и Am – 2Bm/  = (g – 2B/ ), (22)

ãäе  = λ/λm.

Посëеäоватеëüныì искëþ÷ениеì неизвестных
из pавенств (21) и (22) нахоäиì

 = 3g  Ѕ

Ѕ  – g. (23)

Заìена составной øаpовой ÷астиöы pавновеëи-
киì øаpоì pаäиусоì Rm с искоìыì коэффиöиентоì
тепëопpовоäности λ пpивеäет к ис÷езновениþ воз-
ìущения теìпеpатуpноãо поëя в окpужаþщеì ÷ас-
тиöу оäноpоäноì ìатеpиаëе. Тоãäа в pавенстве (17)
сëеäует поëожитü ΔT(r, θ) = 0, ÷то pавносиëüно ус-
ëовиþ В = 0, котоpое с у÷етоì фоpìуëы (22) и pа-
венства (R0/Rm)3 = С0 позвоëяет записатü

 = (2 +  – 2(1 – )С0)/(2 +  + (1 – )С0). (24)

Эта фоpìуëа совпаäает с известной фоpìуëой
Максвеëëа [7], поëу÷енной на основе боëее пpо-
стой äвухфазной ìоäеëи, состоящей из вкëþ÷ения
в виäе спëоøноãо øаpа и окpужаþщеãо еãо ìатеpиа-
ëа ìатpиöы. Pезуëüтаты pас÷ета по фоpìуëе (24)
совпаäаþт со зна÷енияìи  пpи  m 1 и со зна-
÷енияìи  пpи  l 1, так как в этих сëу÷аях pа-
венство äëя , вытекаþщее из соотноøения (15),
и pавенство äëя , сëеäуþщее из соотноøения (16),
ìожно пpеобpазоватü к виäу (24).
Пpи объеìной конöентpаöии вкëþ÷ений, бëиз-

кой к еäиниöе, испоëüзованная пpи поëу÷ении
фоpìуëы (24) ìоäеëü стpуктуpы коìпозита, пpеäпо-
ëаãаþщая наëи÷ие øаpовоãо сëоя ìатpиöы, окpу-
жаþщеãо кажäое вкëþ÷ение, становится неаäек-
ватной в сиëу тоãо, ÷то некотоpые вкëþ÷ения буäут
контактиpоватü ìежäу собой. В этоì сëу÷ае ìожно
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пpеäпоëожитü, ÷то ÷астиöы вкëþ÷ений и ìатpиöы
ìеняþтся своиìи pоëяìи, т. е. ìоäеëü стpуктуpы
коìпозита пpеäставиìа в виäе øаpовых ÷астиö из
ìатеpиаëа ìатpиöы, окpуженных øаpовыì сëоеì
÷астиö из ìатеpиаëа вкëþ÷ений. Тоãäа посëе пpе-
обpазований, анаëоãи÷ных испоëüзованныì пpи по-
ëу÷ении фоpìуëы (24), äëя эффективноãо коэффи-
öиента тепëопpовоäности λ* коìпозита с бëизкиì
к еäиниöе зна÷ениеì С0 поëу÷иì фоpìуëу

 = λ*/λm = (2  + 1 – 2(  – 1)(1 – C0))/(2  +

+ 1 + (  – 1)(1 – C0)).

Pезуëüтаты pас÷ета по этой фоpìуëе совпаäаþт
со зна÷енияìи  пpи  m 1 и со зна÷енияìи 
пpи  l 1.
Испоëüзуеì еще оäин поäхоä к постpоениþ ММ,

котоpая описывает фëуктуаöии ãpаäиента теìпеpа-
туpноãо поëя во вкëþ÷ениях и в ÷астиöах ìатpиöы
и позвоëяет поëу÷итü оöенку эффективноãо коэф-
фиöиента тепëопpовоäности коìпозита. Есëи по-
ìеститü øаpовое вкëþ÷ение с коэффиöиентоì те-
пëопpовоäности λ0 и pаäиусоì R0 в на÷аëо сфеpи÷е-
ской систеìы кооpäинат и окpужитü неоãpани÷ен-
ныì ìассивоì оäноpоäноãо ìатеpиаëа с искоìыì
коэффиöиентоì тепëопpовоäности λ, то пpи за-
äанноì на боëüøоì pасстоянии r l R0 ìоäуëе g
ãpаäиента теìпеpатуpноãо поëя в этоì ìатеpиаëе
вìесто pавенств (18) и (19) ìожно записатü 

T *(r, θ) = (gr + B*/r2)cosθ и (r, θ) = r cosθ. 

С у÷етоì этих pавенств из ãpани÷ных усëовий
виäа (20) поëу÷иì 

 = g + /  и λ0  = λ(g – 2B*/ ). 

Отсþäа нахоäиì ìоäуëü  = 3g/(2 + λ0/λ) ãpа-
äиента теìпеpатуpноãо поëя в øаpовоì вкëþ÷ении.
Матpиöу коìпозита в этой ММ пpеäставиì в

виäе совокупности øаpовых ÷астиö pазëи÷ноãо pа-
äиуса, ÷то позвоëит запоëнитü ëþбой объеì без
пустот. Тоãäа в отäеëüно взятой ÷астиöе ìатpиöы
пpи усëовиях тепëовоãо взаиìоäействия с оäноpоä-
ныì ìатеpиаëоì, анаëоãи÷ных взаиìоäействиþ
еãо с øаpовыì вкëþ÷ениеì, возникнет pаспpеäе-
ëение теìпеpатуpы с ìоäуëеì  = 3g/(2 + λm/λ)
ãpаäиента.

Pассìатpивая веëи÷ины  – g и  – g как
фëуктуаöии ìоäуëя ãpаäиента в оäноpоäноì ìате-
pиаëе, соответствуþщеì коìпозиту, и пpовоäя ос-
pеäнение этих фëуктуаöий по объеìу коìпозита, по-
ëу÷аеì pавенство C0(  – g) + (1 – С0)(  – g) = 0.
Отсþäа сëеäует кваäpатное уpавнение относитеëü-
но обозна÷енноãо ÷еpез λ° искоìоãо зна÷ения эф-
фективноãо коэффиöиента тепëопpовоäности

коìпозита с такой ìоäеëüþ стpуктуpы. Pеøение
этоãо уpавнения ìожно пpеäставитü в виäе

 =  =

= . (25)

Есëи по объеìу коìпозита осpеäнятü фëуктуаöии
λ0  – λg и λm  – λg пëотности тепëовоãо потока
соответственно во вкëþ÷ениях и ÷астиöах ìатpиöы,
то эта пpоöеäуpа также пpивоäит к фоpìуëе (25).

Модели, учитывающие взаимное 
pасположение включений 

В pассìотpенных выøе поäхоäах к постpоениþ
ММ пpоöесса тепëопpовоäности в коìпозите у÷-
тена ëиøü объеìная конöентpаöия øаpовых вкëþ-
÷ений и не пpинято во вниìание их взаиìное pас-
поëожение. Обы÷но пpеäпоëаãаþт, ÷то øаpовые
вкëþ÷ения pаспpеäеëены по объеìу коìпозита
pавноìеpно, но их взаиìное pаспоëожение явëя-
ется сëу÷айныì (хаоти÷ескиì). Дëя изотpопноãо
коìпозита ìатpи÷ной стpуктуpы [12] ее пpеäстави-
теëüный эëеìент обы÷но pассìатpиваþт в виäе куба,
в öентp котоpоãо поìещаþт øаpовое вкëþ÷ение
[16], а äëя оäнонапpавëенноãо тpансвеpсаëüно изо-
тpопноãо воëокнистоãо коìпозита пpеäставитеëü-
ныì эëеìентоì стpуктуpы сëужит кваäpат с pаспо-
ëоженныì в неì попеpе÷ныì се÷ениеì воëокна
[16, 17].
В сëу÷ае куби÷ескоãо пpеäставитеëüноãо эëеìента

с øаpовыì вкëþ÷ениеì äëя поëу÷ения веpхней
оöенки эффективноãо коэффиöиента тепëопpовоä-
ности äостато÷но пpинятü пpеäпоëожение о pавно-
ìеpноì pаспоëожении в этоì эëеìенте изотеpìи÷е-
ских пëоскостей паpаëëеëüно оäной из ãpаней куба.
Такое pаспpеäеëение теìпеpатуpы äопустиìо äëя
ìиниìизиpуеìоãо функöионаëа (4), но оно отëи-
÷ается от истинноãо pаспpеäеëения, на котоpоì
этот функöионаë äостиãает ìиниìуìа. Сëеäова-
теëüно, вы÷исëенная по этоìу pаспpеäеëениþ теì-
пеpатуpы тепëовая пpовоäиìостü пpеäставитеëü-
ноãо эëеìента буäет выøе истинной, ÷то и пpиво-
äит к веpхней оöенке λ+ эффективноãо коэффиöи-
ента тепëопpовоäности коìпозита, опpеäеëяеìой
сëеäуþщиìи фоpìуëаìи [12]:

 =  = 1 – r + ln ,

p = , (26)

ãäе r = (6С0/π)1/3 m 1 — относитеëüный pаäиус øа-
pовоãо вкëþ÷ения.
Нижняя оöенка этоãо коэффиöиента соответст-

вует пpеäпоëожениþ о пеpпенäикуëяpности ëиний
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тока тепëовоãо потока той же ãpани куба. Такое
pаспpеäеëение пëотности тепëовоãо потока äопус-
тиìо äëя ìаксиìизиpуеìоãо функöионаëа (5), но
не совпаäает с истинныì pаспpеäеëениеì, на ко-
тоpоì этот функöионаë äостиãает ìаксиìуìа. По-
этоìу вы÷исëенная по этоìу pаспpеäеëениþ пëот-
ности тепëовоãо потока тепëовая пpовоäиìостü
пpеäставитеëüноãо эëеìента буäет ниже истинной,
÷то соответствует нижней оöенке λ– эффективноãо
коэффиöиента тепëопpовоäности коìпозита, оп-
pеäеëяеìой фоpìуëаìи [12]

 =  = 1 – π  + ,

b = 1/  – 1. (27)

Наpяäу с pассìотpенной ìатpи÷ной стpуктуpой
коìпозита, аpìиpованноãо øаpовыìи вкëþ÷ения-
ìи, изотpопиþ по отноøениþ к свойству тепëо-
пpовоäности обеспе÷иваþт еще äва ваpианта их
pаспоëожения, котоpыì соответствуþт пpеäстави-
теëüные эëеìенты в виäе я÷еек объеìно öентpиpо-
ванной (ОЦК) и ãpанеöентpиpованной (ГЦК) куби-
÷еских pеøеток кpистаëëов [11]. Веpхние и нижние
оöенки эффективноãо коэффиöиента тепëопpо-
воäности äëя таких стpуктуp ìоãут бытü поëу÷ены
путеì, анаëоãи÷ныì испоëüзованноìу пpи вывоäе
фоpìуë (26) и (27).

Сопоставление pезультатов pасчетов

На pис. 2 äëя зна÷ения паpаìетpа  = 100, зна-
÷итеëüно отëи÷аþщеãося от еäиниöы, пpивеäены
pезуëüтаты pас÷етов с испоëüзованиеì фоpìуë (3),
(15), (16), (25)—(27). Дëя pаöионаëüноãо испоëüзо-
вания ìасøтаба ãpафика все pасс÷итанные pазìеp-
ные зна÷ения оöенок эффективноãо коэффиöиента
тепëопpовоäности коìпозита, зависящие от объеìной
конöентpаöии С0 вкëþ÷ений, отнесены к текущиì
зна÷енияì веpхней оöенки λ1, также зависящей
от С0. В соответствуþщих обозна÷ениях этих безpаз-
ìеpных отноøений пpиìенявøийся выøе сиìвоë
"тиëüäа" (воëнистая ÷еpта) заìенен на "кpыøку"
(напpиìеp, вìесто отноøения  = λ°/λm, опpеäе-
ëяеìоãо фоpìуëой (25), ãpафики постpоены äëя
отноøения  = λ°/λ1).
Дëя сpавнения спëоøной кpивой на pис. 2 пpеä-

ставëена зависиìостü отноøения  = λ/λ1, от С0
пpи тех же зна÷ениях , поëу÷енная путеì ÷исëен-
ноãо pеøения ìетоäоì коне÷ных эëеìентов заäа÷и
стаöионаpной тепëопpовоäности в pассìатpивае-
ìоì куби÷ескоì пpеäставитеëüноì эëеìенте стpук-
туpы коìпозита. Тpехìеpная обëастü pеøения за-
äа÷и быëа pазбита на 92 743 коне÷ных эëеìента в
виäе äесятиузëовых тетpаэäpов с кваäpати÷ныìи
функöияìи фоpìы [18] с общиì ÷исëоì 93 236 уз-
ëов. На веpхней и нижней ãpанях куба быëи заäаны
теìпеpатуpы, pавные соответственно еäиниöе и

нуëþ, а боковые ãpани быëи пpиняты иäеаëüно
тепëоизоëиpованныìи. Поãpеøностü ÷исëенноãо
pеøения äанной заäа÷и оöениваëасü интеãpаëüно
по зна÷ениþ Δ  = |1 – Q0/Q1|, ãäе Q0 и Q1 — суì-
ìаpные тепëовые потоки, пpохоäящие соответст-
венно ÷еpез нижнþþ и веpхнþþ ãpани куби÷ескоãо
пpеäставитеëüноãо эëеìента. По ìеpе откëонения
зна÷ения  от еäиниöы и увеëи÷ения относитеëü-
ноãо pаäиуса r вкëþ÷ения зна÷ения Δ  возpастаëи,
но при  = 0,01 и  = 100 не пpевысиëи 10–4.
Веpтикаëüная øтpиховая ëиния на pис. 2 соответ-

ствует пpеäеëüноìу зна÷ениþ  = π/6 ≈ 0,5236
объеìной конöентpаöии вкëþ÷ений, возìожной
äëя выбpанноãо пpеäставитеëüноãо эëеìента ìат-
pи÷ной стpуктуpы коìпозита пpи пpеäеëüноì зна-
÷ении r = 1 относитеëüноãо pаäиуса øаpовоãо
вкëþ÷ения. Двустоpонние оöенки, pасс÷итанные
по фоpìуëаì (26) и (27), оãpани÷иваþт боëее узкуþ
поëосу возìожных зна÷ений эффективноãо коэф-
фиöиента тепëопpовоäности коìпозита по сpавне-
ниþ с уто÷ненныìи ваpиаöионныìи оöенкаìи,
опpеäеëяеìыìи фоpìуëаìи (15) и (16), и в этой
поëосе поëностüþ нахоäятся pезуëüтаты ÷исëенно-
ãо pеøения и оäна из уто÷ненных оöенок.

Заключение

Пpовеäен сpавнитеëüный коëи÷ественный анаëиз
иеpаpхи÷еской систеìы ìатеìати÷еских ìоäеëей
пеpеноса тепëовой энеpãии в коìпозите с øаpовы-
ìи вкëþ÷енияìи, испоëüзуеìых äëя постpоения
оöенок эффективноãо коэффиöиента тепëопpовоä-
ности такоãо коìпозита. С пpиìенениеì äвойствен-
ной фоpìуëиpовки ваpиаöионной заäа÷и стаöио-
наpной тепëопpовоäности в неоäноpоäноì твеpäоì
теëе поëу÷ены веpхняя и нижняя ãpаниöы возìож-
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ных зна÷ений этоãо коэффиöиента. Дëя сбëиже-
ния ãpаниö испоëüзован ваpиаöионный пpинöип
Хаøина — Штpикìана. Установëена связü ìежäу
оöенкаìи, поëу÷енныìи с пpиìенениеì этоãо
пpинöипа и обобщенноãо синãуëяpноãо пpибëи-
жения теоpии сëу÷айных функöий.
С поìощüþ ММ тепëовоãо взаиìоäействия оäно-

pоäноãо ìатеpиаëа как с øаpовыìи вкëþ÷енияìи,
так и с ÷астиöаìи ìатpиöы вывеäена pас÷етная
фоpìуëа, обеспе÷иваþщая äостовеpнуþ оöенку
искоìоãо коэффиöиента тепëопpовоäности этоãо
ìатеpиаëа во всеì äиапазоне возìожноãо изìенения
объеìной конöентpаöии вкëþ÷ений. Pассìотpены
ММ, позвоëяþщие у÷естü взаиìное pаспоëожение
вкëþ÷ений в коìпозите с ìатpи÷ной стpуктуpой.

Pабота выполнена по гpанту НШ-1432.2014.8
пpогpаммы Пpезидента PФ поддеpжки ведущих науч-
ных школ и гpанту МК-6618.2013.8 пpогpаммы Пpе-
зидента PФ поддеpжки молодых кандидатов наук.
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Hierarchical System of Mathematical Models
of Heat Conduction in Composite Materials

Within hierarchical approach the multilevel system of mathematical models of the composite material describing heat transfer
and thermal interaction between a matrix of a composite and reinforcing inclusions is constructed. This system is used for the com-
parative analysis of estimates of effective coefficient of heat conductivity — one of the key parameters defining scope of the concrete
composite. On the basis of the dual formulation of a variation problem of stationary heat conductivity in a non-uniform solid body
bilateral estimates of possible values of this coefficient are received. These estimates are specified by means of Hashin — Shtrik-
mana’s variation principle. The system of models is constructed in relation to dispersion strengthened composites with spherical in-
clusions. Mathematical models of heat transfer in a composite with the matrix structure, allowing to consider a relative positioning
of inclusions, are considered. The bilateral estimates received on the basis of these models, limit narrower strip of possible values
of effective coefficient of thermal conductivity of a composite in comparison with the specified bilateral estimates which follow from
Hashin-Shtrikman’s variation principle. Comparison of results of the quantitative analysis of the constructed merarkhichesky sys-
tem of mathematical models allowed to draw conclusions on degree of adequacy of the constructed models.

Keywords: hierarchical approach, mathematical model, composite, spherical inclusions, effective coefficient of thermal conductivity
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Компьютеpное моделиpование динамики pоста pыб (на пpимеpе 
южного однопеpого теpпуга Pleurogrammus azonus). Часть II

Введение

Дëя пpеäставëения äинаìики паpаìетpов со-
стояния pыб (ìассы, ëинейноãо pоста и т. ä.) обы÷но
испоëüзуþт поëожение, соãëасно котоpоìу их от-
äеëüный инäивиä естü систеìа составëяþщих еãо
эëеìентов (pазëи÷ных оpãанов). Поскоëüку фик-
сиpованные зна÷ения паpаìетpов хаpактеpизуþт
систеìу (отäеëüнуþ pыбу) в конкpетноì ее состоя-

нии (в тоì ÷исëе и ее возpаст), то ìежäу ниìи су-
ществует опpеäеëенная функöионаëüная зависи-
ìостü. Частный сëу÷ай этой зависиìости состоит в
пpеäставëении связи ìежäу ìассой и ëинейныì
pостоì (в äаëüнейøеì пpосто pостоì иëи äëиной)
посpеäствоì так называеìой аëëоìетpи÷еской фоp-
ìуëы (в ней постуëиpуется бëизостü пpопоpöио-
наëüности ìассы кубу äëины). Поскоëüку äëина

На основании pезультатов анализа выбоpочного pаспpеделения длины и массы pыб pазpаботаны численные модели их
динамики, где учитывается огpаниченность фазового пpостpанства (конечность вpемени жизни, пpедельность длины
и массы) и полагается функциональная связь между длиной и массой pыб, этапность их жизненного цикла и влияние
сезонных фактоpов. Для оценки паpаметpов пpоведена сеpия вычислительных экспеpиментов. Показано, что динамика
длины опpеделяется 18-месячной гаpмонической составляющей, а динамика масс — 12-месячной и 18-месячной состав-
ляющими. Выполнена пpедметная интеpпpетация полученных pезультатов.
Ключевые слова: выбоpочное pаспpеделение, численная модель, задача поиска минимума, адекватность модели


