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Тензоpные методы исследования стpуктуp сетей Петpи

Введение

В посëеäние ãоäы набëþäается pастущий инте-
pес к испоëüзованиþ аппаpата сетей Петpи (СП)
[3, 4] пpи pеøении заäа÷, связанных с иссëеäова-
ниеì сëожных систеì. Еще в pаботе [5] быë äан
äостато÷но поäpобный обзоp ìетоäов анаëиза и
синтеза сëожных систеì и показана pоëü СП в
фоpìаëизованноì описании pаспpеäеëенных стpук-
туp и их посëеäуþщеì иссëеäовании. За это вpеìя
кpуã заäа÷, pеøаеìых с испоëüзованиеì аппаpата
сетей Петpи, тоëüко pасøиpиëся. К актуаëüныì
напpавëенияì, pазвитие котоpых сопpовожäается
активныì испоëüзованиеì СП, ìожно отнести
сëеäуþщие.
Интеллектуальный анализ данных. Испоëüзуется
äëя обнаpужения в иìеþщихся äанных pанее
неизвестных интеpпpетаöий, позвоëяþщих поëу-
÷итü новые знания, необхоäиìые äëя пpинятия
pеøений. Совpеìенные поäхоäы в этой обëасти
сосpеäото÷иëисü, с оäной стоpоны, на анаëизе
пpоãpаììноãо обеспе÷ения [6, 7], а с äpуãой
стоpоны на иссëеäовании таких сëожных пpо-
äуктов как веб-сëужбы [8], аãент-оpиентиpо-
ванные пpоãpаììные стpуктуpы [9, 10], ìоäеëи-
pование сëожных систеì с испоëüзованиеì
нейpопоäобных стpуктуp и СП [11].
Моделиpование сложных динамических систем.
Моäуëüное постpоение сëожных систеì суще-
ственно упpостиëо соответствуþщие пpоöеäуpы
описания и посëеäуþщеãо анаëиза. Новое pаз-
витие, в этой связи, поëу÷иëи иеpаpхи÷еские

сети Петpи [12, 13], позвоëяþщие испоëüзоватü
боëее высокий уpовенü спеöификаöий, ÷то, в своþ
о÷еpеäü, äает возìожностü пpовоäитü боëее эф-
фективный анаëиз сëожных äинаìи÷еских систеì.
Пpоектиpование и веpификация сложных систем.
Во ìноãих сëу÷аях пpостpанство состояний
сëожных систеì ìожет бытü напpяìуþ связано
с особенностяìи ìоäеëей, котоpые стpоятся с
испоëüзованиеì pазëи÷ных сеìанти÷еских ин-
стpуìентов (напpиìеp, сети Петpи, аëãебpа пpо-
öессов, äиаãpаììы состояний, UML-описания
[7, 21], YAWL [22], BPEL [23] и äp.). Пpоöесс
иссëеäования в этоì сëу÷ае состоит в тоì, ÷тобы
äëя некотоpой иссëеäуеìой стpуктуpы, пpеä-
ставëенной в теpìинах тоãо иëи иноãо фоpìа-
ëизìа, постpоитü наибоëее то÷нуþ ìоäеëü. По-
стpоение поäобных ìоäеëей в теpìинах СП и
посëеäуþщий ее анаëиз явëяþтся сеãоäня äос-
тато÷но актуаëüной и востpебованной заäа÷ей
[24—26].
Постpоение сетевых моделей для сенсоpных сетей.
Постpоение и äаëüнейøее сопpовожäение сен-
соpных сетей явëяется сëожной заäа÷ей, пpи pе-
øении котоpой необхоäиìо у÷итыватü такие осо-
бенности, как: сpок сëужбы сенсоpных сетей;
паpаëëеëизì и асинхpонностü пpотекаþщих
пpоöессов (÷то пpи некоppектноì упpавëении
ìожет пpивести к такиì явëенияì, как тупико-
вые ситуаöии и "ãонки"); возìожная неоäно-
pоäностü узëов сенсоpной сети; оãpани÷енностü
pесуpсов и äp. В pезуëüтате возникает пpобëеìа,
связанная с наäежностüþ обpаботки кpити÷ески
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важной инфоpìаöии и тpебуþщая особых поä-
хоäов к веpификаöии и ваëиäаöии сенсоpных
сетей. Существенная pоëü в pеøении äанных
вопpосов отвоäится СП [27—29].
Иссëеäование, pас÷ет и пpоектиpование сëожных

систеì äавно явëяþтся оäной из основных пpобëеì
совpеìенной науки. Мноãообpазие объектов, ко-
тоpые называþт сëожныìи систеìаìи, стоëü веëико,
÷то тpуäно найти ìежäу ниìи ÷то-то общее, кpоìе
их сëожности. Накопëенный опыт pазpаботки таких
систеì показывает, ÷то установиëосü ìнение об
инäивиäуаëüности кажäой сëожной систеìы, необ-
хоäиìости pазpабатыватü спеöиаëüно äëя нее тео-
pиþ, ìетоäы pас÷ета и пpоектиpования. Это сни-
жает эффективностü pазpаботок, не позвоëяет ис-
поëüзоватü уже поëу÷енные pезуëüтаты пpи pазpа-
ботке новых систеì.
Дëя тоãо, ÷тобы поëу÷итü еäиный поäхоä к ис-

сëеäованиþ сëожных систеì ëþбой стpуктуpы и
pазëи÷ной пpиpоäы, пpеäназна÷ена тензоpная ìе-
тоäоëоãия. Pоëü тензоpных ìетоäов сфоpìуëиpо-
вана в книãе акаäеìика В. Г. Афанасüева "Общество:
систеìностü, познание, упpавëение" [1]: "...Тен-
зоpный анаëиз позвоëяет отäеëитü субъективное в
изу÷ении явëения, связанное с позиöией у÷еноãо,
с выбоpоì той иëи иной систеìы кооpäинат, от
объективноãо, объективной pеаëüности, котоpая не
зависит от то÷ки зpения, от систеìы кооpäинат".
Функöии, котоpые пpи изìенении систеìы ко-

оpäинат пpеобpазуþтся по ëинейноìу закону,
Эйнøтейн в 1916 ãоäу назваë тензоpаìи. Особен-
ности тензоpноãо поäхоäа закëþ÷аþтся в сëеäуþ-
щеì. Во-пеpвых, есëи обобщеннуþ систеìу кооp-
äинат pассìатpиватü как тензоp, а конкpетные сис-
теìы этоãо кëасса — как ее пpоекöии в ÷астных
систеìах кооpäинат, то ìожно испоëüзоватü ãëав-
ное äëя тензоpноãо анаëиза, а иìенно: наäо вы-
бpатü оäну систеìу и испоëüзоватü ее в ка÷естве
"этаëонной" систеìы кооpäинат, а описания äpу-
ãих систеì пpивоäитü к описаниþ в теpìинах этоãо
этаëона, т. е. ìоäеëиpование буäет pассìатpиватüся
как описание иссëеäуеìой ìоäеëи в заäанной эта-
ëонной систеìе кооpäинат. Во-втоpых, в ка÷естве
этаëона жеëатеëüно испоëüзоватü такие систеìы, äëя
котоpых pазpаботаны тензоpные ìетоäы pас÷ета.
Тензоpное ис÷исëение возникëо в ìатеìатике

äëя pеøения пpобëеì, ìетоäоëоãи÷ески анаëоãи÷-
ных теì, котоpые pеøаþтся пpи анаëизе сëожных
систеì. Понятие тензоpа связано с пpеобpазова-
ниеì систеì кооpäинат и явëяется законоìеpныì
pазвитиеì пpеäставëений о пpостpанстве. В äан-
ной статüе pассìатpиваþтся вопpосы пpиìенения
тензоpных ìетоäов пpи иссëеäовании сëожных
систеì, пpеäставëяеìых стpуктуpаìи сетей Петpи
(СП-стpуктуpаìи) [2].

1. Геометpическая интеpпpетация СП-стpуктуp 

1.1. Типы геометpий

Известно, ÷то кажäая ãеоìетpия опpеäеëяется
ãpуппой пpеобpазований, оставëяþщих инваpиант-
ныìи те иëи иные свойства ãеоìетpи÷еских фиãуp.
Оказаëосü, ÷то тензоpноìу анаëизу сетей соответ-
ствует ãеоìетpия новоãо типа, не своäиìая к из-
вестныì ãеоìетpияì [14, 15]. Напpиìеp, евклидова
ãеоìетpия äопускает пpеобpазования, не ìеняþщие
фоpìу фиãуp. Пpи этоì ìожно пеpеноситü, вpа-
щатü, изìенятü ìасøтаб фиãуp. Афинная ãеоìетpия
в äопоëнение к пpеобpазованияì ãеоìетpии Евк-
ëиäа äопускает такие äефоpìаöии фиãуp, пpи ко-
тоpых сохpаняþтся усëовия пpяìоëинейности и
паpаëëеëüности ëиний. Напpиìеp, паpаëëеëоãpаìì
и кваäpат в äанной ãеоìетpии пpеäставëяþт оäну и
ту же ãеоìетpи÷ескуþ фиãуpу. В пpоективной ãео-
ìетpии в pезуëüтате пpеобpазований äоëжно со-
хpанятüся усëовие пpяìоëинейности. В топологии
äопустиìы по÷ти ëþбые пpеобpазования, но пpи
этоì äоëжно сохpанятüся свойство пpинаäëежно-
сти (то÷ки по-пpежнеìу äоëжны пpинаäëежатü ëи-
нияì, ëинии — повеpхностяì и т. ä.).
Оäнако пpи пpеобpазовании стpуктуp äискpет-

ноãо пpостpанства, к котоpыì относятся СП-
стpуктуpы, ãäе важнуþ pоëü иãpаþт опеpаöии pаз-
pывания и соеäинения, свойство пpинаäëежности
уже не явëяется инваpиантоì такой ãpуппы пpеоб-
pазования. Возникает необхоäиìостü pассìотpетü
новый тип ãеоìетpии. В связи с этиì возникаþт
äва вопpоса. 1. Что явëяется инваpиантоì вновü
pассìатpиваеìой ãpуппы пpеобpазований, т. е. ÷то
остается постоянныì пpи опеpаöиях pазäеëения и
соеäинения стpуктуp äискpетноãо пpостpанства?
2. В ÷еì закëþ÷аþтся особенности пpостpанства
стpуктуp по сpавнениþ с уже известныìи пpо-
стpанстваìи? Попpобуеì ответитü на эти вопpосы
пpиìенитеëüно к пpостpанству СП-стpуктуp.

1.2. Геометpия тензоpного анализа СП-стpуктуp

Дëя тоãо ÷тобы опpеäеëитü ãеоìетpиþ тен-
зоpноãо анаëиза СП-стpуктуp, необхоäиìо опpеäе-
ëитü такие понятия, как пpостpанство, pазмеp-
ность, система кооpдинат, пpеобpазование системы
кооpдинат. 
Понятия пpостpанства СП-стpуктуp и еãо pаз-

ìеpности ввеäены в pаботе [2]. Pассìотpиì поня-
тия систеìы кооpäинат и пpеобpазования систеìы
кооpäинат. Дëя этоãо напоìниì некотоpые опpе-
äеëения и ввеäеì новые.
Обозна÷иì ÷еpез pre(t) и post(t) ìножества вхоä-

ных и выхоäных позиöий пеpехоäа t, а ÷еpез pre(p)
и post(p) — ìножества вхоäных и выхоäных пеpе-
хоäов позиöии p в сети Петpи. СП, в котоpой ìно-
жество позиöий P = {p′, p′′}, ìножество пеpехоäов
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T = {t}, p′ ∈ pre(t) и p′′ ∈ post(t), назовеì элемен-
таpной сетью.
Пpимитивной системой NPR назовеì ìножество

эëеìентаpных сетей заäанной ìощности.
СП-стpуктуpу, поëу÷еннуþ из пpиìитивной сис-

теìы путеì объеäинения напеpеä заäанноãо ìноже-
ства веpøин, буäеì называтü эталонной моделью N.
Пустü систеìа кооpäинат СП-стpуктуp опpеäе-

ëяется способоì соеäинения эëеìентаpных сетей
пpиìитивной систеìы NPR. Пpи этоì ìножество
эëеìентаpных сетей, составëяþщих СП-стpуктуpу,
ìожно pассìатpиватü как некотоpуþ обобщеннуþ
сетü, а ëþбое их соеäинение в пpоизвоëüнуþ стpук-
туpу — как пpоекöиþ обобщенной сети в ÷астной
систеìе кооpäинат.
Поä пpеобpазованием системы кооpдинат буäеì

пониìатü пеpехоä от оäноãо способа соеäинения
эëеìентаpных сетей к äpуãоìу. В пpоöессе пpеоб-
pазования систеìы кооpäинат выпоëняþтся опе-
pаöии pазpыва и соеäинения связей ìежäу пеpехо-
äаìи и позиöияìи СП-стpуктуpы [16—18]. Пpи
этоì коëи÷ество эëеìентаpных сетей, составëяþ-
щих СП-стpуктуpы, пpеäставëенных в pазных сис-
теìах кооpäинат, äоëжно бытü оäинаковыì (по-
стоянство pазìеpности пpостpанства).
Что öеëесообpазно взятü в ка÷естве инваpианта

пpи тензоpноì анаëизе СП? Дëя этоãо необхоäиìо
опpеäеëитü, какая веëи÷ина, хаpактеpизуþщая СП-
стpуктуpу некотоpой сëожной систеìы, остается
неизìенной пpи пеpехоäе от оäной систеìы кооp-
äинат к äpуãой. Буäеì с÷итатü, ÷то способ соеäи-
нения стpуктуpных ÷астей систеìы не изìеняет их
исхоäноãо состояния и состояния всей систеìы в
öеëоì. Так как исхоäное состояние систеìы ìоäе-
ëиpуется в СП-стpуктуpе на÷аëüной pазìеткой, то
сäеëаеì пpеäпоëожение об инваpиантности на-
÷аëüной pазìетки к способу соеäинения фpаãìен-
тов СП-стpуктуpы.

Pассìотpиì этапы испоëüзования тензоpных
ìетоäов пpи иссëеäовании СП-стpуктуp.

1. Pассìотpетü физи÷ескуþ, ãеоìетpи÷ескуþ и
стpуктуpнуþ стоpоны пpоöесса функöиониpова-
ния сëожной систеìы. Поëу÷итü уpавнения, опи-
сываþщие основные пpоöессы, пpотекаþщие в ней.

2. Постpоитü СП-стpуктуpу, ìоäеëиpуþщуþ pа-
боту систеìы.

3. Пpивести поëу÷енные уpавнения к тензоpно-
ìу виäу. Дëя этоãо необхоäиìо äатü ãеоìетpи÷е-
скуþ тpактовку заäа÷и: ввести пpостpанство, pазìеp-
ностü, опpеäеëитü систеìы кооpäинат и способы
их пpеобpазования.

4. Выбpатü этаëоннуþ СП-стpуктуpу äëя ìоäе-
ëиpования сëожной систеìы.

5. Постpоитü ìоäеëü äëя тензоpной фоpìы уpав-
нений pассìатpиваеìой сëожной систеìы.

6. Пpовести анаëиз иссëеäуеìой сëожной систеìы.
Анаëиз систеì ìожно пpовоäитü äвуìя спосо-

баìи, котоpые не искëþ÷аþт äpуã äpуãа. Есëи

сëожностü СП-стpуктуpы не позвоëяет pасс÷итыватü
ее как еäиное öеëое, то ìожно пpиìенитü аппаpат
äиакоптики [19] — стpуктуpиpоватü СП-стpуктуpу
путеì ввоäа иеpаpхи÷еских пеpехоäов [3], иссëеäо-
ватü поëу÷енные коìпоненты отäеëüно, а затеì
объеäинитü pезуëüтаты анаëиза. Поëу÷енный pе-
зуëüтат интеpпpетиpуется в теpìины исхоäной
систеìы.

1.3. Постулаты обобщений

В pаботах [19, 20] быëо показано, ÷то сëожные
систеìы не тоëüко описываþтся теì же коëи÷ест-
воì сиìвоëов, ÷то и пpостые систеìы, но и весü
ìетоä pассужäения, испоëüзуеìый в анаëизе их
повеäения, соответствует этапаì анаëиза пpостей-
øих систеì. Дpуãиìи сëоваìи, пpежäе ÷еì иссëе-
äоватü ëþбуþ сëожнуþ систеìу со ìноãиìи пеpе-
ìенныìи, необхоäиìо сна÷аëа выпоëнитü анаëиз
пpостой систеìы с ìиниìаëüныì ÷исëоì степеней
свобоäы. Посëе этоãо ìожно пеpенести все этапы
этоãо анаëиза на сëожнуþ систеìу, заìеняя кажäуþ
веëи÷ину соответствуþщей ей n-ìатpиöей. Этот
пpиеì называется постулатом пеpвого обобщения и
выpажается сëеäуþщиì обpазоì [14]: ìетоä анаëиза
и окон÷атеëüные уpавнения, описываþщие пове-
äение сëожной физи÷еской систеìы (с n степеня-
ìи свобоäы), ìоãут бытü найäены посëеäоватеëüно
пpи анаëизе пpостейøеãо, но наибоëее общеãо
эëеìента систеìы пpи усëовии, ÷то кажäая веëи-
÷ина заìеняется соответствуþщей n-ìатpиöей.
Пpостейøий эëеìент систеìы ìожет иìетü оäну
иëи нескоëüко степеней свобоäы.
О÷евиäно, ÷то пpостое увеëи÷ение ÷исëа эëе-

ìентов не ввоäит никаких новых физи÷еских яв-
ëений, котоpые не набëþäаëисü бы в пpостейøеì
эëеìенте, а сëеäоватеëüно, новые сиìвоëы, пpеä-
ставëяþщие новые физи÷еские понятия, не ìоãут
возникнутü пpи объеäинении нескоëüких эëеìентов.
Оказывается, ÷то оpãанизаöия ìножества веëи÷ин
в оäну n-ìатpиöу и пpеäставëение посëеäней с поìо-
щüþ оäной базовой буквы явëяется ÷еì-то несpав-
ненно бо́ëüøиì, ÷еì эффективный pабо÷ий пpиеì.
Оpãанизаöия ìножества веëи÷ин в n-ìатpиöу и оä-
новpеìенное ввеäение понятий "пpеобpазование",
"инваpиантностü", "ãpуппа" созäаþт усëовия äëя по-
ëу÷ения пpинöипиаëüно новой ìатеìати÷еской
сущности, обëаäаþщей такиìи свойстваìи, кото-
pые отсутствуþт в обpазуþщих ее стpоитеëüных
бëоках. Созиäание посpеäствоì "оpãанизаöии" новых
сущностей из пpостоãо набоpа n-ìатpиö и наäеëе-
ние этих новых сущностей новыìи свойстваìи и
составëяþт основнуþ öеëü тензоpноãо анаëиза [15].
Постулат втоpого обобщения явëяется фунäа-

ìентаëüныì пpеäпоëожениеì тензоpноãо анаëиза
и состоит в сëеäуþщеì: 1) новая систеìа описы-
вается теì же ÷исëоì n-ìатpиö и тоãо же типа, ÷то
и стаpая систеìа, но отëи÷ается от нее ÷исëенныì
зна÷ениеì коìпонент n-ìатpиö; 2) уpавнение новой
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систеìы, записанное в n-ìатpиöах, иìеет тот же виä,
÷то и уpавнение стаpой систеìы; 3) n-ìатpиöы новой
систеìы ìоãут бытü найäены из n-ìатpиö стаpой
систеìы с поìощüþ pутинноãо пpеобpазования.
Такиì обpазоì, пеpехоä от оäноãо способа со-

еäинения бëоков некотоpой систеìы к äpуãоìу не
тpебует ввеäения новых n-ìатpиö и изìенения
фоpìы уpавнений. Отëи÷ие состоит в тоì, ÷то n-ìат-
pиöы, пpинаäëежащие pазныì уpавненияì, иìеþт
pазные коìпоненты.
Опеpаöиþ пеpехоäа от оäноãо способа соеäине-

ния к äpуãоìу ìы назваëи пpеобpазованиеì систе-
ìы кооpäинат. Пpи pеøении pазëи÷ных физи÷е-
ских пpобëеì ÷асто возникаþт ìноãо÷исëенные
типы систеì кооpäинат, котоpые pаäикаëüно отëи-
÷аþтся äpуã от äpуãа, а физи÷еские явëения пpи
pассìотpении их в pазëи÷ных типах систеì кооp-
äинат описываþтся уpавненияìи pазëи÷ноãо виäа.
В äанноì сëу÷ае понятия геометpический объект
неäостато÷но äëя объеäинения уpавнений pазëи÷-
ных типов систеì, так как в уpавнениях äвижения,
описываþщих äанные систеìы, появëяþтся пpо-
извоäные и äиффеpенöиаëы, котоpые не пpеобpа-
зуþтся как тензоpы, поскоëüку они зависят от типа
äвижения ÷астей, обpазуþщих систеìу. Дëя тоãо
÷тобы объеäинитü уpавнение äвижения эëектpоäи-
наìи÷еских систеì независиìо от относитеëüноãо
äвижения ìатеpиаëüных иëи эëектpи÷еских состав-
ëяþщих, все пpоизвоäные и äиффеpенöиаëы (не
явëяþщиеся тензоpаìи) äоëжны бытü заìенены
тензоpаìи так, ÷тобы кажäый сиìвоë, кажäый ãео-
ìетpи÷еский объект в уpавнениях стаë тензоpоì.
Это пpеобpазование пpовоäится в соответствии с
постулатом тpетьего обобщения.

2. Тензоpная методология исследования
СП-стpуктуp 

2.1. Постpоение тензоpных уpавнений

Пустü d– и d+ — вектоpы, описываþщие ìно-
жество вхоäных и ìножество выхоäных позиöий
пеpехоäа t, т. е.  > 0, есëи pi ∈ pre(t) и  > 0,
есëи pj ∈ post(t). Эëеìенты вектоpов d– и d+ пpини-
ìаþт поëожитеëüные öеëо÷исëенные зна÷ения.
Постpоиì вектоp d = d+ – d–. Данный вектоp опи-
сывает связи пеpехоäа t с позиöияìи СП-стpуктуpы:
di > 0, есëи pi ∈ post(t); di < 0, есëи pi ∈ pre(t); di = 0,
есëи pi ∉ ((post(t) Ÿ pre(t)), ãäе i = 1, 2, ..., n; n = |P|;
P — ìножество позиöий СП-стpуктуpы.
Уpавнение изìенения pазìетки СП-стpуктуpы

пpи сpабатывании пеpехоäа t ìожно записатü сëе-
äуþщиì обpазоì:

m′ = m + d, (1)

ãäе m — стаpый вектоp pазìетки СП-стpуктуpы; m′ —
вектоp pазìетки СП-стpуктуpы посëе сpабатыва-
ния пеpехоäа t.

В соответствии с постуëатоì пеpвоãо обобще-
ния уpавнение (1) ìожно пpеäставитü сëеäуþщиì
обpазоì:

m′ = m + D Ѕ f(s),

ãäе f(s) — степенü посëеäоватеëüности сpабатыва-
ния, пpеäставëяþщая собой вектоp, кажäый эëеìент
котоpоãо указывает на ÷исëо сpабатываний соот-
ветствуþщеãо пеpехоäа СП-стpуктуpы; D — ìатpи-
öа инöиäентности, составëенная из вектоpов d, по-
стpоенных äëя кажäоãо пеpехоäа, т. е. D = O – I,
ãäе I:P Ѕ T → {0, 1, 2, ...} и O:T Ѕ P → {0, 1, 2, ...},
O, I — ìатpиöы инöиäентности.
Есëи у÷естü, ÷то СП-стpуктуpа на÷инает функ-

öиониpоватü от на÷аëüной pазìетки m0, то

m = m0 + D Ѕ f(s). (2)

Уpавнение (2) в инäексной фоpìе иìеет сëе-
äуþщий виä:

mγ =  +  Ѕ f(s)β,

ãäе инäексы γ и β изìеняþтся от 1 äо n и от 1 äо m
соответственно; n = |P|, m = |T|.

Pассìотpиì пpоекöии N и N′ некотоpой СП-
стpуктуpы в pазëи÷ных систеìах кооpäинат, опи-

сываеìых ìатpиöаìи инöиäентности , и .

Пустü пеpехоä от оäной систеìы кооpäинат к äpуãой

опpеäеëяется тензоpаìи пpеобpазования  и

, т. е.

 =  Ѕ ; (3)

 =  Ѕ . (4)

На основе втоpоãо постуëата обобщения ìожно
записатü, ÷то 

 =  +  Ѕ f(s ; (5)

 =  +  Ѕ f(s , (6)

ãäе α, α′ — ìощности ìножеств степеней посëеäо-

ватеëüностей сpабатывания f(s , f(s  и äости-

жиìых pазìеток ( ) в СП-стpуктуpе N(N′).

Попытаеìся поëу÷итü зависиìости ìежäу ìноже-
стваìи äостижиìых pазìеток СП-стpуктуp N и N′.
Дëя этоãо уìножиì пpавуþ и ëевуþ ÷асти уpавне-

ния (5) на тензоp :

 Ѕ  =  Ѕ  +  Ѕ  Ѕ f(s .

di
– dj

+
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У÷итывая соотноøение (3), свойства инваpианта
 Ѕ  =  =  и то, ÷то f(s  = f(s

(эквиваëентностü посëеäоватеëüностей возäейст-
вия на СП-стpуктуpы N и N′), поëу÷аеì 

 Ѕ  =  +  Ѕ f(s . (7)

Сpавнивая выpажения (6) и (7), ìожно поëу-
÷итü, ÷то

 =  Ѕ . (8)

Анаëоãи÷ныì обpазоì ìожно поëу÷итü, ÷то

 Ѕ  =  +  Ѕ f(s (9)

и

 =  Ѕ . (10)

2.2. Выбоp пpимитивной системы

Постуëат втоpоãо обобщения утвеpжäает, ÷то
есëи коìпоненты ãеоìетpи÷еских объектов известны
äëя оäной ÷астной систеìы кооpäинат, то äëя ëþбой
äpуãой систеìы кооpäинат тоãо же типа (÷исëо ко-
тоpых в общеì сëу÷ае бесконе÷но) коìпоненты
этих ãеоìетpи÷еских объектов ìоãут бытü опpеäе-
ëены pутинной пpоöеäуpой с поìощüþ тензоpов
пpеобpазования. Уpавнения повеäения, записанные
в теpìинах ãеоìетpи÷еских объектов, иìеþт оäина-
ковый виä äëя всех систеì äанноãо типа.
Сëеäует заìетитü, ÷то совеpøенно несущест-

венно, какова та ÷астная систеìа (и связанная с ней
систеìа кооpäинат), в котоpой заäаны ãеоìетpи÷е-
ские объекты и инваpиантное уpавнение. Вìесте с
теì, äо тоãо как постуëат ìожет бытü испоëüзован,
необхоäиìо, ÷тобы уpавнения повеäения в теpìи-
нах ãеоìетpи÷еских объектов быëи уже известны,
по кpайней ìеpе äëя оäной ÷астной систеìы, и в
этой же систеìе известны все коìпоненты всех
ãеоìетpи÷еских объектов. Тоãäа эта систеìа ìожет
бытü испоëüзована как стаpтовая то÷ка пpи анаëизе
äpуãих систеì тоãо же кëасса.
Даëее, коãäа нужно анаëизиpоватü уpавнения

функöиониpования боëüøоãо ÷исëа систеì, пpеä-
ставëяется ëоãи÷ныì из всеãо ìноãообpазия сис-
теì выäеëитü оäну ÷астнуþ систеìу (и связаннуþ
с ней систеìу кооpäинат), äëя котоpой сpавнитеëü-
но ëеãко ìожно:

1) опpеäеëитü коìпоненты pазëи÷ных ãеоìет-
pи÷еских объектов, котоpые необхоäиìы äëя pе-
øения конкpетной заäа÷и в ÷исëенноì виäе;

2) установитü тензоpы пpеобpазования, показы-
ваþщие, ÷еì эта ÷астная систеìа и связанная с ней
систеìа кооpäинат отëи÷аþтся от ëþбой äpуãой
систеìы;

3) вы÷исëитü новые коìпоненты pазëи÷ных
ãеоìетpи÷еских объектов, котоpые äоëжны бытü
пpоанаëизиpованы во всех äpуãих систеìах.
Эту ÷астнуþ систеìу и связаннуþ с ней систеìу

кооpäинат, выäеëеннуþ из боëüøоãо ÷исëа поäоб-
ных систеì и испоëüзуеìуþ как стаpтовуþ то÷ку,
буäеì называтü в äаëüнейøеì пpимитивной системой.
В общеì сëу÷ае иìеется стоëüко пpиìитивных

систеì, скоëüко существует pазëи÷ных типов фун-
äаìентаëüных систеì, поäëежащих анаëизу, и ис-
поëüзуеìых то÷ек зpения. Кpоìе тоãо, ÷еì боëüøе
äетаëей систеìы äоëжно бытü pассìотpено, теì
боëее сëожнуþ фоpìу пpиниìает пpиìитивная
систеìа. Выбоp той иëи иной систеìы из ìноже-
ства возìожных систеì в ка÷естве пpиìитивной
äостато÷но пpоизвоëен и опpеäеëяется способно-
стüþ выбpанной систеìы уäовëетвоpятü заäанныì
усëовияì.
Есëи систеìа испоëüзуется в ка÷естве стаpтовой

то÷ки äëя установëения хаpактеpистик оäной иëи
нескоëüких новых систеì, то вы÷исëения носят
оäин и тот же pутинный хаpактеp и тpебуþт пpи-
ìенения оäних и тех же пpоöеäуp äëя кажäой но-
вой систеìы, а иìенно:
постpоения тензоpов пpеобpазования;
вы÷исëения новых коìпонент ãеоìетpи÷еских
объектов с поìощüþ фоpìуë пpеобpазования;
отобpажения поëу÷енных pезуëüтатов на исхоä-
нуþ систеìу.
С то÷ки зpения пpостоты иссëеäования сëожных

СП-стpуктуp с поìощüþ боëее наãëяäных и уäоб-
ных пpоекöий в äpуãих систеìах кооpäинат засëужи-
ваþт вниìания äва виäа пpиìитивных систеì: сис-
теìа, пpеäставëяþщая собой совокупностü ëинейно-
öикëи÷еских фpаãìентов (NL), котоpые поëу÷аþтся
в pезуëüтате опеpаöий äеëения [17] позиöий и пе-
pехоäов иссëеäуеìой СП-стpуктуpы, и систеìа,
пpеäставëяþщая собой ìножество эëеìентаpных
пеpехоäов (NPR).
Сpавнивая äанные пpиìитивные систеìы, ìожно

отìетитü сëеäуþщее: 1) обе систеìы явëяþтся äос-
тато÷но пpостыìи äëя иссëеäования; 2) пpеиìуще-
ствоì систеìы NL по отноøениþ к систеìе NPR
явëяется то, ÷то она стpуктуpно описывает ÷исëо
паpаëëеëüно взаиìоäействуþщих пpоöессов, а также
взаиìосвязü посëеäоватеëüных опеpаöий в кажäоì
пpоöессе; 3) пpеиìуществоì систеìы NPR по от-
ноøениþ к систеìе NL явëяется возìожностü ãе-
неpаöии боëее ìощноãо ìножества СП-стpуктуp
(путеì объеäинения позиöий и пеpехоäов).

2.3. Декомпозиция СП-стpуктуp

Общие положения. Алгоpитмы. Часто сëу÷ается,
÷то некотоpуþ систеìу стpоят из нескоëüких ÷астей.
Пpи÷еì коìпоненты кажäой из отäеëüных ÷астей
уже бываþт вы÷исëены в пpеäыäущих иссëеäова-
ниях. В таких сëу÷аях ìожно снова pазбитü систеìу
на уже встpе÷авøиеся pанее и незнакоìые ÷асти,

Cβ′γ
βγ′ m0α

γ m0α
γ m0α′

γ′ )α
β )α′

β′

Cβ′γ
βγ′ mα

γ m0α′
γ′ Dβ′

γ′ )α′
β′

mα′
γ′ Cβ′γ

βγ′ mα
γ

Eβγ′
β′γ mα′

γ′ m0α
γ Dβ

γ )α
β

mα
γ Eβγ′

β′γ mα′
γ′



88 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 2, 2015

а затеì объеäинитü их снова с поìощüþ тензоpов
пpеобpазования. Такиì обpазоì, ìноãие поëу÷ен-
ные pанее пpи анаëизе отäеëüных систеì pезуëüтаты
ìожно снова испоëüзоватü уже пpи анаëизе pезуëü-
тиpуþщей систеìы.
Поäобный ìетоä pассужäения ìожно испоëüзо-

ватü не тоëüко, коãäа систеìа состоит из известных
÷астей, но и тоãäа, коãäа необхоäиìо анаëизиpо-
ватü уже существуþщуþ сëожнуþ систеìу, кото-
pуþ тpуäно pассìатpиватü как оäно öеëое. Обы÷но
сëожнуþ систеìу ìожно pазбитü на нескоëüко со-
ставëяþщих поäсистеì (поäвеpãнутü äекоìпози-
öии), котоpые в отäеëüности ëеã÷е иссëеäоватü и
ãеоìетpи÷еские объекты котоpых ëеã÷е поëу÷итü.
Посëе тоãо как кажäая составëяþщая поäсистеìа
иссëеäована в отäеëüности, объеäинитü их в оäно
öеëое несpавненно ëеã÷е, ÷еì анаëизиpоватü исхоä-
нуþ систеìу. В итоãе, сущностü äекоìпозиöионных
ìетоäов закëþ÷ается в pазбиении сëожной систе-
ìы на боëее пpостые, в иссëеäовании этих пpостых
систеì и объеäинении pезуëüтатов в öеëях поëу÷е-
ния некотоpоãо öеëостноãо и еäиноãо pеøения.
Иäея пpиìенения ìетоäов äекоìпозиöии в заäа÷ах
паpаëëеëüной обpаботки инфоpìаöии состоит в
тоì, ÷то стpуктуpиpованная теì иëи иныì обpазоì
заäа÷а пpеäставëяет собой опpеäеëеннуþ систеìу,
стpуктуpа котоpой явëяется ãpафоì общеãо виäа.

Pассìотpиì с общих позиöий основные поëоже-
ния ис÷исëения систеì и äекоìпозиöии. Поä исчис-
лением систем пониìается фоpìаëизованная теоpия
систеì, котоpая вкëþ÷ает в себя фоpìаëüный ëо-
ãи÷еский язык L, опpеäеëеннуþ систеìнуþ стpук-
туpу Q и набоp аксиоì Z äанной систеìной стpук-
туpы, котоpый äает возìожностü с поìощüþ ëоãи-
÷ескоãо языка поëу÷атü теоpеìы теоpии систеì.
Такиì обpазоì, ис÷исëение систеì— это тpойка
сëеäуþщеãо виäа:

F = <L, Q, Z>.

Как пpавиëо, языкоì ис÷исëения систеì явëя-
ется оäин из фоpìаëизованных ëоãи÷еских языков,
а систеìной стpуктуpой Q с аксиоìаìи Z — ìате-
ìати÷еская стpуктуpа опpеäеëенноãо pоäа с неко-
тоpой типовой хаpактеpистикой. Пpи этоì pоä
стpуктуpы опpеäеëяется ее аксиоìаìи, а типовая
хаpактеpистика — øкаëой ìножеств.
Оäниì из øаãов пpи постpоении ис÷исëения

систеì явëяется установëение аксиоìатики таких
систеì, котоpые ìоãут соеäинятüся ìежäу собой.
Дëя этоãо ввоäятся вхоäные и выхоäные теpìина-
ëы, с поìощüþ котоpых pеаëизуþтся соеäинения
систеì, инäуöиpуþщие pазнообpазные стpуктуp-
ные pеøения. Пpи этоì устанавëиваþтся наибоëее
общие усëовия, котоpыì äоëжны уäовëетвоpятü
соеäинения, ÷тобы их ìожно быëо отнести к кëассу
опеpаöий. Анаëоãи теоpетико-ìножественных опе-
pаöий (объеäинение, пеpесе÷ение) на систеìах ìоãут
бытü опpеäеëены на поäсистеìах äанной систеìы.

Пpи этоì поäсистеìы опpеäеëяþтся так, ÷тобы они
иìеëи все хаpактеpные свойства систеìы (наëи÷ие
вхоäных и выхоäных теpìинаëов, наëи÷ие путей,
веäущих от вхоäа к выхоäу, и äp.). Все опеpаöии
соеäинения ìожно с÷итатü ÷астныì сëу÷аеì опе-
pаöии Δ-соеäинения, котоpая опpеäеëяется сëе-
äуþщиì обpазоì. Пустü S1, ..., Sn — систеìы,
а b(Si), ..., b(Sn) — ìножества их теpìинаëов. Оп-
pеäеëиì на теpìинаëах отноøение соеäинения
Δ ∈ b(Si) Ѕ ... Ѕ b(Sn), котоpое описывает соеäине-
ние теpìинаëов систеì Si, ..., Sn. Обозна÷иì n-аp-
нуþ опеpаöиþ соеäинения систеì Si, ..., Sn с по-
ìощüþ отноøения соеäинения Δ ÷еpез Δ[Si, ..., Sn].
В тоì сëу÷ае, коãäа n = 2, опеpаöиþ Δ-соеäинения
буäеì записыватü в виäе Δ[S1, S2].

Pассìотpиì ÷астные сëу÷аи бинаpной опеpаöии
Δ-соеäинения. Опеpаöия пpяìой суììы систеì по-
ëу÷ается в тоì сëу÷ае, коãäа Δ = ∅. Это озна÷ает, ÷то
S1 и S2 не иìеþт общих теpìинаëов. Опеpаöия саìо-
соеäинения опpеäеëяется в сëу÷ае, коãäа S1 = S2 = S
и Δ ∈ b(S) Ѕ b(S). Это озна÷ает, ÷то соеäиняþтся теp-
ìинаëы, пpинаäëежащие оäной систеìе.
Такиì обpазоì, в ка÷естве основной ìоäеëи ис-

÷исëения теpìинаëüных систеì ìожно выбpатü аë-
ãебpу соеäинений теpìинаëüных систеì, т. е. сис-
теì, способных к соеäинениþ с поìощüþ теpìи-
наëов. Аëãебpа соеäинений äается в виäе

Y = <W, V, Δ, W>,

ãäе W — ìножество всех теpìинаëüных систеì;
V — ìножество отноøений соеäинения систеì из W;
W — сиãнатуpа опеpаöий на отноøениях из V.
Ис÷исëение теpìинаëüных систеì ìожет статü

основой pазpаботки pазëи÷ных äекоìпозиöионных
ìетоäов, поскоëüку оно äает возìожностü коp-
pектно опpеäеëитü Δ-äекоìпозиöиþ систеì. Буäеì
ãовоpитü, ÷то систеìа S поääается Δ-äекоìпозиöии
на систеìы S1 и S2, есëи äëя S ∈ W найäутся такие
систеìы S1 ∈ W и S2 ∈ W, и такое отноøение Δ ∈ V,
÷то буäет иìетü ìесто pавенство Δ[S1, S2] = S. О÷е-
виäно, ÷то ìожно pассìатpиватü äекоìпозиöиþ в
боëее общеì пëане, а иìенно Δ-äекоìпозиöиþ сис-
теìы S на систеìы S1, ..., Sn, котоpая иìеет ìесто
в тоì сëу÷ае, коãäа äëя S найäутся такие систеìы
S1, ..., Sn и такое отноøение Δ, ÷то буäет выпоë-
нятüся pавенство S = Δ[S1, ..., Sn].
Отобpазиì выøесказанное на аппаpат СП-стpук-

туp. Поä систеìной стpуктуpой Q с аксиоìаìи Z
буäеì пониìатü СП-стpуктуpы и пpавиëа их по-
стpоения. Поä ìножествоì вхоäных и выхоäных
теpìинаëов буäеì пониìатü ìножество вхоäных и
выхоäных позиöий СП-стpуктуp. Моäеëü ис÷исëе-
ния теpìинаëüных систеì Y ìожно интеpпpетиpо-
ватü сëеäуþщиì обpазоì: W — пpиìитивная сис-
теìа ëибо систеìа ëинейных базовых фpаãìентов
pазìеpностüþ m; V — ìножество отноøений со-
еäинения позиöий и пеpехоäов; Δ-соеäинение —
опеpаöия соеäинения поäìножеств позиöий и пе-
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pехоäов, котоpая выпоëняется на ìножестве СП-
стpуктуp.

Pассìотpиì пpоöеäуpу анаëиза исхоäной СП-
стpуктуpы и постpоения эквиваëентной СП-стpук-
туpы с испоëüзованиеì пpиеìов äекоìпозиöии и
тензоpов пpеобpазования. Дëя этоãо äаäиì неко-
тоpые опpеäеëения и обозна÷ения:
исходная СП-стpуктуpа (NI) — некотоpая стpук-

туpа из заäанноãо кëасса СП-стpуктуp;
линейная СП-стpуктуpа (NL) — стpуктуpа, по-

ëу÷енная в pезуëüтате äекоìпозиöии исхоäной
СП-стpуктуpы (NI) и пpеäставëенная набоpоì ëи-
нейных и ëинейно-öикëи÷еских базовых фpаãìен-
тов (ЛБФ);
пpимитивная система (NPR) — ìножество эëеìен-

таpный сетей, ìощностü котоpоãо опpеäеëяется
÷исëоì пеpехоäов ëинейной СП-стpуктуpы (NL);
эталонная модель (N) — СП-стpуктуpа, поëу÷ен-

ная из пpиìитивной систеìы путеì объеäинения
заäанноãо ìножества веpøин;
эквивалентная СП-стpуктуpа (N′) — стpуктуpа,

поëу÷енная из этаëонной ìоäеëи с поìощüþ тен-

зоpа пpеобpазования .

Пpоöеäуpу постpоения эквиваëентной СП-стpук-
туpы ìожно пpеäставитü этапаìи, пpивеäенныìи
ниже.
Этап 1. Постpоение системы ЛБФ. На äанноì

этапе исхоäная СП-стpуктуpа NI пpеобpазуется в
систеìу ЛБФ NL. В пpоöессе äанноãо пpеобpазо-
вания необхоäиìо pеøитü äве заäа÷и: 1) выäеëитü
в NI все иìеþщиеся ëинейно-öикëи÷еские фpаã-
ìенты; 2) pазäеëитü оставøуþся посëе выäеëения
öикëов СП-стpуктуpу на ëинейные фpаãìенты.
Дëя поиска ëинейно-öикëи÷еских фpаãìентов

ìожно испоëüзоватü понятие äостижиìости из
теоpии ãpафов, на основе ÷еãо аëãоpитì поиска
öикëов буäет иìетü сëеäуþщий виä.

Алгоpитм 1. Поиск и выделение циклов в СП-
стpуктуpах.

Исходные данные: ìатpиöы инöиäентности I(p, t)
и O(p, t), ÷исëо пеpехоäов m и ÷исëо позиöий n
в СП-стpуктуpе NI.
Выходные данные: посëеäоватеëüностü веpøин n

СП-стpуктуpы NI, обpазуþщая öикë.

А. Поиск циклов.

1. Постpоитü обобщеннуþ ìатpиöу A = (P Ÿ T) Ѕ
Ѕ (P Ÿ T) pазìеpностüþ ((n + m) Ѕ (n + m)) СП-
стpуктуpы NI и вектоp веpøин B = P Ÿ T pазìеp-
ностüþ (n + m).

2. Постpоитü ìатpиöу äостижиìости AD = A пу-
тяìи äëиной в оäну äуãу.

3. Пустü i = 2.
4. Постpоитü ìатpиöу äостижиìости путяìи äëи-

ной в i äуã: AD = AD Ѕ A.

5. Есëи на ãëавной äиаãонаëи ìатpиöы AD стоят
тоëüко нуëи, т. е. AD(i, i) = 0, äëя i = 1, n + m, то
пеpехоä к п. 6; ина÷е — пеpехоä к п. 8.

6. Пустü i = i + 1.
7. Есëи i <= n + m, то пеpехоä к п. 4; ина÷е: СП-

стpуктуpа NI не содеpжит циклов, СТОП.

Б. Выделение циклов.
8. Пустü AD(k, k) ≠ 0.
9. Пустü j = 1, h = k, X(0) = {B(k)}, Y(i) = {B(k)}.
10. Постpоитü ìножество веpøин X( j) и Y(h):

X( j) = post(X( j – 1)), Y(h) = pre(Y(h + 1)).
11. Пустü j = j + 1, h = h – 1.
12. Есëи j <= i, то пеpехоä к п. 10; ина÷е — пе-

pехоä к п. 13.
13. Есëи (B(k) ∈ X(i)) & (B(k) ∈ Y(0)), то пеpехоä

к п. 14; ина÷е: "оøибка", СТОП.
14. Пустü j = 0.
15. Выпоëнитü: Z( j) = X( j)  Y( j).
16. Пустü j = j + 1.
17. Есëи j <= i, то пеpехоä к п. 15; ина÷е — пе-

pехоä к п. 18.

В. Постpоение последовательности веpшин. 
18. Пустü v = ∅, d = Z(0). 
19. Пустü j = 1, v = v|Z(0), d = Z(0).
20. Объеäинитü v с ëþбыì эëеìентоì ìножества

post(d)  Z( j). Пустü äанныì эëеìентоì буäет
zq ∈ post(d)  Z( j), тоãäа: v = v||zq.

21. Пустü j = j + 1, d = zq.
22. Есëи j <= i – 1, то пеpехоä к п. 20 ; ина÷е —

пеpехоä к п. 23.
23. Конеö аëãоpитìа.

Pазäеëение эëеìентов СП-стpуктуpы и отобpа-
жение pазìетки позиöий буäеì пpовоäитü с ис-
поëüзованиеì опеpаöий, описанных в pаботе [17].
Пpоöесс pазäеëения СП-стpуктуpы на ЛБФ сво-
äится к посëеäоватеëüной пpовеpке усëовий (11) и
(12) наä веpøинаìи СП-стpуктуpы и выпоëнения
пpи необхоäиìости опеpаöии pазäеëения. Данный
пpоöесс пpоäоëжается äо тех поp, пока указанные
усëовия выпоëняþтся хотя бы äëя оäной веpøины:

|pre(t)| + |post(t)| > 2; (11)

|pre(p)| > 1 иëи |post(p)| > 1. (12)

В итоãе посëеäоватеëüностü äействий на пеpвоì
этапе ìожно описатü сëеäуþщиì обpазоì.

Алгоpитм 2. Выделение линейных и линейно-цик-
лических фpагментов.

1. Поиск öикëов в СП-стpуктуpе NI.
2. Есëи öикë найäен, выäеëитü еãо из СП-стpук-

туpы NI, обpазоватü ЛБФ и пеpейти к п. 1; есëи в
СП-стpуктуpе öикëов нет иëи выäеëены все öикëы —
пеpейти к п. 3.

3. Pазäеëитü поëу÷еннуþ посëе выäеëения öик-
ëов СП-стpуктуpу NI на ëинейные фpаãìенты.

4. Поëу÷итü систеìу ЛБФ NL.

Cβ′γ
βγ′
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Пpимеp. Pассìотpиì пpиìеp pазëожения исхоä-
ной СП-стpуктуpы NI (pис. 1) на систеìу ЛБФ.

1. Обобщенная ìатpиöа А äëя СП-стpуктуpы NI
иìеет виä, пpеäставëенный на pис. 2 (соäеpжиìое
пустых кëеток соответствует "0"). В боëее коìпакт-
ной фоpìе äаннуþ ìатpиöу ìожно пpеäставитü
сëеäуþщиì обpазоì:

A = ,

ãäе O и I — ìатpиöы инöиäентности.
2. Пpи i = 6 (т. е. AD = A6) поëу÷иì зна÷ения

эëеìентов AD(17, 17), AD(7, 7), AD(18, 18), AD(8, 8),
AD(19, 19), AD(9, 9), pаспоëоженных на ãëавной
äиаãонаëи, отëи÷ные от нуëя.

3. Пустü k = 17. Тоãäа

X(0) = {p8}, Y(6) = {p8}, X(1) = {t6}, Y(5) = {t8},

X(2) = {p2}, Y(4) = {p9}, X(3) = {t5, t7}, Y(3) = {t7},

X(4) = {p3, p9}, Y(2) = {p2}, X(5) = {t11, t8}, Y(1) = {t6},

X(6) = {p10, p8}, Y(0) = {p8}.

Стpоиì ìножества Z( j), j = 0, 5, котоpые пpи-
ниìаþт сëеäуþщий виä: 

Z(0) = {p8}, Z(1) = {t6},

Z(2) = {p2}, Z(3) = {t7}, Z(4) = {p9}, Z(5) = {t8}.

4. Стpоиì посëеäоватеëüностü веpøин, обpа-
зуþщих öикë: vI = (p8, t6, p2, t7, p9, t8).

5. Посëе выäеëения посëеäоватеëüности vI СП-
стpуктуpа NI пpиìет виä , пpеäставëенный на
pис. 3, а. Выäеëенный пpи этоì ëинейно-öикëи÷е-
ский фpаãìент (фp. 1), пpеäставëен на pис. 4.

6. Стpоиì обобщеннуþ ìатpиöу A′ äëя СП-
стpуктуpы  и возвоäиì ее в степенü. Пpи i = 8
(AD = (A′)8) поëу÷иì зна÷ения эëеìентов, pаспоëо-
женных на ãëавной äиаãонаëи AD, отëи÷ные от нуëя.

Pис. 1. Исходная СП-стpуктуpа NI (а) и вектоp начальной pаз-
метки m0 (б) 

∅ O
I ∅⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

NI
′

NI
′

Pис. 2. Обобщенная матpица А исходной СП-стpуктуpы NI

Pис. 3. Пpомежуточные состояния исходной СП-стpуктуpы NI

Pис. 4. Pезультаты анализа исходной СП-стpуктуpы NI:
а — систеìа ЛБФ NL; б — вектоp на÷аëüной pазìетки m0L 
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7. Пустü k = 11. Тоãäа 

X(0) = {p1} и Y(8) = {p1},

X(1) = {t1} и Y(7) = {t9},

X(2) = {p4, p6} и Y(6) = {p10},

X(3) = {t2, t3} и Y(5) = {t4, t11},

X(4) = {p3, p5} и Y(4) = {p3, p5},

X(5) = {t4, t11} и Y(3) = {t2, t3, t5},

X(6) = {p10} и Y(2) = {p4, p6, p21},

X(7) = {t 9} и Y(1) = {t1}, X(8) = {p1} и Y(0) = {p1}.

Стpоиì ìножества Z( j), пpи j = 0, 7:

Z(0) = {p1}, Z(4) = {p3, p5}, Z(1) = {t1},
Z(5) = {t4, t11}, Z(2) = {p4, p6}, Z(6) = {p10},

Z(3) = {t2, t3}, Z(7) = {t9}.

8. Стpоиì посëеäоватеëüностü веpøин v2, обpа-
зуþщих öикë. Дëя опpеäеëенности в ка÷естве эëе-
ìента zq буäеì всеãäа бpатü пеpвый эëеìент ìно-
жества post(d)  Z( j). Тоãäа: v2 = (p1, t1, p4, t2, p5,
t4, p10, t9).

9. Посëе выäеëения посëеäоватеëüности v2 СП-
стpуктуpа  пpиìет виä  изобpаженный на
pис. 3, б. Выäеëенный ëинейно-öикëи÷еский фpаã-
ìент (фp. 2) пpеäставëен на pис. 4.

10. Даëüнейøий поиск показывает, ÷то в СП-
стpуктуpе  öикëов нет. Поэтоìу выпоëняеì äе-
ëение веpøин СП-стpуктуpы äо тех поp, пока вы-
поëняþтся усëовия (11) и (12). Pезуëüтаты äеëения
(фpаãìенты 3 и 4) пpеäставëены на pис. 4.

Этап 2. Постpоение пpимитивной системы. На
äанноì этапе на основе систеìы ЛБФ стpоится
пpиìитивная систеìа (NPR). Данная систеìа вкëþ-
÷ает в себя ìножество эëеìентаpных пеpехоäов,
котоpые вхоäят во фpаãìенты систеìы ЛБФ. На
pис. 5 изобpажена пpиìитивная систеìа, котоpая
поëу÷ена на основе систеìы ЛБФ, пpеäставëенной
на pис. 4. Чтобы сопоставитü пpиìитивнуþ СП-
стpуктуpу NPR и систеìу ЛБФ NL, постpоиì äëя NL
эквиваëентнуþ СП-стpуктуpу (NLE), котоpая буäет
вкëþ÷атü все ìножество позиöий и пеpехоäов,
вхоäящих в СП-стpуктуpу NPR. Данная СП-стpук-
туpа изобpажена на pис. 6.

Можно отìетитü, ÷то äействия, со-
ответствуþщие этапу 1, пpеäставëяþт
собой äекоìпозиöиþ СП-стpуктуpы,
а совокупностü этапов 1 и 2 соответст-
вует анаëизу СП-стpуктуpы, интеpпpе-
тиpуþщей сëожнуþ ВС.
Этап 3. Постpоение эталонной модели.

Этаëонная ìоäеëü стpоится путеì ото-
бpажения некотоpоãо ìножества свя-
зей веpøин на пpиìитивнуþ систеìу
(путеì выпоëнения пpоãpаììы объеäи-
нения). Пpи этоì сëеäует у÷итыватü,
÷то пpиìитивная систеìа пpеäставëяет
собой систеìу ЛБФ, но выpаженнуþ в
äpуãой систеìе кооpäинат, т. е. пpиìи-
тивная систеìа в иной систеìе кооpäи-
нат у÷итывает связи, заäаваеìые ЛБФ
в исхоäной систеìе кооpäинат. Сëеäо-
ватеëüно, äëя постpоения этаëонной
ìоäеëи, котоpая описываëа бы, напpи-
ìеp, связи исхоäной СП-стpуктуpы NI,
но в систеìе кооpäинат пpиìитивной
систеìы, необхоäиìо ìежäу веpøина-
ìи NPR восстановитü связи, котоpые
быëи pазоpваны на этапе äекоìпози-
öии (пpи постpоении ìножества ЛБФ).
Поэтоìу äëя поëу÷ения исхоäной СП-
стpуктуpы NI (сì. pис. 1) пpеобpазова-
ние пpиìитивной систеìы буäет опpе-
äеëятüся пpоãpаììой 1.
Пpогpамма 1: t1 = t011 + t012, p3 =

= p31 + p32, p1 = p11 + p12, p10 = p101 + p102,
p2 = p21 + p22.
У÷итывая обозна÷ения пpиìитив-

ной систеìы, пpоãpаììу 1 ìожно пpеä-
ставитü в сëеäуþщеì виäе.

NI
′ NI″

NI
′

Pис. 5. Пpимитивная система NPR (а), соответствующая исходной СП-стpуктуpе NI,
и вектоp начальной pазметки m0PR (б)

Pис. 6. Эквивалентная СП-стpуктуpа NLE
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Пpогpамма 2: t1 = t011 + t012, p3 =  +  + p32,

p1 =  +  + p12, p10 =  +  + p102,

p2 = p21 +  + .

Матpиöа инöиäентности этаëонной
ìоäеëи, поëу÷енной в pезуëüтате вы-
поëнения пpоãpаììы 2, изобpажена на
pис. 7, а (соäеpжиìое пустых кëеток
соответствует "0").
Этап 4. Постpоение эквивалентной

СП-стpуктуpы. Эквиваëентная СП-
стpуктуpа поëу÷ается в pезуëüтате пpе-
обpазования этаëонной ìоäеëи в соот-
ветствии с выpажениеì (3). Пpеäпоëо-
жиì, ÷то СП-стpуктуpы NL и NPR — это
выpажения оäной и той же СП-стpук-
туpы, но пpеäставëенные в pазëи÷ных
систеìах кооpäинат. Поэтоìу äоëжен
существоватü тензоp пpеобpазования,
пеpевоäящий пpеäставëение СП-стpук-
туpы из оäной систеìы кооpäинат в
äpуãуþ. Пpи этоì, как инваpиант,
äоëжна сохpанятüся на÷аëüная pазìетка
СП-стpуктуpы. Пустü ìатpиöы инöи-

äентности  и  описываþт

СП-стpуктуpы NL и NPR соответствен-
но. Тоãäа иìеет ìесто сëеäуþщая сис-
теìа уpавнений:

Из äанной систеìы ìожно опpеäеëитü искоìый

тензоp пpеобpазования .

Pис. 8. Тензоp пpеобpазования Cb¢g
bg¢

p31′ p31″

p11′ p11″ p101′ p101″

p22′ p22″

DLβ′
γ′ DPRβ

γ

 =  Ѕ ;

 =  Ѕ ;

 = .

DLβ′
γ′ Cβ′γ

βγ′ DPRβ
γ

m0PR
γ′ Cβ′γ

βγ′ m0L
γ

m0L
γ m0PR

γ′

Pис. 9. Эквивалентная СП-стpуктуpа N¢, соответствующая ис-
ходной СП-стpуктуpе NI (а), и вектоp начальной pазметки  (б)m0¢

Cβ′γ
βγ′

Pис. 7. Матpицы инцидентности эталонной (а) и эквивалентной (б) СП-стpуктуp
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О÷евиäно, ÷то äействия, выпоëняеìые на эта-
пах 3 и 4, соответствуþт пpоöеäуpе синтеза СП-
стpуктуp, исхоäныìи äанныìи äëя котоpой явëяется
напеpеä заäанное ìножество связей веpøин пpи-
ìитивной систеìы.
Возвpащаясü к наøеìу пpиìеpу, ìожно найти

оäин из возìожных ваpиантов тензоpа пpеобpазо-

вания , котоpый пpеäставëен на pис. 8. Матpиöа

инöиäентности, поëу÷енная из уpавнения (3),
пpеäставëена на pис. 7, б, а соответствуþщая экви-
ваëентная СП-стpуктуpа N′ и вектоp на÷аëüной
pазìетки  изобpажены на pис. 9. В pезуëüтате

ìиниìизаöии СП-стpуктуpы N′ путеì сокpащения
эквиваëентных веpøин ìожно пpийти к исхоäной
СП-стpуктуpе NI.

Заключение

В äанной pаботе описан тензоpный поäхоä к ис-
сëеäованиþ сëожных систеì, пpеäставëенных в
теpìинах сетей Петpи. Пpи этоì ввеäены понятия
pазëи÷ных систеì, котоpые пpеäставëяþт исхоäнуþ
СП-стpуктуpу и ее пpоизвоäные в pазëи÷ных сис-
теìах кооpäинат. Сëеäует отìетитü, ÷то испоëüзо-
вание тензоpных ìетоäов существенно упpощает
пpоöеäуpу постpоения возìожных стpуктуp иссëе-
äуеìой сëожной систеìы в систеìе кооpäинат пpи-
ìитивной систеìы NPR, а также äеëает pутинной
пpоöеäуpу пpеобpазования новых стpуктуp сëож-
ных систеì в исхоäнуþ систеìу кооpäинат. Особо
сëеäует выäеëитü понятие эквиваëентных СП-стpук-
туp, котоpые соответствуþт новыì возìожныì
стpуктуpаì анаëизиpуеìой сëожной систеìы, отве-
÷аþщиì теì же функöионаëüныì свойстваì, но
иìеþщиì äpуãие хаpактеpистики, напpиìеp, с то÷ки
зpения паpаëëеëüности иëи посëеäоватеëüности
выпоëнения опеpаöий. Описанный поäхоä äает
новые возìожности äëя постpоения ìетоäов син-
теза новых стpуктуp сëожных систеì.
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The article describes the tensor approach to the study of complex systems in terms of Petri nets. Introduced the concept of dif-
ferent systems, which represent the original SP-structure and its derivatives in different coordinate systems. It is shown that using
tensor methods, greatly simplifies the procedure of construction of possible structures of the studied complex systems in the coor-
dinate system of the primitive system, and makes routine transformation of new structures of complex systems in the original co-
ordinate system. The described approach provides new opportunities to build methods for synthesis of structures of complex systems.

Keywords: tensor calculus, Petri nets, patterns of complex systems, coordinate system


