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Использование диффеpенциальной эволюции
пpи опpеделении множества Паpето генетическими алгоpитмами 

многокpитеpиальной оптимизации

Введение

Необхоäиìостü pеøения заäа÷ ìноãокpитеpи-
аëüной оптиìизаöии (МО) возникает в саìых pаз-
ных теоpети÷еских и пpикëаäных обëастях. Ка÷ест-
во pеøения заäа÷ МО зависит от то÷ности найäен-
ноãо ìножества Паpето [1, 2]. В то же вpеìя, еãо
опpеäеëение остается сëожныì и пëохо автоìати-
зиpованныì пpоöессоì ввиäу теоpети÷ески неоãpа-
ни÷енноãо ÷исëа неäоìиниpуеìых pеøений, обpа-
зуþщих ìножество Паpето, а также вы÷исëитеëüно
тpуäоеìкой пpоöеäуpы еãо постpоения. Пpиìеняе-
ìые äëя этих öеëей тpаäиöионные ÷исëенные ìе-
тоäы МО во ìноãоì оpиентиpованы на пpеобpазо-
вание заäа÷и со ìножествоì кpитеpиев к оäнокpи-
теpиаëüной ее постановке. Поäобные упpощения
не тоëüко снижаþт то÷ностü найäенных pеøений,
но и существенно оãpани÷иваþт возìожностü на-
хожäения всеãо ìножества Паpето. Поэтоìу pазpа-
ботка и совеpøенствование аëãоpитìов МО оста-
þтся актуаëüныì напpавëениеì иссëеäований.
В настоящее вpеìя оäниì из пеpспективных

поäхоäов к опpеäеëениþ ìножества Паpето в заäа÷ах
МО явëяется испоëüзование эвоëþöионных ìето-
äов, а иìенно спеöиаëüных веpсий ãенети÷еских

аëãоpитìов äëя ìноãокpитеpиаëüной оптиìизаöии
(МГА) [3—5]. Они относятся к ìноãото÷е÷ныì ìе-
тоäаì оптиìизаöии, ãäе кажäое pеøение ассоöии-
pуется с так называеìыìи инäивиäаìи [6]. Вìесте
они обpазуþт попуëяöиþ, итеpаöионное изìенение
котоpой в пpоöессе оптиìизаöии позвоëяет эффек-
тивно иссëеäоватü пpостpанства поиска (пеpеìен-
ных и кpитеpиев). В то же вpеìя возìожное ìноãо-
обpазие постановок заäа÷и МО, сëожностü анаëиза
ìноãоìеpных пpостpанств пеpеìенных и кpитеpиев,
вы÷исëитеëüная тpуäоеìкостü опpеäеëения ìно-
жества Паpето не позвоëяþт выбpатü унивеpсаëü-
ный МГА. Так, иссëеäование возìожностей наи-
боëее известных МГА показаëо снижение ка÷ества
их pезуëüтата пpи увеëи÷ении ÷исëа кpитеpиев в
pеøаеìых заäа÷ах МО [7]. Вìесте с теì потенöиаë
пpиìенения МГА äëя опpеäеëения ìножества Па-
pето остается äостато÷но боëüøиì, поэтоìу акту-
аëüныì явëяется pазpаботка новых и совеpøенство-
вание существуþщих МГА. Достиãается это пpежäе
всеãо интеãpаöией в МГА новых способов иссëе-
äования пpостpанства поиска, напpиìеp, с испоëü-
зованиеì ìетоäов паpаëëеëüных вы÷исëений [8],
коэвоëþöионных техноëоãий [9, 10] и äp. В на-
стоящей pаботе пpеäëаãается поäхоä к pазвитиþ
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возìожностей МГА посpеäствоì испоëüзования
в них пpинöипов äиффеpенöиаëüной эвоëþöии.
В äопоëнение к äостато÷но pазвитыì возìожностяì
совpеìенных МГА иссëеäоватü пpостpанство кpи-
теpиев она позвоëяет повыситü pазнообpазие по-
пуëяöии, а также эффективностü анаëиза pеøений
в пpостpанстве пеpеìенных.

1. Основные сведения о диффеpенциальной 
эволюции в генетических алгоpитмах

Иäея äиффеpенöиаëüной эвоëþöии (Differential
Evolution — DE) быëа пpеäëожена Пpайсоì и Стоp-
ноì (K. Price, R. Storn) [11] как pасøиpение ãене-
ти÷еских аëãоpитìов äëя повыøения их то÷ности
и скоpости схожäения пpи оптиìизаöии с непpе-
pывныìи зна÷енияìи пеpеìенных. Гëавная особен-
ностü DE состоит в тоì, ÷то кажäое новое покоëе-
ние фоpìиpуется с у÷астиеì инäивиäов текущей и
пpоìежуто÷ной (пpобной) попуëяöий. Ее ÷ëены
обpазуþтся посpеäствоì опpеäеëения pазëи÷ий
ìежäу выбpанныìи по опpеäеëенныì пpавиëаì ин-
äивиäаìи текущей попуëяöии. Конкpетная pеаëи-
заöия этоãо зависит от так называеìой схеìы DE,
паpаìетpы котоpой записываþтся в виäе сëеäуþ-
щей посëеäоватеëüности: DE/α/β/γ. Зäесü α указы-
вает на изìеняеìый pоäитеëüский инäивиä; β —
÷исëо pазëи÷ных инäивиäов, у÷аствуþщих в изìене-
нии α; γ опpеäеëяет тип испоëüзуеìоãо кpоссинãо-
веpа (exp — экспоненöиаëüный, bin — бинаpный).
В сëу÷ае экспоненöиаëüноãо кpоссинãовеpа зна÷е-
ния изìеняеìых ãенов потоìка беpутся тоëüко у пеp-
воãо инäивиäа-pоäитеëя. Пpи бинаpноì кpоссинãо-
веpе кажäое зна÷ение ãена потоìка фоpìиpуется из
äвух соответствуþщих ãенов инäивиäов-pоäитеëей.
В ка÷естве pоäитеëüскоãо ìожет выступатü как
ëу÷øий инäивиä текущей попуëяöии (α = best), так
и сëу÷айно выбpанный инäивиä (α = rand). Аëãо-
pитì DE с кëасси÷еской схеìой выпоëнения со-
стоит в сëеäуþщеì.

Алгоpитм. Differential Evolution — DE/rand/1/bin
(CR, F, nP, nG), ãäе CR ∈ [0, 1] — паpаìетp упpав-
ëения интенсивностüþ кpоссинãовеpа; F > 0 — па-
pаìетp, ìасøтабиpуþщий степенü изìенения ин-
äивиäов; nP — pазìеp попуëяöии; nG — ÷исëо по-
коëений.
Шаг 1. Созäатü на÷аëüнуþ попуëяöиþ pазìе-

pоì nP и вы÷исëитü зна÷ения пpиãоäности ее ин-
äивиäов f (ci), i = 1, ..., nP, t = 0.
Шаг 2. Дëя кажäоãо инäивиäа попуëяöии ci,

i = 1, ..., nP, выпоëнитü сëеäуþщие äействия.
2.1. Выбpатü тpи pазных сëу÷айных ÷исëа (инäекса

инäивиäов) r1, r2, r3 ∈ 1, ..., nP |r1 ≠ r2 ≠ r3.
2.2. Выбpатü сëу÷айное ÷исëо k ∈ 1, ..., n, ãäе n —

÷исëо оптиìизиpуеìых пеpеìенных в заäа÷е МО.
2.3. На основе всех ãенов ci, j, j = 1, ..., n, инäи-

виäа ci, сфоpìиpоватü пpоìежуто÷ный (пpобный)
инäивиä :

(t + 1) = 

2.4. Выбpатü инäивиä äëя сëеäуþщеãо покоëения:

ci(t + 1) = 

Шаг 3. t = t + 1.
Шаг 4. Есëи t > nG, то закон÷итü, ина÷е пеpейти

к øаãу 2.
Как сëеäует из пpивеäенноãо аëãоpитìа, пpи äиф-

феpенöиаëüной эвоëþöии новое покоëение фоpìи-
pуется на основе пpеäыäущеãо с испоëüзованиеì
так называеìых пpобных инäивиäов , i = 1, ..., nP.
Они иãpаþт pоëü пpоìежуто÷ных инäивиäов-кан-
äиäатов в сëеäуþщее покоëение, их общее ÷исëо
совпаäает с pазìеpоì попуëяöии. Пpи этоì äëя ка-
жäоãо основноãо инäивиäа созäается тоëüко оäин
пpобный. Дëя этоãо из текущей попуëяöии сëу÷ай-
но выбиpаþтся тpи pазных инäивиäа. Сpеäи них
инäивиä с инäексоì r3 выпоëняет pоëü втоpоãо pо-
äитеëя, зна÷ения ãенов котоpоãо пpисваиваþтся
пpобноìу инäивиäу. Но вна÷аëе эти ãены поäвеp-
ãаþтся ìутаöии, уpовенü котоpой зависит от pаз-
ëи÷ия ìежäу инäивиäаìи с инäексаìи r1, r2. В пpо-
стpанстве поиска они заäаþт кооpäинаты вектоpа
ìутаöии, изìеняþщеãо поëожение втоpоãо инäи-
виäа-pоäитеëя и вëияþщеãо на обëастü pазìещения
инäивиäов-потоìков (pис. 1). В зависиìости от со-
става текущей попуëяöии вектоp ìутаöии äинаìи-
÷ески ìеняется, фоpìиpуя тpаектоpиþ поиска. Пpи
этоì с÷итается, ÷то вектоp ìутаöии саìоаäаптиpу-
ется к pеëüефу повеpхности оптиìизиpуеìой функ-
öии в зависиìости от поëожения попуëяöии в по-
исковоì пpостpанстве [12]. На пpоöесс äиффеpен-
öиаëüной эвоëþöии вëияþт äва упpавëяþщих па-
pаìетpа — CR и F, зна÷ения котоpых не ìеняþтся
в пpоöессе pаботы ãенети÷ескоãо аëãоpитìа. Паpа-
ìетp CR (Crossover Rate) отве÷ает за кpоссинãовеp иPис. 1. Фоpмиpование новых индивидов по схеме DE/rand/1/bin

ci′

ci j,′

(t) + F( (t) – (t)),

есëи (rand(0, 1) < CR) ∨ ( j = k);
сi, j(t), ина÷е.

cr3 j, cr1 j, cr2 j,

(t + 1), есëи f ( (t + 1)) m f (ci(t));

ci(t), ина÷е.

ci′ ci′

ci′
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опpеäеëяет веpоятностü изìенения кажäоãо ãена
пpоìежуто÷ноãо инäивиäа. Паpаìетp F позвоëяет
усиëитü иëи осëабитü такие изìенения, опpеäеëяя
теì саìыì сиëу ìутаöии ãенов. Выбоp зна÷ений этих
паpаìетpов зависит от оптиìизиpуеìой функöии,
ее оãpани÷ений, pазìеpа попуëяöии и, как пpавиëо,
пpовоäится экспеpиìентаëüно. Выпоëнение усëовия
( j = k) ãаpантиpует, ÷то пpобный и pоäитеëüский
инäивиäы буäут отëи÷атüся хотя бы в оäноì ãене.
Из этапа 2.4 аëãоpитìа виäно, ÷то в сëеäуþщее по-
коëение пеpехоäят инäивиäы не хуже (пpеäпоëаãа-
ется pеøение заäа÷и ìиниìизаöии) своих анаëоãов
из текущеãо покоëения. Быëо выявëено [11], ÷то в
итоãе сpеäняя пpиãоäностü всей попуëяöии не бу-
äет ухуäøатüся.
Дëя упpавëения пpоöессоì ãенеpаöии и иссëе-

äования новых pеøений ìожно испоëüзоватü не
тоëüко pазëи÷ные зна÷ения паpаìетpов CR, F, но и
pазëи÷ные ваpианты схеì DE. Дpуã от äpуãа они
отëи÷аþтся pеаëизаöией кpоссинãовеpа, а также ÷ис-
ëоì и пpавиëаìи выбоpа инäивиäов äëя опpеäеëе-
ния вектоpов в тpаектоpии напpавëения поиска [13].
Анаëиз пpиìенения pазëи÷ных схеì DE пpи pеøе-
нии заäа÷ оäнокpитеpиаëüной оптиìизаöии поä-
твеpäиë эффективностü ìеханизìов äиффеpенöи-
аëüной эвоëþöии пpи иссëеäовании поисковых
пpостpанств боëüøой pазìеpности.

2. Использование диффеpенциальной эволюции 
в генетических алгоpитмах 

многокpитеpиальной оптимизации

Возìожности äиффеpенöиаëüной эвоëþöии
впосëеäствии быëи пpиìенены и пpи pеøении за-
äа÷ ìноãокpитеpиаëüной оптиìизаöии [13]. Пpи
этоì особенности заäа÷и МО потpебоваëи коppек-
тиpовки существуþщих и созäания новых схеì DE.
Пpежäе всеãо, это фоpìуëиpовка пpавиë заìены в
новой попуëяöии инäивиäа-пpеäка соответствуþ-
щиì потоìкоì. Так, напpиìеp, в оäной из пеpвых
pабот (автоp Н. Abbass) [14], посвященных пpиìе-
нениþ DE пpи ìноãокpитеpиаëüной оптиìизаöии,
äëя этоãо быëо пpеäëожено выбиpатü в сëеäуþщее
покоëение тоëüко неäоìиниpуеìые инäивиäы. Су-
ществуþщие äpуãие поäхоäы к пеpеносу пpинöипов
DE в обëастü ìноãокpитеpиаëüной оптиìизаöии
во ìноãоì объеäиняþтся пpеäëоженияìи боëее
øиpокоãо (на pазных этапах DE) испоëüзования
пpинöипов Паpето пpи фоpìиpовании новой по-
пуëяöии. Так, в pаботе [15] быëа пpеäëожена общая
конöепöия äиффеpенöиаëüной эвоëþöии äëя ìноãо-
кpитеpиаëüной оптиìизаöии — MODE (Multi-Ob-
jective Differential Evolution). В ней кëасси÷еская схеìа
DE äопоëнена ìеханизìаìи упpавëения попуëя-
öией, испоëüзуþщиìися в основных ãенети÷еских
аëãоpитìах МО [5]. Пpежäе всеãо, это оöенка пpи-
ãоäности инäивиäов на основе пpинöипов Паpето,
а также сохpанение неäоìиниpуеìых инäивиäов в
Паpето-аpхиве. В виäе аëãоpитìа MODE пpеäстав-
ëяется сëеäуþщиì обpазоì.

Алгоpитм MODE (nP, nG, nA, CR, F ), ãäе nA —
pазìеp Паpето-аpхива.
Шаг 1. Созäатü на÷аëüнуþ попуëяöиþ pазìе-

pоì nP. Сфоpìиpоватü пустые Паpето-аpхив A = ∅
pазìеpоì nA и вpеìеннуþ попуëяöиþ Q = ∅; t = 0.
Шаг 2. Вы÷исëитü пpиãоäностü кажäоãо инäи-

виäа попуëяöии. Все неäоìиниpуеìые инäивиäы
сохpанитü в Паpето-аpхиве A.
Шаг 3. Выпоëнитü наä попуëяöией основные

äействия äиффеpенöиаëüной эвоëþöии (опеpа-
öии 2.1—2.3 аëãоpитìа "Differential Evolution —
DE/rand/1/bin").
Шаг 4. Вы÷исëитü пpиãоäностü новых инäиви-

äов. Обновитü текущуþ попуëяöиþ по сëеäуþщеìу
пpавиëу:

ci(t) = 

ãäе i = 1, ..., nP.
Шаг 5. Скопиpоватü все инäивиäы текущей по-

пуëяöии во вpеìеннуþ попуëяöиþ Q:
Q = Q + {ci(t)}, i = 1, ..., nP.

Шаг 6. Сфоpìиpоватü из Q новуþ попуëяöиþ
pазìеpоì nP посpеäствоì посëеäоватеëüных соpти-
pовок по pанãаì Паpето, а также зна÷енияì паpа-
ìетpа crowding distance (пpотяженностü ску÷ивания
то÷ек вäоëü ãpаниöы Паpето) [16] всех инäивиäов
попуëяöии Q.
Шаг 7. Все неäоìиниpуеìые инäивиäы новой

попуëяöии скопиpоватü в Паpето-аpхив. Есëи pаз-
ìеp Паpето-аpхива пpевысиë зна÷ение nA, то сокpа-
титü еãо, оставив pеøения, наиìенее пëотно pаз-
ìещенные на ãpаниöе Паpето (с наиìенüøиìи
зна÷енияìи паpаìетpа crowding distance).
Шаг 8. t = t + 1; Q = ∅. Есëи t > nG, то закон-

÷итü. Ина÷е пеpейти к øаãу 3.
Основой аëãоpитìа MODE äëя фоpìиpования

новых инäивиäов явëяется набоp опеpаöий кëас-
си÷еской äиффеpенöиаëüной эвоëþöии (схеìа
DE/rand/1/bin). Оäнако пpи выбоpе в сëеäуþщее
покоëение ìежäу пpоìежуто÷ныì и текущиì ин-
äивиäаìи испоëüзуется отноøение "ëу÷øе"

(t + 1)  ci(t), i = 1, ..., nP. Еãо интеpпpетаöия оз-
на÷ает, ÷то отбоpу поäëежит инäивиä, котоpый
ëу÷øе (в теpìинах пpинöипов Паpето) своеãо кон-
куpента, ëибо еãо пpиãоäностü выøе (по pезуëüта-
таì вы÷исëения fitness-функöии), но возìожны и
äpуãие интеpпpетаöии [12]. Также äëя увеëи÷ения
÷исëа и то÷ности неäоìиниpуеìых pеøений в на-
званноì аëãоpитìе заäействуþтся иäеи äвух наи-
боëее известных аëãоpитìов МО — NSGA-II [16]
(упpавëения пëотностüþ pеøений на ãpаниöе Па-
pето) и SPEA2 [17] (испоëüзование Паpето-аpхива).
Пpи иссëеäовании возìожностей аëãоpитìа MODE
быëи поëу÷ены pезуëüтаты, пpевосхоäящие по не-
котоpыì инäикатоpаì эффективности SPEA2 и
NSGA-II [15].

(t + 1), есëи ( (t + 1)  ci(t));

ci(t), есëи (ci(t)  (t + 1));

ci(t); (t + 1) → Q, есëи (ci(t) ≺  (t + 1)),

ci′ ci′

ci′

ci′ ci′

ci′



112 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 2, 2015

Посëеäуþщее pазвитие DE äëя заäа÷ ìноãокpи-
теpиаëüной оптиìизаöии связано с pазpаботкой
äëя SPEA2 и NSGA-II ìоäификаöий, непосpеäст-
венно испоëüзуþщих пpинöипы äиффеpенöиаëü-
ной эвоëþöии. Такиìи аëãоpитìаìи явëяþтся
NSDE [18], DEMONS-II [19] и DEMOSP2 [19]. Пеp-
вая паpа аëãоpитìов постpоена на базе NSGA-II,
а посëеäний аëãоpитì соответственно — на SPEA2,
Несìотpя на появëение аëãоpитìов NSDE и DE-
MONS-II независиìо äpуã от äpуãа, они иìеþт оäи-
наковые пpинöипы pаботы, котоpые, так же как и
в DEMOSP2, закëþ÷аþтся в заìене опеpатоpов
кpоссинãовеpа и ìутаöии базовых аëãоpитìов опе-
pаöияìи äиффеpенöиаëüной эвоëþöии. Сpавнитеëü-
ное иссëеäование этих аëãоpитìов на 16 pазëи÷ных
тестовых заäа÷ах МО показаëи, ÷то во ìноãих сëу-
÷аях поëу÷енные DEMONS-II и DEMOSP2 pезуëü-
таты оказаëисü ëу÷øе зна÷ений соответствуþщих
показатеëей эффективности аëãоpитìов NSGA-II
и SPEA2 [20]. Оäнако сëеäует заìетитü, ÷то pеøае-
ìые тестовые заäа÷и МО иìеëи не боëее ÷етыpех
кpитеpиев оптиìизаöии. Пpи этоì с ìаксиìаëü-
ныì ÷исëоì кpитеpиев набëþäаëасü сëиøкоì бы-
стpая схоäиìостü аëãоpитìов, испоëüзуþщих DE,
к ëокаëüно оптиìаëüныì ãpаниöаì Паpето. Поä-
боp и изìенение зна÷ений упpавëяþщих паpаìет-
pов CR и F не позвоëиëи äости÷ü ëу÷øих pезуëü-
татов в сpавнении с МГА, не испоëüзуþщиìи DE.
В связи с этиì ìожно пpеäпоëожитü, ÷то пpостое
испоëüзование опеpаöии pекоìбинаöии, заиìст-
вованной из DE äëя оäнокpитеpиаëüной оптиìи-
заöии и у÷итываþщей тоëüко особенности pазìе-
щения pеøений в пpостpанстве пеpеìенных, ока-
зывается неäостато÷ныì пpи иссëеäовании пpо-
стpанства кpитеpиев. О÷евиäно, ÷то всëеäствие
независиìости этих пpостpанств äpуã от äpуãа, тpа-
ектоpии поиска в них буäут pазныìи. Поэтоìу
важно в схеìах DE пpи pекоìбинаöии непосpеä-
ственно у÷итыватü возìожные тpаектоpии поиска
в обоих пpостpанствах (pеøений и кpитеpиев).
В ÷астности, это ìожет бытü pеаëизовано в виäе пpи-
веäенной ниже пpеäëаãаеìой схеìы äиффеpенöи-
аëüной эвоëþöии.

3. Схема диффеpенциальной эволюции 
DE/rand/1X/bin

Анаëиз pазëи÷ных схеì äиффеpенöиаëüной эво-
ëþöии [13] позвоëяет сäеëатü вывоä, ÷то о÷енü ÷асто
втоpой pоäитеëü, а также остаëüные (äва и боëее)
инäивиäов, необхоäиìые äëя созäания потоìка,
выбиpаþтся сëу÷айно. Пpи этоì не ãаpантиpуется,
÷то поëу÷енный в итоãе новый инäивиä окажется
ëу÷øе своеãо pоäитеëя. В общеì сëу÷ае это пpиво-
äит к снижениþ pазнообpазия попуëяöии, а в ус-
ëовиях МО — к сохpанениþ в ней неизìеняеìой
в пpоöессе поиска небоëüøой äоëи неäоìиниpуе-
ìых pеøений. Увеëи÷ение интенсивности опеpа-
öии pекоìбинаöии äëя DE ÷асто пpивоäит к pосту
сëу÷айной составëяþщей в пpоöессе оптиìизаöии,
потеpе найäенных оптиìаëüных pеøений. В то же
вpеìя äëя увеëи÷ения веpоятности созäания инäи-
виäов, пpевосхоäящих своих pоäитеëей по оптиìи-
зиpуеìыì кpитеpияì, ìоãут бытü иссëеäованы pаз-
ëи÷ные ваpианты вектоpов их изìенений, обpазуе-
ìые ìножествоì со÷етаний выбpанных äëя pекоì-
бинаöии инäивиäов. Дëя кëасси÷еской схеìы
DE/rand/1/bin это озна÷ает, ÷то кажäый из тpех
инäивиäов с инäексаìи r1, r2, r3 ìожет бытü вы-
бpан в ка÷естве втоpоãо pоäитеëя (pис. 2).
В сëу÷ае, коãäа не оäно из со÷етаний инäивиäов

в опеpатоpе pекоìбинаöии не позвоëиëо поëу÷итü
инäивиäа-потоìка ëу÷øе своеãо инäивиäа-pоäите-
ëя, посëеäний пеpехоäит в сëеäуþщее покоëение.
В öеëоì, такая схеìа äиффеpенöиаëüной эвоëþöии
DE/rand/1X/bin äоëжна обеспе÷итü боëее активное
заìещение äоìиниpуеìых инäивиäов попуëяöии.
Дëя упpавëения найäенныìи неäоìиниpуеìыìи
pеøенияìи, их pазìещениеì на ãpаниöе Паpето
пpеäëоженный ваpиант äиффеpенöиаëüной эво-
ëþöии äоëжен бытü интеãpиpован в äpуãие МГА.
Аëãоpитì пpеäëаãаеìой схеìы äиффеpенöиаëüной
эвоëþöии äëя ãенети÷еских аëãоpитìов ìноãокpи-
теpиаëüной оптиìизаöии иìеет сëеäуþщий виä.
Алгоpитм DE/rand/1X/bin (nP, nG, CR, F ).
Шаг 1. Созäатü на÷аëüнуþ попуëяöиþ pазìе-

pоì nP и вы÷исëитü зна÷ения пpиãоäности ее ин-
äивиäов, t = 0.

Шаг 2. Дëя кажäоãо инäивиäа попу-
ëяöии ci, i = 1, ..., nP выпоëнитü сëеäуþ-
щие äействия.

2.1. Выбpатü тpи pазных сëу÷айных
÷исëа (инäекса инäивиäов) q, r, s ∈ 1, ...,
nP |q ≠ r ≠ s.

2.2. Множество инäивиäов, выбpан-
ных канäиäатаìи в pоäитеëи, сäеëатü
пустыì R = ∅.

2.3. Сpеäи ìножества инäексов инäи-
виäов {q, r, s} выбpатü ëþбой, не пpинаä-
ëежащий R. Пpисвоитü еãо пеpеìенной r3
и с÷итатü инäексоì инäивиäа-pоäитеëя.
R = R + {r3} | r3 ∉ R.

2.4. Пеpеìенныì r1, r2 пpоизвоëüно пpи-
своитü остаëüные выбpанные инäексы.
r1 = q ∨ r ∨ s | r1 ≠ r3, r2 = q ∨ r ∨ s | r2 ≠ r1 ≠ r3.

Pис. 2. Влияние выбоpа pазных pодительских индивидов в DE пpи поиске Паpе-
то-оптимальных pешений
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2.5. Выбpатü сëу÷айное ÷исëо k ∈ 1, ..., n.
2.6. На основе всех ãенов ci, j, j = 1, ..., n, инäи-

виäа ci, сфоpìиpоватü пpоìежуто÷ный инäивиä :

(t + 1) = 

2.7. Выбpатü инäивиä äëя сëеäуþщеãо покоëе-
ния, ëибо созäатü новый пpобный инäивиä в соот-
ветствии с оäниì из сëеäуþщих пpавиë:
а) есëи (t + 1)  ci(t), то ci(t + 1) = (t + 1);
б) есëи ci(t)  (t + 1) и {q, r, s} ∉ R,

то пеpейти к øаãу 2.3;
в) есëи ci(t)  (t + 1) и {q, r, s} ∈ R,

то ci(t + 1) = ci(t);
ã) есëи ci(t) ≺  (t + 1), то ci(t + 1) = ci(t) иëи

ci(t + 1) = (t + 1). 
Шаг 3. t = t + 1.
Шаг 4. Есëи t > nG, то закон÷итü, ина÷е пеpейти

к øаãу 2.
Такиì обpазоì, пpеäëаãаеìый ваpиант DE отëи-

÷ается возìожностüþ фоpìиpования пpобноãо ин-
äивиäа с пpивëе÷ениеì pазëи÷ных паp pоäитеëü-
ских инäивиäов. В них пеpвый инäивиä остается
неизìенныì, а втоpой ìожет ìноãокpатно выби-
pатüся из ìножества сëу÷айно отобpанных в теку-
щей попуëяöии инäивиäов пеpеä пpоöеäуpой pе-
коìбинаöии. В обы÷ноì сëу÷ае ìаксиìаëüное
÷исëо таких паp не пpевыøает тpех, оäнако, пpи
испоëüзовании аëüтеpнативных пpавиë pекоìбина-
öии в схеìе DE [13], таких паp ìожет бытü боëüøе.
Чисëо пpовеpок pазных коìбинаöий pоäитеëüских
инäивиäов äëя фоpìиpования оäноãо потоìка за-
висит от состава текущей попуëяöии. 
Пpакти÷еские иссëеäования pассìатpиваеìой

схеìы äиффеpенöиаëüной эвоëþöии показаëи, ÷то
÷аще всеãо нескоëüко "попыток" пpи созäании пpоб-
ноãо инäивиäа испоëüзуþтся, коãäа в попуëяöии
ìноãо копий оäноãо инäивиäа ëибо она запоëнена
боëüøиì ÷исëоì неäоìиниpуеìых инäивиäов. В та-
ких сëу÷аях ãенеpаöия pазных ваpиантов оäноãо
пpоìежуто÷ноãо инäивиäа позвоëяет поääеpживатü
pазнообpазие попуëяöии, снижатü веpоятностü схо-
жäения аëãоpитìа к ëокаëüно оптиìаëüноìу ìно-
жеству Паpето. В отëи÷ие от обы÷ной в пpеäëаãае-
ìой веpсии äиффеpенöиаëüной эвоëþöии, тpаек-
тоpия поиска в пpостpанстве пеpеìенных фоpìи-
pуется в зависиìости от pаспоëожения инäивиäов
и, пpежäе всеãо, поëу÷аеìоãо потоìка в пpостpан-
стве кpитеpиев. В итоãе, иссëеäуþтся те у÷астки
пpостpанства пеpеìенных, ãäе соäеpжатся pеøения,
явëяþщиеся неäоìиниpуеìыìи относитеëüно уже
иссëеäованных pеøений. Сëеäует отìетитü, ÷то пpи
сpавнении пpобноãо и текущеãо инäивиäов оба
ìоãут оказатüся неäоìиниpуеìыìи (опеpаöия 2.7
пpавиëо (ã)) и, сëеäоватеëüно, ìоãут пpетенäоватü
на пеpехоä в сëеäуþщее покоëение. В этоì сëу÷ае
пpоöеäуpа выбоpа инäивиäа (инäивиäов) äоëжна

опpеäеëятüся МГА, испоëüзуþщиì äаннуþ схеìу
äиффеpенöиаëüной эвоëþöии.
Как сëеäует из пpивеäенноãо аëãоpитìа

DE/rand/1X/bin, он соäеpжит тоëüко сpеäства из-
ìенения попуëяöии, напpавëенные на поиск и ис-
сëеäование неäоìиниpуеìых pеøений. Дëя увеëи-
÷ения их ÷исëенности, упpавëения pаспpеäеëениеì
на ãpаниöе Паpето необхоäиìы äопоëнитеëüные
пpоöеäуpы, pеаëизованные в pяäе известных МГА,
напpиìеp в таких, как NSGA-II и SPEA2. Интеãpа-
öия в них пpеäëаãаеìой схеìы DE (поäобно аëãо-
pитìаì NSDE, DEMONS-II и DEMOSP2) позвоëит
поëу÷итü новые веpсии этих аëãоpитìов, pасøи-
pяþщие свои функöионаëüные возìожности пpи
иссëеäовании пpостpанств пеpеìенных и кpитеpиев.

4. Исследование эффективности использования 
схемы DE\rand\1X\bin

Дëя оöенки эффективности испоëüзования пpеä-
ëоженной схеìы äиффеpенöиаëüной эвоëþöии быë
пpовеäен pяä экспеpиìентов. Они закëþ÷аëисü в pе-
øении набоpа тестовых заäа÷ ìноãокpитеpиаëüной
оптиìизаöии (DTLZ1, DTLZ2, DTLZ3, DTLZ6) [21]
с pазëи÷ныì ÷исëоì кpитеpиев. Это позвоëиëо
оöенитü вëияние схеìы DE/rand/1X/bin на сохpане-
ние эффективности испоëüзуþщих ее аëãоpитìов
NSGA-II и SPEA2 пpи pосте сëожности pеøаеìых
заäа÷. Сpавниваëи pезуëüтаты, поëу÷енные оpиãи-
наëüныìи веpсияìи этих аëãоpитìов, их ìоäифи-
каöияìи с кëасси÷еской схеìой äиффеpенöиаëü-
ной эвоëþöии, а также аëãоpитìоì MODE.

Pезуëüтаты pаботы всех аëãоpитìов оöениваëи
по нескоëüкиì показатеëяì ка÷ества. Дëя их вы-
÷исëения испоëüзоваëи набоp инäикатоpов [6], по-
звоëяþщий оöенитü pазëи÷ные свойства найäен-
ноãо МГА ìножества Паpето в пpостpанстве pеøе-
ний иëи кpитеpиев (табë. 1).
Дëя кажäоãо МГА экспеpиìентаëüно быëи по-

äобpаны зна÷ения упpавëяþщих паpаìетpов. Pяä
зна÷ений (pазìеpы попуëяöии и Паpето-аpхива,
÷исëо покоëений) äëя всех аëãоpитìов совпаäаëи и

ci′

ci j,′

(t) + F ( (t) – (t)),

есëи (rand(0, 1) < CR) ∨ ( j = k); 
ci, j(t), ина÷е.

cr3 j, cr1 j, cr2 j,

ci′ ci′
ci′

ci′

ci′
ci′

Табëиöа 1
Набор индикаторов для оценки эффективности МГА

№ Название Назна÷ение

1 IONVG (Overall 
Nondominated 
Vector Generation)

Опреäеëяет ìощностü найäенноãо 
ìножества Парето

2 IS (Spacing) Испоëüзуется äëя оöенки равно-
ìерности распреäеëения реøений 
вäоëü ãраниöы Парето

3 IDE (Dimensions
Extent)

Позвоëяет оöенитü ìаксиìаëüнуþ 
протяженностü ãраниöы Парето по 
кажäой из разìерностей

4 IGD (Generational 
Distance)

Позвоëяет оöенитü степенü бëизости 
ìежäу поëу÷енной и заäанной эта-
ëонной ãраниöаìи Парето

5 IOT (Overall Time 
Computing)

Преäназна÷ен äëя оöенки вреìени 
работы МГА при опреäеëении ìно-
жества Парето
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зависеëи от pеøаеìой заäа÷и [21]. Пpи опpеäеëе-
нии веpоятностей опеpатоpов кpоссинãовеpа и ìу-
таöии в аëãоpитìах SPEA2, NSGA-II у÷итываëасü
то÷ностü pеøения иìи (инäикатоp IGD) всех заäа÷
с äвуìя кpитеpияìи. Дëя аëãоpитìов, испоëüзуþ-
щих äиффеpенöиаëüнуþ эвоëþöиþ, иссëеäоваëи
вëияние на pезуëüтат pазëи÷ных зна÷ений веpоят-
ности кpоссинãовеpа CR = {0,3, 0,6, 0,9}, пpи этоì
зна÷ение äpуãоãо упpавëяþщеãо паpаìетpа F не из-
ìеняëи и пpиниìаëи pавныì 0,5 [19]. Быëо выяв-
ëено, ÷то с увеëи÷ениеì веpоятности кpоссинãовеpа
CR = {0,6, 0,9} в заäа÷ах DTLZ3, DTLZ6 существенно
ухуäøаëисü показатеëи инäикатоpа IGD, ÷то ìожет
свиäетеëüствоватü о не нахожäении ãëобаëüной ãpа-
ниöы Паpето. Поэтоìу во всех посëеäуþщих ис-
пытаниях паpаìетp CR устанавëиваëи pавныì 0,3.
Итоãовые pезуëüтаты pеøения всех заäа÷ пpивеäены
в табë. 2. Зна÷ения всех инäикатоpов усpеäнены по
выпоëненноìу ÷исëу запусков МГА. Лу÷øие зна-
÷ения показатеëей выäеëены поëужиpныì øpифтоì.
Стоëбöы SPEA2 + DE*, NSGA-II + DE* в скобках
соäеpжат зна÷ения, поëу÷енные соответствуþщи-
ìи МГА пpи испоëüзовании обы÷ной схеìы DE
(DE/rand/1/bin).
Анаëиз pезуëüтатов в табëиöе позвоëяет сфоp-

ìуëиpоватü сëеäуþщие вывоäы.
1. Пpиìенение äиффеpенöиаëüной эвоëþöии

во всех сëу÷аях позвоëиëо уëу÷øитü схоäиìостü
аëãоpитìов к ãëобаëüной ãpаниöе Паpето. В то же
вpеìя, в тpех заäа÷ах ка÷ество найäенных pеøений
по инäикатоpу IGD оказаëосü наиëу÷øиì пpи ис-

поëüзовании пpеäëоженной схеìы
DE/rand/lX/bin.

2. Pавноìеpностü pаспpеäеëения pе-
øений вäоëü ãpаниöы Паpето (инäика-
тоp IS ) в боëüøинстве сëу÷аев оказаëасü
ëу÷øе у аëãоpитìов, не испоëüзуþщих
DE. Пpи анаëизе этой пpи÷ины быëо
выявëено, ÷то у боëüøинства попуëя-
öий, фоpìиpуеìых с испоëüзованиеì
äиффеpенöиаëüной эвоëþöии, новые
инäивиäы ÷асто оказываþтся о÷енü
пëотно pаспоëоженныìи äpуã äpуãу в
пpостpанстве кpитеpиев.

3. Пpи pеøении заäа÷ DTLZ1,
DTLZ2 и DTLZ6 аëãоpитìы, испоëü-
зуþщие схеìу DE/rand/1X/bin, по
боëüøинству показатеëей (в заäа÷е
DTLZ1 по всеì) пpевзоøëи оpиãи-
наëüные веpсии SPEA2, NSGA-II.

4. Пpи pеøении заäа÷ с m = {6, 8} pе-
зуëüтаты SPEA2 + DE*, NSGA-II + DE*
по÷ти по всеì инäикатоpаì оказаëисü
ëу÷øе аëãоpитìов, испоëüзуþщих обы÷-
нуþ схеìу DE.

5. В боëüøинстве заäа÷ испоëüзо-
вание äиффеpенöиаëüной эвоëþöии
позвоëиëо опpеäеëитü ãpаниöу Паpе-
то с боëüøей пpотяженностüþ, ÷еì у
оpиãинаëüных SPEA2, NSGA-II, пpи

этоì быëи äостиãнуты ëу÷øие зна÷ения инäика-
тоpа IGD.

6. Во всех сëу÷аях общее вpеìя вы÷исëений пpи
испоëüзовании схеìы DE/rand/1X/bin незна÷и-
теëüно пpевыøает зна÷ения соответствуþщеãо ин-
äикатоpа остаëüных анаëизиpуеìых аëãоpитìов.

7. Pезуëüтаты аëãоpитìа MODE, испоëüзуþще-
ãо как äиффеpенöиаëüнуþ эвоëþöиþ, так и кëþ-
÷евые особенности SPEA2, NSGA-II, по всеì по-
казатеëяì оказаëисü äостато÷но бëизки к наиëу÷-
øиì их зна÷енияì (по некотоpыì инäикатоpаì
MODE пpевзоøеë SPEA2, NSGA-II).

Заключение

Диффеpенöиаëüная эвоëþöия позвоëяет повы-
ситü эффективностü иссëеäования пpостpанства
pеøений. Ее пpиìенение пpи pеøении заäа÷ ìноãо-
кpитеpиаëüной оптиìизаöии оказывает существен-
ное вëияние на возìожностü нахожäения ãëобаëü-
ноãо ìножества Паpето. В то же вpеìя, äëя äости-
жения ëу÷øих pезуëüтатов и по äpуãиì показатеëяì
ка÷ества ãpаниöы Паpето тpебуется интеãpаöия DE
в pазëи÷ные ãенети÷еские аëãоpитìы МО. Иссëе-
äования таких аëãоpитìов показаëи, ÷то с pостоì
÷исëа кpитеpиев эффективностü от испоëüзования
обы÷ной схеìы DE, как пpавиëо, не увеëи÷ивается.
Возìожная пpи÷ина этоãо виäится в необхоäиìости
у÷итыватü äействия äиффеpенöиаëüной эвоëþöии
и в пpостpанстве кpитеpиев. Оäин из ваpиантов
pеаëизаöии этоãо пpеäëожен в виäе ее ìоäифика-
öии — схеìы DE/rand/1X/bin. Она также ìожет бытü

Табëиöа 2
Результаты исследования эффективности схемы DE/rand/1X/bin (DE*)

Заäа÷а Инäи-
катор SPEA2 NSGA-II MODE SPEA2 + DE* NSGA-II + DE*

DTLZ1 
(m = 2)

IONVG 28 35 28 28 (28) 37 (35)
IGD 0,071 0,067 0,064 0,058 (0,072) 0,061 (0,063)
IS 0,186 0,223 0,231 0,185 (0,192) 0,243 (0,237)
IDE 0,971 0,964 0,968 0,975 (0,958) 0,971 (0,966)

IOT (сек.) 6,3 4,8 7,3 6,5 (6,4) 4,7 (5,3)

DTLZ2 
(m = 4)

IONVG 113 138 113 113 (113) 136 (135)
IGD 5,732 6,124 5,693 5,641 (5,692) 5,972 (5,969)
IS 0,133 0,124 0,139 0,141 (0,145) 0,137 (0,141)
IDE 1,714 1,847 1,793 1,729 (1,748) 1,867 (1,845)

IOT (сек.) 191,4 31,6 217,4 213,8 (204,6) 34,5 (32,1)

DTLZ3 
(m = 6)

IONVG 188 207 178 193 (188) 214 (201)
IGD 226,953 310,603 297,762 223,714 (243,493) 308,547 (314,603)
IS 0,328 0,287 0,317 0,343 (0,339) 0,312 (0,315)
IDE 2,137 2,312 2,197 2,261 (2,178) 2,324 (2,297)

IOT (сек.) 6217,3 698,7 6943,7 6327,3 (6252,4) 714,5 (702,7)

DTLZ6 
(m = 8)

IONVG 319 371 312 324 (318) 367 (354)
IGD 16,623 11,237 11,549 16,121 (15,176) 11,073 (12,472)
IS 0,251 0,201 0,237 0,249 (0,243) 0,221 (0,227)
IDE 1,862 1,913 1,937 1,974 (1,952) 2,016 (1,931)

IOT (сек.) 76784,3 2843,8 98212,1 83113,4 (78036,7) 3224,6 (2914,7)
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испоëüзована с ëþбыì МГА, не тpебует поäбоpа
зна÷ений äопоëнитеëüных упpавëяþщих паpаìет-
pов, незна÷итеëüно увеëи÷ивает вpеìеннуþ сëож-
ностü базовоãо аëãоpитìа. Тестиpование этой ìо-
äификаöии поäтвеpäиëо ее эффективностü как от-
носитеëüно кëасси÷еских МГА, так и тpаäиöионной
схеìы DE пpи pеøении боëüøинства pассìотpен-
ных тестовых заäа÷ с пpостpанствоì кpитеpиев
pазëи÷ной pазìеpности.
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R. V. Kazakov, Lecturer, Bryansk State Technical University

The use Differential Evolution to Obtain Pareto-Set
by the Multi-Objective Genetic Algorithms 

The new manner to improve the efficiency of multi-objective genetic algorithms is considered. It is based on the principles of
differential evolution in the process of creating new individuals. The use of general schemes of differential evolution DE/rand/1/bin etc.
for multi-objective optimization are analyzed. It is drawn a conclusion that the general schemes mainly use the information about
location of solutions in a decision space that is often insufficient for effective exploration of the objective space. Therefore the original
scheme of differential evolution DE/rand/1X/bin is suggested. By this scheme in recombination process is taken an account of
searching path into two spaces — decisions and objectives. This process is based on the rule that the selection of second parent and
other (two or more) individuals is made randomly. Hence to increase the probability of creating individuals that dominate their
parents various combinations of individuals selected for recombination may be examined. For example in general scheme
DE/rand/1/bin it means that each of three randomly selected individuals can be selected as a second parent. If no one of various
combinations of individuals in recombination process does not allow to get individual-offspring being better than their parents, the
parent-individual one is selected for next generation. It was found that such scheme should allow to realize higher replacement of
the population dominated individuals. Also it was found that the number of trials for offspring creation self-adapted and changed
according to array of current population. The scheme DE/rand/1X/bin should be integrated into other multi-objective genetic al-
gorithms to handle the obtained nondominated solutions. The experiments for evaluation scheme DE/rand/1X/bin were conducted
on the benchmark problems DTLZ. The results was found that the use of such a scheme allowed to improve the results (on a some
indicators) of algorithms SPEA2, NSGA-II and their modifications with a general scheme of differential evolution.

Keywords: multi-objective optimization, Pareto’s principles, Pareto front, multi-objective genetic algorithms, differential evolution
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Компьютеpное моделиpование динамики pоста pыб
(на пpимеpе южного однопеpого теpпуга Pleurogrammus azonus)

Часть 1

Введение

Дëя пpеäставëения попуëяöионной äинаìики
биоëоãи÷еских виäов иìеется оãpоìное ÷исëо
ìноãообpазных коëи÷ественных соотноøений,
пpи фоpìуëиpовке котоpых у÷итываþтся особен-

ности их жизненноãо öикëа. Основная ÷астü из них
хаpактеpизует äинаìику ÷исëенности (биоìассы)
оpãанизìов (боëüøой спектp таких ìоäеëей быë
pассìотpен А. Д. Базыкиныì [1]). Существенно
ìенüøе ÷исëо pабот, ãäе изу÷ается äинаìика pоста

В pамках положений системы типа "pесуpс—потpебитель" pазpаботана модель динамики pоста pыб. Пpи ее по-
стpоении учитывалась пpедельная длина pыбы, этапность ее жизненного цикла и влияние сезонных фактоpов. Выпол-
нена паpаметpическая идентификация модели. Согласно ей пpоведена оценка статистических свойств паpаметpов мо-
дели, установлена адекватность между эмпиpическим pаспpеделением и ее модельным обpазом. На основании вычис-
лительных экспеpиментов выявлена пpодолжительность пеpиода этапности жизненного цикла.
Ключевые слова: динамика pоста, логистическое уpавнение, паpаметpическая идентификация, задача поиска ми-

нимума, адекватность модели


