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для анализа pезультатов кластеpизации многомеpных тpаектоpий

Введение

Пpи анаëизе набоpов существенно ìноãоìеpных
вектоpов неëüзя испоëüзоватü ìетоäы визуаëизаöии,
обеспе÷иваþщие оöенку ÷исëа кëастеpов. Поэтоìу
все аëãоpитìы кëастеpизаöии иìеþт ту же пpобëе-
ìу, ÷то и аëãоpитì K-сpеäних. Пpиìеpоì явëяется
кëастеpизаöия в пpостpанстве ìноãоìеpных векто-
pов D (ãäе D . 1) на основе ãенеpативных ìоäе-
ëей, в котоpых аëãоpитì ожиäания-ìаксиìизаöии
пpавäопоäобия — Expectation-Maximization (EM)
испоëüзуется äëя обу÷ения сìеси pаспpеäеëений.
Во-пеpвых, ÷тобы оöенитü это паpаìетpи÷еское
pаспpеäеëение, необхоäиìо сäеëатü пpеäпоëоже-
ние о Гауссовоì pаспpеäеëении в кажäоì опpеäе-
ëяеìоì кëастеpе. Во-втоpых, ëоãаpифì пpавäопо-
äобия ìожет иìетü ìноãо ëокаëüных ìиниìуìов,
и, сëеäоватеëüно, тpебуþтся ìноãо÷исëенные за-
пуски, ÷тобы поëу÷итü пpиеìëеìое pеøение. Позже
аëãоpитì K-сpеäних быë обобщен, ÷тобы опpеäеëятü
К наиëу÷øиì обpазоì аппpоксиìиpуþщих d-ìеp-
ных аффинных поäпpостpанств äëя набоpа вектоpов
в D, т. е. пpототипоì äëя набоpа вектоpов стано-
вится аппpоксиìиpуþщее аффинное поäпpостpан-
ство, а не öентpоиä, как в аëãоpитìе K-сpеäних.
Аëüтеpнативой явëяется пpиìенение спектpаëü-

ных ìетоäов кëастеpизаöии, в котоpых испоëüзу-
þтся ãëавные собственные вектоpа ìатpиöы бëи-
зости (поäобия), основанной на Евкëиäовоì pас-
стоянии ìежäу ìноãоìеpныìи вектоpаìи. Спек-
тpаëüные ìетоäы успеøно пpиìеняþт к заäа÷аì

сеãìентиpования изобpажений (pазìеpностü пpо-
стpанства хаpактеpистик äëя пиксеëей изобpаже-
ния m 7), но их пpиìениìостü оãpани÷ена паpны-
ìи ìеpаìи бëизости (поäобия) пpи фоpìиpовании
ìатpиöы бëизости (поäобия). Оäнако ãеоìетpи÷е-
ские заäа÷и тpебуþт анаëиза выбоpки боëее äвух
ìноãоìеpных вектоpов, ÷тобы оöенитü их ìеpу по-
äобия. Пpи pеøении таких заäа÷ опpеäеëяется ве-
pоятностü пpинаäëежности к оäноìу и тоìу же
кëастеpу äëя набоpа вектоpов (а не паpы), ÷то пpи-
воäит к ìноãоìеpноìу тензоpу бëизости (поäобия).
Ниже показано, ÷то спектpаëüный ìетоä кëастеpи-
заöии с испоëüзованиеì ìноãоìеpноãо тензоpа
бëизости (поäобия) вектоpов обеспе÷ивает то÷нуþ
кëастеpизаöиþ äëя существенно ìноãоìеpных
äанных, пpеäставëяþщих тpаектоpии äвижения са-
ìоëетов пpи посаäке в аэpопоpту (äанные в откpы-
тоì äоступе на сайте https://c3.nasa.gov/dashlink/re-
sources/132/).

1. Спектpальная кластеpизация с тензоpом 
близости на основе поляpной кpивизны

Заäа÷а ãибpиäноãо ëинейноãо ìоäеëиpования
(hybrid linear modeling) пpеäпоëаãает, ÷то набоp äан-
ных (ìноãоìеpных вектоpов) äостато÷но хоpоøо
аппpоксиìиpуется объеäинениеì аффинных поä-
пpостpанств (flats), и необхоäиìо оäновpеìенно оöе-
нитü паpаìетpы кажäоãо из аффинных пpостpанств
и ассоöиаöиþ этих ìноãоìеpных вектоpов с аффин-
ныìи поäпpостpанстваìи [1]. Аффинное d-ìеpное

Геометpический метод используется для получения модели кластеpизации в виде объединения аффинных подпpо-
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поäпpостpанство явëяется поäìножествоì пpо-
стpанства вектоpов D и хаpактеpизуется pеøени-
еì ëинейной систеìы уpавнений  = {z|z ∈ D,
Fтz = g}, ãäе F ∈ DЅ(D – d), g ∈ 1Ѕ(D – d) (напpиìеp,
0-ìеpное аффинное поäпpостpанство (0-flat) —
то÷ка; 1-ìеpное (1-flat) — пëоскостü; (D-1)-ìеpное
((D-1)-flat) — ãипеpпëоскостü). В настоящей pаботе
pассìатpивается спеöиаëüный сëу÷ай ãибpиäноãо
ëинейноãо ìоäеëиpования, коãäа все аффинные поä-
пpостpанства иìеþт оäинаковуþ pазìеpностü d l 0
(d-flats clustering) [2]. Испоëüзуется опpеäеëенный в
pаботе [3] ìноãоìеpный тензоp аффинности (бëи-
зости) (affinity tensor) äëя набоpа вектоpов и аëãо-
pитì спектpаëüной кëастеpизаöии [4, 5]. Дëя каж-
äых (d + 2) вектоpов из набоpа äанных назна÷ается
аффинная ìеpа и в pезуëüтате фоpìиpуется (ìно-
ãоìеpный) тензоp аффинности (бëизости) поpяäка
(d + 2). Pазвеpтывание этоãо тензоpа бëизости в
ìатpиöу бëизости (поäобия) обеспе÷ивает пpиìе-
нение спектpаëüной кëастеpизаöии [4, 5].
Пустü d и D — öеëые ÷исëа, такие, ÷то 0 m d < D.

Дëя кажäых (d + 2) pазëи÷ных вектоpов-стоëбöов
z1, ..., zd+2 ∈ D, Vd+1(z1, ..., zd+2) обозна÷ает объ-
еì выпукëой обоëо÷ки, обpазованной (d + 1) век-
тоpаìи — сиìпëекса (d + 1)-ãо поряäка ((d + 1)-ìеp-
ноãо обобщения тpеуãоëüника иëи (d + 1)-ìеpноãо
тетpаэäpа) [6]. В кажäой веpøине zi поëяpный си-
нус опpеäеëяется как 

p (z1, ..., zd+2) = ,

i = . (1)

Пустü diam( ) обозна÷ает äиаìетp набоpа век-
тоpов  = {z1, ..., zd+2}. Поëяpная кpивизна (polar
curvature) набоpа из (d + 2) вектоpов опpеäеëяется
в pаботах [2, 7] как

cp(z1, ..., zd+2) =

= diam({z1, ..., zd+2}) (p (z1, ..., zd+2))
2 .(2)

Пpи d = 0 поëяpная кpивизна совпаäает с Евк-
ëиäовыì pасстояниеì. Ввеäеì обозна÷ения äëя
набоpа инäексов I = {1, ..., 2d} и ìатpиöы из век-
тоpов-стоëбöов ZI = [z1...z2d]. С у÷етоì (1) cp (2)
пpиниìает виä

cp(z1, ..., zd+2) =

= ||zj – zi|| .

Чисëитеëü det( ZI + 1) явëяется, с то÷ностüþ äо
ìножитеëя, кваäpатоì объеìа сиìпëекса (d + 1)-ãо
поряäка, сфоpìиpованноãо (d + 2) вектоpаìи

{z1, ..., zd+2}. Сëеäоватеëüно, поëяpнуþ кpивизну
ìожно pассìатpиватü, как объеì сиìпëекса (d + 1)-ãо
поряäка, ноpìиpованноãо в кажäой веpøине, ус-
pеäненноãо по веpøинаì и затеì ìасøтабиpован-
ноãо äиаìетpоì сиìпëекса (d + 1)-ãо поряäка. Есëи
(d + 2) вектоpов выбpаны из оäноãо и тоãо же аф-
финноãо поäпpостpанства, то поëяpная кpивизна
cp ≈ 0 и, сëеäоватеëüно, аффинностü (бëизостü) ≈ 1.
Вìесте с теì, коãäа вектоpа выбpаны из объеäине-
ния аффинных поäпpостpанств, то поëяpная кpи-
визна веëика и аффинностü (бëизостü) ≈ 0.
Аëãоpитì K аффинных поäпpостpанств pазäеëя-

ет набоp äанных  = {z1, ..., zN} ⊂ D на K поäнабоpов
(кëастеpов) 1, ..., K, кажäый из котоpых ëу÷øе
всеãо аппpоксиìиpуется еãо d-ìеpныì аффинныì
поäпpостpанствоì k, k = . Пpи заäанных K и d
этот аëãоpитì ìиниìизиpует öеëевуþ функöиþ

e = ||zj – zj||
2,

ãäе zj — пpоекöия вектоpа zj на d-ìеpное аф-
финное поäпpостpанство k, k = . На пpактике
ìиниìизаöия öеëевой функöии выпоëняется ите-
pативно, как в аëãоpитìе K-сpеäних [8]. То естü
посëе иниöиаëизаöии K d-ìеpных аффинных поä-
пpостpанств (напpиìеp, они ìоãут бытü выбpаны
сëу÷айныì обpазоì) повтоpяþтся äва øаãа äо äос-
тижения схоäиìости: 1) назна÷аþтся кëастеpы в
соответствии с ìиниìаëüныì pасстояниеì äо аф-
финных поäпpостpанств, опpеäеëенных на пpеäы-
äущей итеpаöии; 2) äëя этих вновü поëу÷енных
кëастеpов посpеäствоì анаëиза ãëавных коìпо-
нент — Principal Component Analysis (PCA [9]) вы-
÷исëяþтся d-ìеpные аффинные поäпpостpанства с
ìиниìаëüной сpеäней кваäpати÷ной оøибкой. Эта
пpоöеäуpа о÷енü быстpая и ãаpантиpованно схо-
äится, по кpайней ìеpе, к ëокаëüноìу ìиниìуìу.
Оäнако на пpактике ëокаëüный ìиниìуì, к кото-
pоìу схоäится аëãоpитì K аффинных поäпpо-
стpанств, ãоpазäо хуже ãëобаëüноãо ìиниìуìа öеëе-
вой функöии. В pезуëüтате, этот аëãоpитì не такой
то÷ный, как боëее pанние аëãоpитìы ãибpиäноãо
ëинейноãо ìоäеëиpования, и äаже пpи ìоäеëиpо-
вании повеpх ëинейных поäпpостpанств (в пpоти-
вопоëожностü общиì аффинныì поäпpостpанст-
ваì) он ÷асто äает сбой, коãäа, иëи d äостато÷но
веëико (напpиìеp d l 10), иëи иìеется зна÷итеëü-
ная составëяþщая постоpонних вектоpов [10, 11].
Ниже пpеäпоëаãается, ÷то набоp вектоpов

= {z1, ..., zN} ⊂ D выбpан из объеäинения K
d-ìеpных аффинных поäпpостpанств k, k = 
(возìожно с øуìоì и постоpонниìи вектоpаìи),
ãäе K > 1 и N веëико. Испоëüзуя поëяpнуþ кpивиз-
ну cp (2) с фиксиpованной константой ìоäеëиpо-
вания σ > 0, констpуиpуется тензоp аффинности

sinzi

d 1+( )!Vd 1+ z1 … zd 2+, ,( )

zj zi–
j 1 d 2 j i≠,+,=

∏
----------------------------------------------------

1 d 2+,

i 1=

d 2+

∑
⎝
⎜
⎛

sinzi ⎠
⎟
⎞1/2

max
i, j ∈ I

1
d 2+
---------

det ZI
тZI 1+( )

zj zi–
2

k I k j≠,∈
∏

--------------------------------
j I∈
∑

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1/2

ZI
т

1 K,

k 1=

K

∑ min
k, k = 1,K

 
zj  k∈

∑ P
k

P
k 1 K,

1 K,
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(бëизости) A поpяäка (d + 2) äëя pазëи÷ных (d +2)
вектоpов , ...,  ∈  с коìпонентаìи

A(i1, ..., id + 2) = exp(–(cp( , ..., ))2/(2σ2)).(3)

Выбоp оптиìаëüноãо зна÷ения паpаìетpа σ об-
сужäается в pаботе [2]. В выpажении (3) тензоp
бëизости (поäобия) A поpяäка (d + 2) иìеет pаз-
ìеpностü N Ѕ N Ѕ ... Ѕ N. Оäнако в настоящей pа-
боте испоëüзуется тоëüко ìатpи÷ное пpеäставëе-
ние тензоpа A (3), котоpое обозна÷ается A и назы-
вается ìатpиöей бëизости (поäобия). Pазìеpностü
ìатpиöы А pавна N Ѕ Nd+1. Дëя кажäоãо i = 
стpока i ìатpиöы A (т. е. A(i, :)) pазвеpтывается из
сëоя i тензоpа A (3) (т. е. A(i, :, ..., :)), сëеäуя не-
котоpоìу пpоизвоëüноìу, но фиксиpованноìу по-
pяäку, напpиìеp ëексикоãpафи÷ескоìу поpяäку
посëеäних (d + 1) инäексов [12]. Это упоpяäо÷ение
несущественно äëя настоящеãо pассìотpения, по-
скоëüку как показано в pаботах [4, 5], в спектpаëü-
ной кëастеpизаöии испоëüзуется пpоизвеäение

W = AAт, (4)

котоpое не зависит от поpяäка инäексов. Опpеäе-
ëение ìатpиöы A и уìножение этой ìатpиöы боëü-
øой pазìеpности на pезуëüтат ее тpанспониpова-
ния (÷тобы вы÷исëитü W (4)) выпоëнитü сëожно.
Возìожное pеøение состоит в оäноpоäной выбоpке,
т. е. в сëу÷айной выбоpке и вы÷исëении небоëüøоãо
поäнабоpа стоëбöов A, ÷тобы пpовести оöенку W (4)
[3, 13]. Обозна÷ая посpеäствоì A{:, j) стоëбеö j ìат-
pиöы A, записываеì W (4) в сëеäуþщеì виäе:

W = A(:, j)A(:, j)т. (5)

Сëеäоватеëüно, W — суììа Nd+1 ìатpиö pанãа 1.
Пустü j1, ..., jc — с öеëых ÷исеë, сëу÷айно выбpан-
ных из интеpваëа [1, Nd+1]. Как показано в pаботе
[13], ìатpиöа W (5) аппpоксиìиpуется сëеäуþщиì
обpазоì:

W ≈ A(:, jt)A(:, jt)
т. (6)

В pаботе [2] аëãоpитì спектpаëüной кëастеpиза-
öии с ìатpиöей бëизости на основе поëяpной кpи-
визны (2) — Spectral Curvature Clustering (SCC) фоp-
ìиpует ìатpиöу паpных весов W (6) из аппpоксиìи-
pованной ìатpиöы бëизости (поäобия) W = Ac ,
и пpиìеняет спектpаëüнуþ кëастеpизаöиþ [4] äëя
опpеäеëения K кëастеpов 1, ..., K. Дëя тоãо ÷тобы
уëу÷øитü эти кëастеpы, аëãоpитì SCC затеì по-
втоpно выбиpает вектоpы из кëастеpов k, k = ,
в пpеäеëах небоëüøой поëосы вокpуã кажäоãо из их
аппpоксиìиpуþщих d-ìеpных аффинных поäпpо-
стpанств k, k = . Эта пpоöеäуpа повтоpяется äо
äостижения схоäиìости и называется итеpативной
выбоpкой (iterative sampling) [2]. Схоäиìостü изìе-

pяется оøибкой оpтоãонаëüных наиìенüøих кваä-
pатов — Orthogonal Least Squares (OLS) äëя d-ìеp-
ных аффинных поäпpостpанств k, k = , аппpок-
сиìиpуþщих кëастеpы 1, ..., K в виäе

eOLS = ||zj – zj||
2, (7)

ãäе zj — пpоекöия вектоpа zj на d-ìеpное аф-
финное поäпpостpанство k, k =  (ìожет бытü
поëу÷ена анаëизоì ãëавных коìпонент (PСА) [8]).
Аëãоpитì спектpаëüной кëастеpизаöии с ìатpи-

öей бëизости (поäобия) SCC на основе поëяpной
кpивизны пpеäставëен ниже [2]. 
Вход: Набоp вектоpов , внутpенняя pазìеp-

ностü (intrinsic dimension) d, ÷исëо K d-ìеpных аф-
финных поäпpостpанств, ÷исëо выбиpаеìых стоëб-
öов с (по уìоë÷аниþ = 100K).
Выход: K непеpесекаþщихся кëастеpов 1, ..., K

и оøибка eOLS. 
Шаги:
1. Сëу÷айныì обpазоì выбиpаþтся с поäнабо-

pов из , кажäый из котоpых соäеpжит в то÷ности
(d + 1) pазëи÷ных вектоpов.

2. Вы÷исëяþтся поëяpная кpивизна (2) кажäоãо
поäнабоpа и кажäоãо из оставøихся (N – d – 1)
вектоpов в , эти (N – d – 1)c зна÷ений поëяpной
кpивизны соpтиpуþтся по возpастаниþ и фоpìи-
pуþт вектоp cp.

3. for q = 1: (d + 1)do
Испоëüзуется (3) с σ = cp(Nc/Kq) äëя вы÷ис-
ëения с выбpанных стоëбöов А. Испоëüзуя эти
с стоëбöов, фоpìиpуется ìатpиöа Aс ∈ N Ѕ c (6).
Вы÷исëяется ìатpиöа D = diag(Aс( 1)), ãäе
1 — вектоp из еäиниö, и эта ìатpиöа испоëü-
зуется äëя ноpìиpовки ìатpиöы Ac:  =
= D–1/2Aс.
Фоpìиpуется ìатpиöа U, стоëбöы котоpой —
K стаpøих ëевых синãуëяpных вектоpов .
К стpокаì U пpиìеняется аëãоpитì K-сpеäних
(возìожно, ноpìиpованныì на еäини÷нуþ
äëину), и они pазäеëяþтся на K кëастеpов.
Эти кëастеpы (найäенные) испоëüзуþтся äëя
ãpуппиpовки вектоpов набоpа  в K поäнабо-
pов, и вы÷исëяется соответствуþщая оøиб-
ка eOLS (7). 

end for 
Pеãистpиpуþтся K поäнабоpов 1, ..., K набоpа ,

котоpые соответствуþт наиìенüøей оøибке eOLS
(7) в пpивеäенноì выøе öикëе. 

4. Из кажäоãо найäенноãо K, k = , выби-
pаþтся вектоpа в пpеäеëах небоëüøой поëосы во-
кpуã кажäоãо из их OLS-аппpоксиìиpуþщих d-ìеp-
ных аффинных поäпpостpанств k, k = , и вы-
поëняþтся øаãи 2 и 3, ÷тобы найти K новых кëа-
стеpов. Итеpаöии повтоpяþтся äо äостижения
схоäиìости.
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2. Численный экспеpимент

В настоящей pаботе анаëиз тонкой стpуктуpы
кëастеpов тpаектоpий äвижения саìоëетов, поëу-
÷енных ìетоäоì поëиноìиаëüных pеãpессий [14],
выпоëняется с поìощüþ аëãоpитìа спектpаëüной
кëастеpизаöии с тензоpоì бëизости (поäобия) на
основе поëяpной кpивизны (2).
Испоëüзуþтся тpаектоpии 117 саìоëетов, иäущих

на посаäку в ìежäунаpоäноì аэpопоpту и заpеãи-
стpиpованных pаäаpоì TRACON 1 янваpя 2006 ãоäа
(https://c3.nasa.gov/dashlink/resources/132/). На÷аëо
кооpäинат совпаäает с поëожениеì pаäаpа, интеp-
ваë вpеìени ìежäу то÷каìи pеãистpаöии составëяет
окоëо 5 с. В pаботе у÷итываþтся тоëüко 160 по-
сëеäних то÷ек кажäой тpаектоpии, ÷то позвоëяет
искëþ÷итü сëу÷айные ìаневpы саìоëетов пеpеä
захоäоì на посаäку. Эти тpаектоpии в тpехìеpноì
пpостpанстве пpеäставëены в pаботе [14]. Пятü
кëастеpов тpаектоpий саìоëетов (pис. 1, сì. тpетüþ
стоpону обëожки), выäеëяþтся в pезуëüтате пpи-
ìенения ìетоäа поëиноìиаëüных pеãpессий. Каж-
äый кëастеp соответствует опpеäеëенноìу "поса-
äо÷ноìу" паттеpну иëи ìаpøpуту. Pаспpеäеëение
÷исëа тpаектоpий по кëастеpаì сëеäуþщее: 16 тpа-
ектоpий в pозовоì кëастеpе; 13 — в зеëеноì; 3 —
в синеì; 37 — в ÷еpноì и 38 — в кpасноì кëастеpах.
На pис. 2 (сì. тpетüþ стоpону обëожки) показаны

пpоекöии тpаектоpий в анаëизиpуеìых кëастеpах
(сì. pис. 1) на кооpäинатные оси x, y и z в посëе-
äоватеëüные ìоìенты вpеìени k pеãистpаöии pа-
äаpоì. Линии тpенäа по ìетоäу поëиноìиаëüных
pеãpессий (выäеëены жиpныìи ëинияìи) пpеä-
ставëяþт обобщеннуþ фоpìу тpаектоpий в кажäоì
кëастеpе [14]. Схоäство тpаектоpий äвижения са-
ìоëетов в кëастеpах отpажает нескоëüко типи÷ных
ìаpøpутов посаäки ("посаäо÷ных" паттеpнов).
В pаботах [15, 16] по ìоäеëи ëинейных и неëи-

нейных äинаìи÷еских систеì в ÷етыpех из пяти
pассìатpиваеìых кëастеpов пpи pассìотpении
пpоекöий тpаектоpий на кооpäинатные оси x, y, z
выявëяется их тонкая (неоäноpоäная) стpуктуpа.
Восстановëение äвух пеpвых стоëбöов исхоä-

ных äанных посëе pазëожения синãуëяpных ÷исеë
(svd-pазëожения) и сокpащение ÷исëа синãуëяpных
÷исеë äо äвух показано на pис. 3 (в коäе MATLAB
исхоäные äанные — пеpеìенная x).
На pис. 4 (сì. тpетüþ стоpону обëожки) äëя пеp-

ви÷ноãо кpасноãо кëастеpа (сì. pис. 1 и pис. 2) äëя
х-коìпоненты тpаектоpий пpи внутpенней pазìеp-
ности аффинных поäпpостpанств d = 5 показаны
тpи новых поäкëастеpа: кpасный, синий и зеëе-
ный. На pис. 4, а показана кëастеpизаöия аëãоpит-

ìоì SCC в кооpäинатах: data1 = data(:, 1) и
data2 = data(:, 2) (сì. pис. 3). На pис. 4, в аëãо-
pитì SCC в общей ìоäеëи 5-ìеpных аффинных
поäпpостpанств оøибо÷но относит pозовуþ тpаек-
тоpиþ к кpасноìу поäкëастеpу, и в этоì поäкëа-
стеpе по ìеpе косинуса она оказывается канäиäатоì
на постоpоннþþ. В pезуëüтате ноpìаëüная тpаек-
тоpия зеëеноãо поäкëастеpа иäентифиöиpуется как
постоpонняя (показана жеëтыì öветоì на pис. 4, в).
В синеì поäкëастеpе ãоëубыì öветоì показан кан-
äиäат на постоpоннþþ тpаектоpиþ. Кëассификаöия
аëãоpитìоì LSCC, пpеäëоженныì в pаботе [2]
(сì. pис. 4, б), показана в кооpäинатах äвух пеpвых
стоëбöов восстановëенных äанных (сì. pис. 3). На
pис. 4, г аëãоpитì LSCC в ìоäеëи 5-ìеpных ëиней-
ных поäпpостpанств пpавиëüно относит эту тpаек-
тоpиþ к зеëеноìу поäкëастеpу, но в этоì поäкëа-
стеpе она оказывается канäиäатоì на постоpоннþþ
(показана жеëтыì öветоì). Тепеpü в кpасноì поä-
кëастеpе по ìеpе косинуса пpавиëüно опpеäеëяет-
ся канäиäат на постоpоннþþ тpаектоpиþ (показа-
на pозовыì öветоì).

Заключение

В pаботе показано, как кëастеpизаöия тpаекто-
pий äвижения саìоëетов пpи посаäке в аэpопоpту
осуществëяется ãеоìетpи÷ескиì ìетоäоì, пpи ко-
тоpоì набоp ìноãоìеpных вектоpов ìоäеëиpуется
объеäинениеì d-ìеpных аффинных поäпpостpанств,
заìеняеìых öентpоиäаìи как пpототипаìи кëа-
стеpов. Поэтоìу у÷итывается не бинаpное, а d-аp-
ное поäобие, и пpинаäëежностü pассìатpиваеìоãо
набоpа тpаектоpий (ìноãоìеpных вектоpов) к кëа-
стеpу оöенивается тензоpоì (ìноãоìеpныì) бëи-
зости поpяäка (d + 2), котоpый pазвоpа÷ивается в
ìатpиöу бëизости (поäобия) вектоpов, обеспе÷и-
вая эффективное испоëüзование спектpаëüноãо
ìетоäа. Оöенка бëизости в кëастеpе (по ìеpе ко-
синуса) обнаpуживает потенöиаëüно постоpонние
тpаектоpии äвижения саìоëетов в зоне pиска.
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Problem of clustering trajectories is pre-conditioned by a need to organize motion of objects under control. The polynomial re-
gression method is the best approach to trajectory cluster selection, which estimates a form of general trajectory of each cluster.
For a set of sufficiently heterogeneous trajectories, the defined clusters are heterogeneous also. For the inhomogeneous cluster, its
polynomial regression is a too strong abstraction. To demonstrate the cluster heterogeneity (and, thus, non full clustering trajec-
tories) a method of dimension reducing is in need. As K d-flats algorithm is a generalization of K-means algorithm where d-di-
mensional best fit affine sets replace centroids as the cluster prototypes, a similar modification of spectral clustering method is in
use in paper. This is geometric method to obtain vector clustering model in form of affine space union. Vector set similarity is es-
timated by multi-dimensional affinity tensor, for which matrix representation is in use. Next it is analyzed by spectral method. As
example, clustering results of airplane fly trajectories in an airport space is under study. Defining the cluster central trajectory with
affinity estimation by cosine measure in use gives an opportunity to determine the cluster outlying trajectories in potential, which
represent fly trajectories located in a risk zone.

Keywords: data mining, multi-dimensional trajectories, model of affine space union, polar curvature, spectral clustering


