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Комбиниpованные методы pешения ваpиационных задач
с заданной стpуктуpой экстpемали и огpаничениями

Введение

Мноãие пpикëаäные заäа÷и оптиìизаöии из pаз-
ëи÷ных обëастей пpактики своäятся к поиску äвух-
иëи тpехìеpных кpивых, котоpые äоëжны уäовëе-
твоpятü усëовияì ãëаäкости и äpуãиì оãpани÷енияì.
Пpи этоì некотоpый интеãpаëüный показатеëü,
оäнозна÷но опpеäеëяеìый äëя кажäой äопустиìой
кpивой, äоëжен пpиниìатü ìиниìаëüное зна÷ение.
Дpуãиìи сëоваìи, тpебуется найти экстpеìаëü за-
äанноãо функöионаëа, уäовëетвоpяþщуþ систеìе
оãpани÷ений.
Пpиìеpоì таких заäа÷ ìоãут сëужитü поиск оп-

тиìаëüных тpасс (пëана и пpоäоëüноãо пpофиëя)
пpоектиpуеìых äоpоã и äpуãих ëинейных сооpуже-
ний как на этапе новоãо стpоитеëüства, так и на
этапе pеконстpукöии. Функöионаë отpажает стpои-
теëüные затpаты иëи пpивеäенные затpаты на
стpоитеëüство и экспëуатаöиþ сооpужения.
Пpинöипиаëüная особенностü таких заäа÷, за-

кëþ÷ается в тоì, ÷то искоìая кpивая (экстpеìаëü)
äоëжна состоятü из эëеìентов заäанноãо виäа. В за-
висиìости от виäа сооpужения в ка÷естве эëеìен-
тов ìоãут испоëüзоватüся отpезки пpяìых, äуãи ок-
pужностей, паpабоë, кëотоиä и äp.
Паpаìетpы эëеìентов äоëжны уäовëетвоpятü

оãpани÷енияì на пеpвые пpоизвоäные и кpивизну.
Дëины эëеìентов также оãpани÷ены. Чисëо эëе-
ìентов искоìой кpивой неизвестно.
Цеëесообpазностü оптиìизаöии пpоектов таких

äоpоãостоящих объектов, как жеëезные и автоìо-
биëüные äоpоãи, о÷евиäна. В ÷астности, в усëовиях
пеpесе÷енноãо pеëüефа и сëожной ãеоëоãии затpа-
ты на стpоитеëüство и посëеäуþщуþ экспëуатаöиþ
ìоãут бытü существенно снижены пpи оптиìаëü-
ноì pаспоëожении тpассы пpоектиpуеìой äоpоãи на
ìестности. Это быëо установëено еще 40 ëет тоìу
назаä пpи пpоектиpовании отäеëüных у÷астков
БАМ на таких ЭВМ, как БЭСМ 4 [1].

Отìе÷енные особенности заäа÷и, затpуäняþщие
pазpаботку аëãоpитìов и пpоãpаìì вìесто утpа÷ен-
ных в 90-х ãоäах, а также отсутствие заинтеpесован-
ности пpоектиpовщиков и стpоитеëей в снижении
стpоитеëüных затpат пpивеëи к тоìу, ÷то ìатеìа-
ти÷еские ìетоäы оптиìизаöии тpасс пpакти÷ески
не пpиìеняþтся. С÷итается äостато÷ныì испоëü-
зование pазноãо pоäа эвpисти÷еских аëãоpитìов в
пpоöессе интеpактивноãо пpоектиpования.
В настоящее вpеìя äаже в наибоëее совеpøен-

ных совpеìенных систеìах автоìатизиpованноãо
пpоектиpования (САПP), таких как CARD/1 [2],
Bentley Rail Track [3], иëи их pоссийские анаëоãи
Topomaic Robur [4] и Geonics [5], коìпüþтеp ис-
поëüзуется äëя pеøения сопутствуþщих pутинных
заäа÷, но не как инстpуìент выpаботки оптиìаëü-
ных пpоектных pеøений.
Известно, ÷то в оäних и тех же усëовиях, pаспо-

ëаãая оäной и той же инфоpìаöией, pазëи÷ные спе-
öиаëисты пpеäëаãаþт pазëи÷ные ваpианты пpоект-
ных pеøений. Pассìотpение оãpани÷енноãо ÷исëа
интуитивно назна÷аеìых ваpиантов не ãаpантиpует
бëизостü к оптиìуìу коне÷ноãо pезуëüтата такоãо
пpоöесса. В то же вpеìя известно, ÷то относи-
теëüно небоëüøие изìенения поëожения тpассы
на ìестности ìоãут пpивоäитü к существенныì из-
ìененияì затpат на стpоитеëüство и экспëуатаöиþ
äоpоãи [6].
Сëеäоватеëüно, пpобëеìа pазpаботки аäекват-

ных ìатеìати÷еских ìоäеëей и ìатеìати÷ески
коppектных аëãоpитìов оптиìизаöии тpасс новых
äоpоã остается актуаëüной. Это явëяется ãëавныì
напpавëениеì совеpøенствования САПP ëиней-
ных сооpужений.
Цеëü настоящей статüи — показатü, как исхоä-

ная ваpиаöионная заäа÷а, не pеøаеìая кëасси÷е-
скиìи ìетоäаìи, ìожет бытü pеøена с поìощüþ
коìбинаöии ìетоäов неëинейноãо и äинаìи÷ескоãо
пpоãpаììиpования.

Pассматpивается задача поиска экстpемали заданного функционала (двух- или тpехмеpной кpивой), котоpая должна
удовлетвоpять целому pяду огpаничений. Специфическая особенность искомой кpивой заключается в том, что она
должна состоять из элементов заданного вида, на паpаметpы котоpых накладываются огpаничения. Число элементов
не известно и пpедстоит опpеделению в пpоцессе pешения задачи. Такие задачи возникают, в частности, пpи пpоек-
тиpовании тpасс линейных сооpужений. Пpедлагается многоэтапный подход с использованием методов нелинейного и
динамического пpогpаммиpования.
Ключевые слова: функционал, целевая функция, нелинейное пpогpаммиpование, пpиведенный антигpадиент, дина-

мическое пpогpаммиpование
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В этой статüе äана общая постановка исхоäной
ваpиаöионной заäа÷и и pассìотpены наибоëее ти-
пи÷ные ÷астные сëу÷аи. Даëее пpеäставëены ìате-
ìати÷еские ìоäеëи. Сëу÷ай поиска äвуìеpной кpи-
вой pассìотpен поäpобно, на÷иная с опpеäеëения
÷исëа эëеìентов и кон÷ая оптиìизаöией их паpа-
ìетpов. Пpи этоì pеаëизаöия ìетоäов неëинейно-
ãо и äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования в конкpет-
ных аëãоpитìах буäет основыватüся на спеöифи-
÷еских особенностях систеìы оãpани÷ений.

1. Постановка задачи и математические модели

Найти тpехìеpнуþ кpивуþ x(s), y(s), z(s), äëя
котоpой äостиãается

min F(x(s), y(s), z(s))ds. (1)

Зäесü s — текущая äëина кpивой, a S — неиз-
вестная суììаpная äëина кpивой, соеäиняþщей äве
заäанные то÷ки А и В. F(x(s), y(s), z(s)) — заäанная
функöия, иìеþщая непpеpывные пеpвые ÷астные
пpоизвоäные по всеì тpеì своиì аpãуìентаì.
В поäыинтеãpаëüной функöии F в ка÷естве аpãу-
ìентов ìоãут пpисутствоватü ÷астные пpоизвоäные
функöий x(s), y(s), z(s), на котоpые накëаäываþтся
оãpани÷ения. Оãpани÷ения в виäе неpавенств ìоãут
накëаäыватüся и на кооpäинаты отäеëüных то÷ек
искоìой кpивой.
Пpиìенитеëüно к пpоектиpованиþ оптиìаëüных

тpасс ëинейных сооpужений x(s), y(s) заäаþт пëан
тpассы, a z(s) — ее пpоäоëüный пpофиëü. Пpи этоì

z(s) — оäнозна÷ная функöия и  m v, ãäе v (ìак-

сиìаëüный пpоäоëüный укëон) иìеет зна÷ение в
нескоëüко пpоìиëëе, и потоìу отëи÷ие äëины ис-
коìой кpивой от äëины ее пpоекöии на ãоpизон-
таëüнуþ пëоскостü пpакти÷ески несущественно.
Оãpани÷ение на укëон ìожет бытü и äвустоpонниì.
Оãpани÷ена не тоëüко пеpвая пpоизвоäная в пpо-

äоëüноì пpофиëе, но и кpивизна в пëане и пpо-
äоëüноì пpофиëе, а также кооpäинаты отäеëüных
то÷ек (напpиìеp, пpи пеpесе÷ении воäотоков и су-
ществуþщих коììуникаöий).

Pассìатpиваеìая заäа÷а иìеет существенные от-
ëи÷ия от заäа÷, pассìатpиваеìых в ваpиаöионноì
ис÷исëении [7]. Пpежäе всеãо это наëи÷ие оãpани-
÷ений в виäе неpавенств. Даже в сëу÷ае отсутствия
äопоëнитеëüных усëовий, в соответствии с кото-
pыìи искоìая кpивая äоëжна состоятü из эëеìентов
заäанноãо виäа, отìе÷енные особенности не по-
звоëяþт испоëüзоватü аппаpат кëасси÷ескоãо ва-
pиаöионноãо ис÷исëения, в ÷астности уpавнения
Эйëеpа [7], äëя pеøения pассìатpиваеìой заäа÷и.
Есëи в (1) функöии x(s), y(s) заäаны, то поëу÷аеì

заäа÷у поиска пëоской кpивой z(s), пpи этоì z(s) —
оäнозна÷ная функöия.

Дpуãая ÷астная заäа÷а возникает пpи поиске кpи-
вой на пëоскости XOY, т. е. пpи поиске функöий
x(s),y(s). В этоì сëу÷ае искоìая кpивая не обяза-
теëüно явëяется ãpафикоì оäнозна÷ной функöии.
Пpиìенитеëüно к пpоектиpованиþ тpасс ëиней-

ных сооpужений поиск z(s) соответствует пpоекти-
pованиþ оптиìаëüноãо пpоäоëüноãо пpофиëя пpи
заäанноì поëожении тpассы в пëане. Эта заäа÷а
ìожет иìетü саìостоятеëüное зна÷ение пpи пpоек-
тиpовании тpасс в обжитых pайонах из-за отсутст-
вия возìожности ваpüиpования в пëане. В ка÷естве
пpиìеpа äостато÷но вспоìнитü истоpиþ защиты
Хиìкинскоãо ëеса.
Поиск пëоской кpивой x(s), y(s) соответствует

пpоектиpованиþ пëана тpассы в усëовиях, коãäа
пpоäоëüный пpофиëü оäнозна÷но опpеäеëяется этиì
пëаноì иëи сëабо зависит от неãо. Пpиìеpоì ìожет
сëужитü пpокëаäка тpанøей на заäанной ãëубине,
пpоектиpование тpасс новых жеëезных äоpоã на
у÷астках напpяженноãо хоäа [8] иëи пpоектиpова-
ние пëана тpассы pеконстpуиpуеìой жеëезной äо-
pоãи (выпpавка пути) [8].

Pассìотpиì поäpобнее äвуìеpные заäа÷и пpиìе-
нитеëüно к пpоектиpованиþ тpасс жеëезных äоpоã.
В сëу÷ае пpоектиpования пpоäоëüноãо пpофиëя

искоìая пpоектная ëиния z(s) — это ëоìаная ëи-
ния, соеäиняþщая на÷аëüнуþ и коне÷нуþ то÷ки,
÷исëо эëеìентов котоpой неизвестно.
Есëи обозна÷итü пpофиëü зеìëи H(s), то в пеp-

воì пpибëижении заäа÷а состоит в сëеäуþщеì. По
заäанной H(s) найти такуþ ëоìануþ z(s), ÷тобы она
уäовëетвоpяëа всеì оãpани÷енияì, и быë

min F(z(s), H(s), s)ds, (2)

ãäе S0 — заäанная äëина тpассы в пëане, а функöия
F ìоäеëиpует затpаты на эëеìенте äëины.

Pеаëüные ìоäеëи äоëжны у÷итыватü констpук-
öии попеpе÷ных пpофиëей зеìëяноãо поëотна, на-
ëи÷ие воäопpопускных и äpуãих искусственных со-
оpужений, pаспpеäеëение зеìëяных ìасс и спосо-
бы пpоизвоäства зеìëяных pабот и äp. Эти ìоäеëи
поäpобно pассìотpены в pаботах [8—10].
Заäа÷а ваpиаöионноãо ис÷исëения (2) своäится

к заäа÷е неëинейноãо пpоãpаììиpования, обëа-
äаþщей интеpесныìи особенностяìи независиìо
от конкpетноãо виäа функöии F.
Поскоëüку ÷исëо эëеìентов искоìой ëоìаной

неизвестно, то пpихоäится с÷итатü, ÷то пеpеëоìы
пpофиëя зеìëи и пpоектной ëинии (т. е. пpофиëя
тpассы) иìеþт оäни и те же абсöиссы. Пpофиëü
зеìëи всеãäа пpеäставëен в виäе ëоìаной с неpавно-
ìеpныì øаãоì, и такое äопущение позвоëяет фик-
сиpоватü ÷исëо эëеìентов n (pазìеpностü заäа÷и) и
äëины si эëеìентов (в пëане). Пpи этоì поëу÷ится
ëоìаная с бо́ëüøиì, ÷еì нужно, ÷исëоì эëеìентов,
но из-за ìноãо÷исëенных оãpани÷ений ее откëо-
нения от окон÷атеëüной z(s) невеëики [8]. Иäея в
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тоì, ÷тобы найти эту ëоìануþ путеì pеøения за-
äа÷и оптиìизаöии, затеì пpеобpазоватü ее в ëоìа-
нуþ с эëеìентаìи, äëины котоpых не ìенее äопус-
тиìой äëины, опpеäеëив теì саìыì pеаëüнуþ pаз-
ìеpностü заäа÷и и на÷аëüное пpибëижение, и на
посëеäнеì этапе выпоëнитü оптиìизаöиþ пpи всех
оãpани÷ениях и необхоäиìых уто÷нениях öеëевой
функöии. Такой ìноãоэтапный пpоöесс с уто÷не-
ниеì ìатеìати÷еской ìоäеëи и ее паpаìетpов яв-
ëяется обы÷ныì äëя pеøения сëожных пpоектных
заäа÷ твоp÷ескоãо хаpактеpа.
Зная ÷исëо и äëины эëеìентов искоìой ëоìа-

ной, ìожно анаëити÷ески выpазитü все оãpани÷е-
ния на z(s), есëи пpинятü в ка÷естве неизвестных zi
(i = 1, 2, ..., n) ее оpäинаты в то÷ках пеpеëоìа. Эти
оãpани÷ения äеëятся на тpи ãpуппы:

на оpäинаты в отäеëüных то÷ках zi m  иëи

zi l ;

на укëоны эëеìентов пpофиëя:

ai m (zi + 1 – zi)/si m bi (i = 1, 2, ..., n – 1),

ãäе si — äëины эëеìентов. Эти оãpани÷ения явëя-
þтся äискpетныìи анаëоãаìи оãpани÷ений на пеp-
вуþ пpоизвоäнуþ; bi, ci, di — заäанные константы; 
на pазности укëонов сìежных эëеìентов:

ci m (zi + 2 – zi + 1)/si + 1 – (zi + 1 – zi)/si m di
(i = 1, 2, ..., n – 1).

Эти оãpани÷ения явëяþтся äискpетныìи анаëо-
ãаìи оãpани÷ений на кpивизну.
В сиëу ìаëости пpоектных укëонов äëина эëе-

ìента и еãо пpоекöии пpакти÷ески совпаäаþт.
Интеãpаë (2) пpевpащается в суììу [9, 10] и по-

ëу÷ается сëеäуþщая заäа÷а неëинейноãо пpоãpаì-
ìиpования с ëинейной систеìой оãpани÷ений.
Найти minΦ(х, с) пpи Ax m b, ãäе х — вектоp не-

известных, с — вектоp паpаìетpов, ìатpиöа А и
вектоp b заäаþт систеìу ëинейных оãpани÷ений,
Φ (х, с) — öеëевая функöия.
В сëу÷ае пpоектиpования пëана тpассы pазëи÷-

ных ëинейных сооpужений, т. е. пpи поиске функ-
öий x(s), y(s), эëеìентаìи искоìой ëинии ìоãут бытü
отpезки пpяìых, окpужностей, паpабоë, кëотоиä и
äp. Чисëо эëеìентов неизвестно. Оãpани÷ены ìи-
ниìаëüные äëины эëеìентов, ìаксиìаëüная кpи-
визна и кооpäинаты отäеëüных то÷ек. Искоìая
кpивая ìожет бытü пpибëиженно пpеäставëена в
виäе ëоìаной ëинии с боëüøиì, но известныì
÷исëоì эëеìентов. В ка÷естве пеpеìенных ìоãут
бытü пpиняты кооpäинаты веpøин искоìой ëоìа-
ной, ÷еpез котоpые анаëити÷ески выpажаþтся все
оãpани÷ения. Снова поëу÷ается заäа÷а неëинейно-
ãо пpоãpаììиpования, но с неëинейной систеìой
оãpани÷ений.
Пpи пpоектиpовании тpасс pеконстpуиpуеìых

жеëезных äоpоã в ка÷естве пеpеìенных уäобно

пpинятü не кооpäинаты хi, уi веpøин искоìой ëо-
ìаной, а сäвижки ui по ноpìаëяì (попеpе÷никаì)
в то÷ках съеìки пëана тpассы существуþщеãо пути
(CD на pис. 1). Чеpез эти сäвижки также ìожно
выpазитü все оãpани÷ения на искоìуþ кpивуþ.
Пpи этоì поëу÷иì заäа÷у неëинейноãо пpоãpаì-
ìиpования с ìенüøиì ÷исëоì пеpеìенных. 
Иìеþтся сëеäуþщие виäы оãpани÷ений:
1. Кpивизна окpужности, пpовеäенной ÷еpез ëþ-

бые тpи сìежные то÷ки в пëане, äоëжна бытü в за-
äанных пpеäеëах kmini m k(ui – 1, ui, ui + 1) m kmaxi, ãäе

k(ui – 1, ui, ui + 1) = . (3)

В ÷исëитеëе (3) стоит опpеäеëитеëü тpетüеãо по-
pяäка, в котоpый вхоäят äекаpтовы кооpäинаты
тpех сìежных то÷ек, а в знаìенатеëе — пpоизвеäе-
ние pасстояний l ìежäу этиìи то÷каìи. Опpеäеëи-
теëü — это уäвоенная пëощаäü тpеуãоëüника с веp-
øинаìи в pассìатpиваеìых то÷ках. Это известная
фоpìуëа äëя pаäиуса описанной окpужности
R = abc/(4S), ãäе а, b, с — äëины стоpон, S — пëо-
щаäü тpеуãоëüника.
Чеpез пеpеìенные ui (i = 1, 2, ..., n) выpажаеì

сна÷аëа äекаpтовы кооpäинаты то÷ек пеpесе÷ения
пëана тpассы с попеpе÷никаìи

хi = x0i + uicosαi; yi = y0i + ui sinαi,

затеì ÷еpез них вы÷исëяеì pасстояния ìежäу то÷-
каìи и кpивизну. Зäесü x0i, y0i — кооpäинаты на-
÷аëüной то÷ки на i-й ноpìаëи, αi — уãоë ноpìаëи
с осüþ X.

2. Оãpани÷ения на кооpäинаты отäеëüных то÷ек,
вкëþ÷ая усëовия пеpесе÷ения äpуãих коììуника-
öий и воäотоков, тепеpü записываþтся пpосто: 

сk m uk m dk,

ãäе k — ноìеp ноpìаëи, соответствуþщей коììу-
никаöии иëи воäотоку. Таких оãpани÷ений ìожет
бытü ìноãо. Дëя стpоãо фиксиpованных то÷ек сk = dk.
Оãpани÷ения на пëан тpассы существенно не-

ëинейны.

zi
max

zi
min

Pис. 1. Дискpетное пpедставление тpассы 

2

xi 1– yi 1– 1

xi yi 1

xi 1+ yi 1+ 1

li 1– i, li 1– i 1+, li i 1+,
--------------------------------------
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2. Особенности возникающих задач нелинейного 
пpогpаммиpования и методы их pешения

Заäа÷и неëинейноãо пpоãpаììиpования, поëу÷ае-
ìые пpи äискpетноì пpеäставëении искоìой экс-
тpеìаëи, обëаäаþт существенныìи особенностяìи,
обусëовëенныìи спеöификой pассìатpиваеìых
объектов. Эти особенности относятся пpежäе всеãо
к систеìаì оãpани÷ений на искоìуþ экстpеìаëü.
Так, ни оäно из оãpани÷ений не связывает боëü-

øе тpех сìежных пеpеìенных. Это озна÷ает, ÷то в
ëинейноì сëу÷ае (пpоектиpование пpоäоëüноãо
пpофиëя) ìатpиöа систеìы оãpани÷ений иìеет бëо÷-
ный хаpактеp. Бëоки, соответствуþщие отìе÷енныì
выøе типаì оãpани÷ений, соäеpжат в кажäой стpоке
тоëüко оäин, äва иëи тpи ненуëевых эëеìента. Это
позвоëяет постpоитü итеpаöионный пpоöесс, на
кажäоì øаãе котоpоãо пpи ëþбоì набоpе активных
оãpани÷ений напpавëение спуска опpеäеëяется без
pеøения систеì ëинейных уpавнений. В ка÷естве
такоãо напpавëения пpиниìается пpивеäенный
антиãpаäиент [11, 12].
Есëи Аk — ìатpиöа систеìы активных оãpани÷е-

ний на k-й итеpаöии и N(Ak) — ее нуëü-пpостpан-
ство [12], то отìе÷енные свойства систеìы оãpани-
÷ений äëя ëþбоãо активноãо набоpа позвоëяþт
ëеãко постpоитü базис в N(Ak) [13]. Есëи С — базис-
ная ìатpиöа и f — антиãpаäиент öеëевой функöии,
то ССтf, называеìый пpивеäенныì антиãpаäиен-
тоì, явëяется напpавëениеì спуска. Действитеëüно,
еãо скаëяpное пpоизвеäение на антиãpаäиент неот-
pиöатеëüно, так как (ССтf, f ) = (Cтf, Cтf) l 0.
Систеìа неëинейных оãpани÷ений, поëу÷аеìая

пpи äискpетноì пpеäставëении пëана тpассы, также
в кажäоì из неpавенств соäеpжит не боëее тpех
сìежных пеpеìенных. Пpи ее ëинеаpизаöии в те-
кущей итеpаöионной то÷ке поëу÷ается систеìа ëи-
нейных неpавенств, обëаäаþщая отìе÷енныìи
особенностяìи. Это позвоëяет постpоитü базис в
нуëü-пpостpанстве, соответствуþщеì касатеëüной
пëоскости. Но спуск из текущей итеpаöионной
то÷ки öеëесообpазно осуществëятü не в касатеëü-
ной пëоскости, а по кpивой в ãpани÷ной повеpх-
ности без наpуøения активных неëинейных оãpани-
÷ений. Касатеëüная к этой кpивой совпаäает с на-

пpавëениеì спуска в касатеëüной пëоскости. В этоì
состоит сìысë ìетоäа базисных сìещений [14].
Пустü нa некотоpой итеpаöии то÷ки с i-й по

(i + m)-þ ëежат на кpивой пpеäеëüноãо pаäиуса
(pис. 2). Ее на÷аëüное поëожение АВ. Необхоäиìо
найти такие изìенения пеpеìенных ui, ui + 1, ..., ui + m,
пpи котоpых pаäиус остается пpеäеëüныì. Это оз-
на÷ает, ÷то окpужностü сìещается как еäиное öе-
ëое, и ëþбое ее сìещение ìожно пpеäставитü как
коìбинаöиþ äвух сìещений, напpиìеp, сäвиã вäоëü
некотоpой пpяìой и повоpот в пëоскости вокpуã
некотоpоãо öентpа. В ка÷естве пpяìой ìожно взятü
ëþбуþ ноpìаëü с ноìеpоì i m k m i + m, а за öентp
вpащения пpинятü то÷ку пеpесе÷ения пëана тpас-
сы и выбpанной ноpìаëи. На pис. 2 это то÷ка М на
попеpе÷нике с ноìеpоì r. Пустü а — сìещение ок-
pужности вäоëü попеpе÷ника, а ϕ — уãоë повоpота.
Есëи веëи÷ины а и ϕ известны, то пpиpащения Δuk
(i m k m i + m) вы÷исëяþтся ÷еpез а, ϕ, уãëы ноpìаëей
с осüþ ОХ и исхоäные зна÷ения uk (i m k m i + m).
Есëи на окpужности оказаëасü оäна то÷ка, у ко-

тоpой кооpäината uj иìеет ìиниìаëüное иëи ìак-
сиìаëüное зна÷ение, то ее сëеäует пpинятü за öентp
вpащения, а соответствуþщий j-й попеpе÷ник — за
ëиниþ сäвиãа. В этоì сëу÷ае а =0, и все искоìые
сìещения по попеpе÷никаì опpеäеëяþтся уãëоì
повоpота.
Есëи на окpужности пpеäеëüноãо pаäиуса ока-

заëосü äве иëи боëее фиксиpованных то÷ек, то ис-
коìые сìещения иëи пpиpащения кооpäинат Δuk
(i m k m i + m) pавны нуëþ.
Набоp ëинейно независиìых базисных сìеще-

ний явëяется анаëоãоì базиса в ëинейноì сëу÷ае.
Пpи ëинеаpизаöии базисных сìещений поëу÷ается
базис в соответствущеì еìу нуëü-пpостpанстве.
Важно отìетитü, ÷то отìе÷енные особенности

систеì оãpани÷ений как в ëинейноì, так и в неëи-
нейноì сëу÷ае позвоëяþт без ãpоìозäких вы÷ис-
ëений осуществëятü ìоäификаöиþ активноãо на-
боpа [13].

3. Опpеделение числа элементов экстpемали 
и постpоение начального пpиближения

Pеøение заäа÷и неëинейноãо пpоãpаììиpования
äает экстpеìаëü в виäе ëоìаной ëинии. Ее ÷исëо
эëеìентов опpеäеëяется спеöификой оптиìизиpуе-
ìоãо объекта и тpебуеìой то÷ностüþ pеøения за-
äа÷и. Оäнако это ÷исëо существенно боëüøе, ÷еì
тpебуется, есëи изна÷аëüно быëи оãpани÷ения на
ìиниìаëüнуþ äëину эëеìента. Поэтоìу необхоäиìо
пpеобpазоватü поëу÷еннуþ ëоìануþ с ìиниìаëü-
ныìи откëоненияìи от нее в посëеäоватеëüностü
эëеìентов заäанноãо виäа с собëþäениеì всех оãpа-
ни÷ений, вкëþ÷ая оãpани÷ения по ìиниìаëüной
äëине эëеìента. Поскоëüку экстpеìаëü в виäе ëо-
ìаной уäовëетвоpяет всеì оãpани÷енияì (кpоìе
оãpани÷ений по ìиниìаëüной äëине эëеìента), то
ее откëонения от искоìой посëеäоватеëüности эëе-Pис. 2. Пpимеp базисного смещения (сдвиг + повоpот)
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ìентов оказываþтся ìноãо ìенüøе, ÷еì øиpина ис-
хоäной обëасти поиска оптиìаëüноãо pеøения [14].
Это позвоëяет испоëüзоватü pазpаботанные pанее
аëãоpитìы äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования äëя
pеøения возникаþщих заäа÷ аппpоксиìаöии по-
ëу÷енной ëоìаной пëоской кpивой, состоящей из
эëеìентов заäанноãо виäа пpи наëи÷ии оãpани÷е-
ний, pассìотpенных выøе [15, 16].
Хаpактеpно, ÷то оãpани÷ения в äанноì сëу÷ае

способствуþт сокpащениþ вpеìени с÷ета из-за со-
кpащения ÷исëа äопустиìых ваpиантов.
Пpи пpоектиpовании пpоäоëüноãо пpофиëя же-

ëезных äоpоã ëоìаная ëиния, состоящая из коpотких
эëеìентов, пpеобpазуется в ëоìануþ же ëиниþ, но
с эëеìентаìи, äëина котоpых не ìенее заäанной
веëи÷ины. Аëãоpитì пpеобpазования поäpобно pас-
сìотpен в pаботах [8, 15].
Пpи пpоектиpовании пpоäоëüноãо пpофиëя ав-

тоìобиëüных äоpоã пpеобpазование ìожет осуще-
ствëятüся в систеìу паpабоë втоpой степени (в ÷а-
стности, отpезков пpяìых) иëи в систеìу кpуãовых
кpивых с иëи без пpяìых вставок. Соответствуþ-
щие аëãоpитìы äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования
пpивеäены в pаботах [8, 16, 17].
Пpи пpоектиpовании пëана тpассы пpеобpазова-

ние ëоìаной в посëеäоватеëüностü кpуãовых кpи-
вых с пpяìыìи вставкаìи особых сëожностей не
вызывает. Особенностü тоëüко в тоì, ÷то искоìая
экстpеìаëü в общеì сëу÷ае не явëяется ãpафикоì
оäнозна÷ной функöии. Поэтоìу äëя испоëüзования
äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования сетка ваpüиpо-
вания стpоится с испоëüзованиеì ноpìаëей [14].
Пpеобpазование ëоìаной в посëеäоватеëüностü

кpуãовых и пpяìых, сопpяãаеìых кëотоиäаìи, по-
тpебоваëо pазpаботки отäеëüноãо аëãоpитìа, так как
с поìощüþ äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования эту
заäа÷у pеøитü не уäаëосü.

4. Оптимизация начального пpиближения

Экстpеìаëü, поëу÷аеìая посëе пpеобpазования
ëоìаной ëинии, äоëжна pассìатpиватüся как на-
÷аëüное пpибëижение äëя поëу÷ения окон÷атеëü-
ноãо pеøения.
Сìысë этапов pас÷ета ëоìаной ëинии и ее пpе-

обpазования состоит в опpеäеëении pазìеpности
заäа÷и (÷исëа эëеìентов) и постpоении на÷аëüноãо
пpибëижения. Деëо не тоëüко в тоì, ÷то äинаìи÷е-
ское пpоãpаììиpование не обеспе÷ивает то÷ности
pеøения заäа÷и из-за äискpетности ваpüиpования,
но в таких заäа÷ах, как пpоектиpование пpоäоëü-
ноãо пpофиëя новых äоpоã, иìеется äопоëнитеëü-
ная взаиìосвязü эëеìентов в насыпях и выеìках,
сооpужаеìых совìестно. Цеëевая функöия в этоì
сëу÷ае не ìожет вы÷исëятüся äëя кажäоãо эëеìен-
та отäеëüно, ÷то не позвоëяет испоëüзоватü äина-
ìи÷еское пpоãpаììиpование [14].
Есëи искоìая экстpеìаëü состоит тоëüко из пpя-

ìоëинейных эëеìентов, как это иìеет ìесто пpи

пpоектиpовании пpоäоëüноãо пpофиëя жеëезных
äоpоã, то оптиìизаöия на÷аëüноãо пpибëижения
осуществëяется с поìощüþ тоãо же аëãоpитìа не-
ëинейноãо пpоãpаììиpования, ÷то и на пеpвоì
этапе пpи постpоении ëоìаной. В этоì сëу÷ае оp-
äината ëþбой то÷ки искоìой экстpеìаëи ëинейно
зависит от оpäинат конöов соответствуþщеãо эëе-
ìента, поэтоìу äобавëен тоëüко пеpес÷ет пpоиз-
воäных öеëевой функöии по оpäинатаì конöов ко-
pотких эëеìентов в пpоизвоäные по оpäинатаì
конöов эëеìентов искоìой экстpеìаëи.
Пpи испоëüзовании паpабоëи÷еских эëеìентов

уäобно взятü в ка÷естве неизвестных не оpäинаты,
а укëоны конöов эëеìентов.

Pассìотpиì сëу÷ай фиксиpованных укëонов в
на÷аëüной и коне÷ной то÷ках.
Уpавнение кажäой паpабоëы в äекаpтовой сис-

теìе кооpäинат (l, H), поìещенной в на÷аëо эëе-
ìента, иìеет виä 

H = аl 2 + bl + с, 

ãäе с — оpäината в на÷аëüной то÷ке эëеìента; b —
укëон в на÷аëе эëеìента; l — pасстояние от на÷аëа
эëеìента.
Есëи с÷итатü неизвестныìи все укëоны — паpа-

ìетpы bj ( j = 1, 2, ..., n + 1), ãäе n — ÷исëо эëеìен-
тов, то ÷еpез эти укëоны ìожно найти оpäинату
ëþбой то÷ки, с÷итая заäанной оpäинату на÷аëüной
то÷ки. Действитеëüно, паpаìетp aj кажäой паpабо-
ëы вы÷исëяется ÷еpез укëоны в ее на÷аëüной и ко-
не÷ной то÷ках, так как äëина эëеìента Lj известна:

aj = (bj + 1 – bj)/(2Lj); (4)

cj + 1 = (bj + 1 + bj)Lj/2 + cj. (5)

Это озна÷ает, ÷то пpи ëþбой коìбинаöии паpа-
ìетpов bj ìожно вы÷исëитü все оpäинаты, котоpые
pанüøе с÷итаëисü независиìыìи пеpеìенныìи, а
сëеäоватеëüно, и ÷астные пpоизвоäные (ãpаäиент)
öеëевой функöии. Дëя этоãо нужно посëеäоватеëü-
но вы÷исëятü паpаìетpы аj и cj + 1 по фоpìуëаì (4)
и (5). 
Оãpани÷ения по укëонаì записываþтся совсеì

пpосто:

 m bj m .

Оãpани÷ения по pаäиусаì: 

Lj/  m bj + 1 – bj m Lj/ .

Зäесü  < 0 и  > 0 — ìиниìаëüно äо-
пустиìые pаäиусы выпукëой и воãнутой кpивых
соответственно.
Систеìа оãpани÷ений ÷pезвы÷айно пpоста, по-

этоìу пpи ëþбоì набоpе активных оãpани÷ений по
укëонаì и pаäиусаì äëя соответствуþщеãо у÷астка
сäвиã в пpостpанстве укëонов невозìожен пpи на-
ëи÷ии хотя бы оäноãо пpеäеëüноãо укëона (нуëевой

bj
min bj

max

Rj
min1 Rj

min2

Rj
min1 Rj

min2
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у÷асток) иëи есëи активны тоëüко оãpани÷ения по
pаäиусаì, то все коìпоненты еäинственноãо ба-
зисноãо вектоpа pавны еäиниöе (у÷асток сäвиãа).
Отìетиì, ÷то в исхоäноì кооpäинатноì пpостpан-
стве нуëевой у÷асток соответствует сäвиãу по оси
оpäинат, а у÷асток сäвиãа соответствует повоpоту
с öентpоì в на÷аëüной то÷ке у÷астка.
Оäнако естü еще и оãpани÷ения на оpäинаты от-

äеëüных то÷ек, в ÷астности, всеãäа активное оãpа-
ни÷ение по выхоäу в заäаннуþ коне÷нуþ то÷ку.
Это обстоятеëüство не позвоëяет стpоитü напpав-
ëение спуска отäеëüно по у÷асткаì, есëи укëоны
эëеìентов ìежäу ниìи и кpивизна не пpеäеëüны.

Pассìатpиваëосü äва способа пpеоäоëения воз-
никаþщих тpуäностей [14]:
испоëüзование øтpафных функöий за наpуøе-
ние оãpани÷ений по оpäинатаì;
постpоение напpавëения спуска с поìощüþ pе-
øения вспоìоãатеëüных систеì ëинейных уpав-
нений, ÷исëо котоpых pавно ÷исëу активных оã-
pани÷ений по оpäинатаì.
Оäнако в äаëüнейøеì уäаëосü упpоститü аëãо-

pитì с поìощüþ спеöиаëüноãо пpиеìа пpеобpазо-
вания базиса. Дëя этоãо беpется канони÷еский базис
в пpостpанстве укëонов äëя всей искоìой экстpе-
ìаëи в öеëоì. Еìу соответствует еäини÷ная ìат-
pиöа Е.
Есëи с k-ão по k + m-й укëон иìееì нуëевой

у÷асток, то стоëбöы с k-ão по k + m-й из ìатpиöы
вы÷еpкиваþтся. Пpи этоì в ìатpиöе обpазуþтся
нуëевые стpоки.
Есëи с r-ãо по r + p-й укëон иìееì у÷асток сäви-

ãа, то соответствуþщие стоëбöы заìеняþтся их
суììой.
Обозна÷иì поëу÷енные вектоp-стоëбöы е1, е2,

..., еq.
Активное оãpани÷ение по оpäинате некотоpой

то÷ки тpебует, ÷тобы напpавëение спуска p1, p2, ..., pn
уäовëетвоpяëо äопоëнитеëüноìу усëовиþ 

α1p1 + α2p2 + ... + αkpk = 0. (6)

Зäесü αi (i = 1, 2, ..., k – 1) — äëины эëеìентов,
пpеäøествуþщих эëеìенту с ноìеpоì k, на кото-
pоì естü то÷ка с оãpани÷енной оpäинатой; αk —
÷астü äëины k-ãо эëеìента от еãо на÷аëа äо то÷ки
с оãpани÷енной оpäинатой. Даëее буäеì pассìат-
pиватü вектоp a, у котоpоãо пеpвые k коìпонент
pавны αi (i = 1, 2, ..., k) и αi = 0 пpи i > k, есëи k < n.
Усëовие (6) уìенüøает pазìеpностü нуëü-пpо-

стpанства и тpебует пpеобpазования базиса. Это
ìожно сäеëатü pазëи÷ныìи способаìи. Напpиìеp,
искëþ÷иì из базиса пеpвый из вектоpов еj, äëя ко-
тоpоãо (a, ej) ≠ 0. Остаëüные вектоpы пpеобpазуеì
по фоpìуëе

 = еk – ej. (7)

Линейная независиìостü пpеобpазованных ба-
зисных вектоpов ãаpантиpована, так как ëþбая их
ëинейная коìбинаöия явëяется ëинейной коìби-
наöией исхоäных базисных вектоpов. О÷евиäна и
оpтоãонаëüностü ëþбоãо из них вектоpу a.
Фоpìуëу (7) ìожно испоëüзоватü повтоpно пpи

наëи÷ии ëþбых äpуãих ëинейных оãpани÷ений.
Боëее тоãо, эта фоpìуëа позвоëяет постpоитü ба-

зис в нуëü-пpостpанстве ëþбой ìатpиöы с ëинейно
независиìыìи стpокаìи, на÷иная с канони÷ескоãо
базиса.
Пpи оптиìизаöии на÷аëüноãо пpибëижения экс-

тpеìаëи, не соответствуþщей оäнозна÷ной функ-
öии, напpиìеp, кpивой, состоящей из отpезков
пpяìых и кpуãовых кpивых иëи с äопоëнитеëüныì
сопpяжениеì пpяìых и кpуãовых кëотоиäаìи, в
ка÷естве пеpеìенных пpиниìаëисü äëины эëеìен-
тов и кpивизна кpуãовых кpивых.
Заäа÷а быëа pеøена с поìощüþ ìетоäа DFP-

оптиìизаöии [11]. 
Этот вопpос тpебует отäеëüноãо pассìотpения. 

Заключение

Pассìотpенные заäа÷и из обëасти пpоектиpова-
ния тpасс ëинейных сооpужений — это ÷астный
сëу÷ай pеøения ваpиаöионной заäа÷и, котоpой пpи-
сущи отìе÷енные выøе особенности. Поäобные
заäа÷и возникаþт и в äpуãих обëастях, напpиìеp,
в пëаниpовании и пpи упpавëении техноëоãи÷е-
скиìи пpоöессаìи.
Иäея коìбиниpованноãо пpиìенения ìетоäов

неëинейноãо и äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования
ìожет оказатüся поëезной и пpи pеøении ваpиа-
öионных заäа÷, в котоpых поäынтеãpаëüная функ-
öия соäеpжит не тоëüко искоìуþ экстpеìаëü, но и
ее пpоизвоäные.
К настоящеìу вpеìени коìбиниpованные ìетоäы

испоëüзуþтся в pазpаботанных автоpоì САПP,
пpеäназна÷енных äëя пpоектиpования тpасс новых
и pеконстpуиpуеìых жеëезных äоpоã. 
В этих интеpактивных систеìах в äиаëоãе пpоек-

тиpовщик — коìпüþтеp посëеäний выступает как
интеëëектуаëüный паpтнеp, способный выpабаты-
ватü оптиìаëüные pеøения с испоëüзованиеì ìа-
теìати÷еских ìоäеëей и ìатеìати÷ески коppект-
ных аëãоpитìов оптиìизаöии. В этоì пpинöипи-
аëüное отëи÷ие новых систеì от систеì, в котоpых
пpоектиpовщик поäбиpает эëеìенты пpоектноãо
pеøения, "поëзая по экpану коìпüþтеpа", а коì-
пüþтеp увязывает их, pеаëизуя твоp÷еский заìысеë
пpоектиpовщика. Миф о тоì, ÷то поäобныì обpа-
зоì äостиãаþтся оптиìаëüные pеøения весüìа ус-
той÷ив, но, буäеì наäеятüся, не ве÷ен.
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Under study is the problem of searching the extremal of given functional (two or three-dimensional curve), which must satisfy
a number of given restrictions. A specific feature of the desired curve is that it should consist of a given types elements, whose pa-
rameters are limited. The number of elements is unknown and to be determined in the process of solving the problem. Such problems
arise in particular when designing linear structures routes.

In the case searching of two-dimensional extremal piecewise linear and piecewise parabolic curves are considered. Such prob-
lems arise in the design of optimal longitudinal profile of railways and roads.

Multi-stage approach is proposed using the methods of nonlinear and dynamic programming.
In the first stage using nonlinear programming we define polyline consisting of elements of small length. In the second stage using

dynamic programming we determine a number of the elements and the initial approach for the third stage. In the third stage using
a special non-linear programming algorithm we find the optimal decision.

Keywords: functional, extremal, objective function, nonlinear programming, reduced antigradient, dynamic programming


