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Алгоpитм гаpантиpованного оценивания паpаметpа 
одномеpного хаотического отобpажения

Введение и постановка задачи

Моäеëи и ìетоäы хаоти÷еской äинаìики пpиìе-
няþт в pазëи÷ных обëастях иссëеäований: äинаìи÷е-
ская обpаботка и защита инфоpìаöии [1], ìоäеëиpо-
вание биоëоãи÷еских [2] и эконоìи÷еских [3] систеì.
Pаспpостpаненныì пpиëожениеì явëяется pекон-
стpукöия ìатеìати÷еской ìоäеëи по pезуëüтатаì
изìеpений [4—6]. Оäниì из поäхоäов к pеøениþ
заäа÷и pеконстpукöии явëяется pазëожение изìе-
pений yk по систеìе базисных пpоöессов [7—9]:

yk = a0 + ai  + ζk, k = 1, 2, ..., N,

ãäе ai — коэффиöиенты pазëожения (i — ноìеp ба-
зисноãо пpоöесса); ζk — оøибки аппpоксиìаöии.

Дëя заäания ìоäеëей пpоöессов , ...,  ìоãут

бытü испоëüзованы оäноìеpные хаоти÷еские ото-
бpажения [10, 11]:

xk + 1 = f (xk, λ). (1)

Пpиìенение ìоäеëей виäа (1) тpебует pазpабот-
ки соответствуþщих аëãоpитìов иäентификаöии
äëя хаоти÷еских пpоöессов (сì., напpиìеp, [5, 12]),
в тоì ÷исëе в pеаëüноì вpеìени. В äанной pаботе
иссëеäуется пpиìенение ãаpантиpованноãо поäхоäа
[13—15] в заäа÷е оöенивания паpаìетpа λ хаоти÷е-
скоãо отобpажения (1) по еäинственной заøуìëен-
ной pеаëизаöии изìеpений

yk = xk + vk, k = 1, 2, ..., N. (2)

Пpи этоì апpиоpная инфоpìаöия об оøибках vk
пpеäставëяется тоëüко в виäе ìножественных оöе-
нок Vk: vk ∈ Vk. Аëãоpитì ãаpантиpованноãо оöени-
вания пpеäпоëаãает pекуppентное нахожäение ìно-
жественных оöенок (инфоpìаöионных ìножеств)
Λk и Xk äëя паpаìетpа λ и пеpеìенной состояния хk
отобpажения (1): λ ∈ Λk, xk ∈ Хk. В pаботе [16] pас-
сìотpен аëãоpитì оöенивания пеpеìенной состоя-

ния хk в сëу÷ае, коãäа паpаìетp λ ìоäеëи (1) явëяется
известныì. Данная pабота пpоäоëжает иссëеäова-
ния, описанные в pаботах [11, 14, 16, 17].

Актуальность pазpабатываемого подхода

Pаспpостpаненныì поäхоäоì к pеøениþ заäа÷и
апостеpиоpноãо оöенивания паpаìетpа λ хаоти÷е-
скоãо отобpажения (1) по заøуìëенныì изìеpени-
яì (2) явëяется испоëüзование ìетоäа наиìенüøих
кваäpатов [5, 18], ÷то пpеäпоëаãает pеøение заäа÷и
оптиìизаöии

(yk – f k(x0, λ))
2. (3)

Пpи такоì поäхоäе основной сëожностüþ явëяет-
ся ìноãоэкстpеìаëüностü [17] öеëевой функöии в за-
äа÷е (3), котоpая возникает всëеäствие pяäа пpи÷ин.

1. Моäеëи виäа (1) описываþт вpеìенные пpо-
öессы, котоpые по своиì хаpактеpистикаì бëизки
к øуìаì, составëяþщиì оøибки изìеpений.

2. Сиëüная ÷увствитеëüностü хаоти÷еских пpо-
öессов к ìаëыì изìененияì паpаìетpа λ и на÷аëü-
ноãо усëовия х0, в pезуëüтате ÷еãо öеëевая функöия
явëяется "изpезанной". 

3. На пpактике ÷исëо изìеpений N ìожет бытü
небоëüøиì, это ìожет пpивести к тоìу, ÷то ëокаëü-
ные экстpеìуìы öеëевой функöии буäут ìаëо от-
ëи÷атüся äpуã от äpуãа.
В коне÷ноì с÷ете это пpивоäит к необхоäиìо-

сти пpиìенения тpуäоеìких аëãоpитìов поиска
ãëобаëüноãо экстpеìуìа [18, 19]. В этоì сëу÷ае эф-
фективныì поäхоäоì ìожет статü пpеäваpитеëüная
обpаботка изìеpений (2) с поìощüþ аëãоpитìа ãа-
pантиpованноãо оöенивания äëя уто÷нения ìноже-
ства поиска Δ паpаìетpа λ. Это позвоëит уìенüøитü
÷исëо ëокаëüных экстpеìуìов öеëевой функöии в
заäа÷е (3), а также сокpатитü вpеìя вы÷исëений
пpи испоëüзовании аëãоpитìов ãëобаëüной опти-
ìизаöии.

Pассматpивается пpименение гаpантиpованного подхода для нахождения множественной оценки паpаметpа квад-
pатичного отобpажения по единственной зашумленной pеализации измеpений. Пpедставлены pезультаты pаботы ал-
гоpитма для pазличных моделей ошибок измеpений. Исследовано, в каких случаях удается уточнить апpиоpную оценку,
а также получить точное значение паpаметpа.
Ключевые слова: хаотическое отобpажение, задача идентификации, гаpантиpованный подход
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Оäниì из пpиеìов, котоpый пpиìеняется äëя
пpеоäоëения пpобëеìы ìноãоэкстpеìаëüности öе-
ëевой функöии, явëяется итеpиpование в обpатноì
вpеìени [5], т. е. pеøение заäа÷и

(yN–k – f (–k)(xN, λ))2.

В äанноì сëу÷ае аëãоpитì ãаpантиpованноãо оöе-
нивания ìожет бытü испоëüзован как äëя уто÷не-
ния ìножества Λ, так и äëя заäания ìножества XN
по pезуëüтатаì пpеäваpитеëüной обpаботки изìе-
pений (2).

Алгоpитм гаpантиpованного оценивания паpаметpа

Pассìотpиì аëãоpитì нахожäения инфоpìаöи-
онных ìножеств Λk и Хk äëя паpаìетpа λ и пеpеìен-
ной состояния хk хаоти÷ескоãо отобpажения (1) по
заøуìëенныì изìеpенияì (2). Исхоäныìи äанныìи
äëя аëãоpитìа явëяþтся апpиоpные ìножествен-
ные оöенки Λ0, Х0 и Vk äëя паpаìетpа λ, на÷аëüноãо
зна÷ения х0 пеpеìенной состояния и оøибок vk со-
ответственно: λ ∈ Λ0, x0 ∈ Х0, vk ∈ Vk. Инфоpìа-
öионное ìножество Хk на øаãе k опpеäеëиì сëе-
äуþщиì обpазоì (сì., напpиìеp, [14, 16]):

Xk = Xk/k–1 ∩ Yk, (4)

ãäе Xk/k–1 — ìножество пpоãнозов; Yk — ìножество,
совìестное с изìеpенияìи. Дëя постpоения ìно-
жества пpоãнозов Xk/k–1 испоëüзуþт инфоpìаöи-
онные ìножества Хk–1 и Λk–1, найäенные на пpе-
äыäущеì øаãе:

Xk/k–1 = S(Xk–1, λ), (5)

ãäе S(Xk–1, λ) — ìножество пpоãнозов, постpоен-
ное äëя конкpетноãо зна÷ения паpаìетpа λ:

S(Xk–1, λ) = {x|x = f (t, λ), t ∈ Xk–1}. (6)

Множество, совìестное с изìеpенияìи, нахо-
äиì исхоäя из апpиоpно заäанноãо ìножества Vk:

Yk = {x|x = yk – v, v ∈ Vk}. (7)

Есëи в pезуëüтате опеpаöии пеpесе÷ения (4)
Хk ≠ Xk/k–1, то äëя некотоpых зна÷ений паpаìетpа
λ ∈ Λk–1 ìожет оказатüся, ÷то S(Xk–1, λ) ∩ Xk = ∅.
В этоì сëу÷ае за с÷ет искëþ÷ения таких зна÷ений λ
уто÷няется ìножественная оöенка Λk паpаìетpа λ:

Λk = {λ ∈ Λk–1|S(Xk–1, λ) ∩ Xk ≠ ∅}. (8)

Pезуëüтат pаботы аëãоpитìа явëяется ãаpантиpо-
ванныì: есëи исхоäные äанные Λ0, Х0 и Vk заäаны
коppектно, то на кажäоì øаãе k истинные зна÷ения
паpаìетpа λ и пеpеìенной состояния хk пpинаäëежат
соответствуþщиì инфоpìаöионныì ìножестваì
Λk и Хk, найäенныì с поìощüþ уpавнений (4)—(8).

Чисëенные экспеpиìенты показаëи, ÷то есëи на
некотоpоì øаãе k pеаëизуþщаяся оøибка изìеpе-
ний vk оказывается бëизкой к оäной из ãpаниö ìно-
жества Vk, то на этоì øаãе возìожно уто÷нение
ìножественной оöенки Λk паpаìетpа λ независиìо
от ìоäеëи оøибок. Это усëовие не явëяется äоста-
то÷ныì: pезуëüтат зависит также от pеаëизаöии
исхоäноãо пpоöесса хk. Такиì обpазоì, эффектив-
ностü pассìотpенноãо аëãоpитìа зависит от тоãо,
на скоëüко ìножественные оöенки Vk аäекватны
pеаëüно pеаëизуþщиìся оøибкаì vk. Как пpавиëо,
ìножественные оöенки Vk заäаþтся постоянныìи
äëя некотоpоãо интеpваëа вpеìени: Vk = V. Выбоp
ìножества V ìожно оpãанизоватü с поìощüþ па-
pаëëеëüных вы÷исëений, pассìатpивая pезуëüтаты
pаботы аëãоpитìа äëя pазных зна÷ений V:

1. Есëи ìножество V заäано невеpно, т. e. на не-
котоpоì øаãе vk ∉ V, то на посëеäуþщих øаãах ин-
фоpìаöионное ìножество Хk в pезуëüтате опеpаöии
пеpесе÷ения (4) становится пустыì: Хk = ∅. Такая
ситуаöия также возникает, есëи невеpно заäано
ìножество Х0.

2. Есëи ìножество V заäано сëиøкоì боëüøиì,
то ìножество пpоãнозов (5) pеãуëяpно оказывается
внутpи ìножества, совìестноãо с изìеpенияìи (7):
Xk/k–1 ⊂ Yk.

3. Есëи описанных выøе ситуаöий не возникает,
то кpитеpиеì выбоpа явëяется то÷ностü найäенных
ìножественных оöенок äëя пеpеìенной состоя-
ния хk. В ка÷естве такоãо кpитеpия ìожно испоëü-
зоватü сpеäний pазìеp инфоpìаöионных ìножеств
Хk на pассìатpиваеìоì вpеìенноì интеpваëе.

Численные экспеpименты

Иссëеäуеì возìожности описанноãо аëãоpитìа
ãаpантиpованноãо оöенивания на пpиìеpе кваäpа-
ти÷ноãо (ëоãисти÷ескоãо) отобpажения

xk + 1 = f (xk, λ) = λxk(1 – xk), (9)

котоpое иìеет хаоти÷еские pеøения пpи x0 ∈ (0; 1)
и λ ∈ (3,569945...; 4] (за искëþ÷ениеì тех зна÷ений
паpаìетpа λ, котоpыì соответствуþт öикëы ото-
бpажения f ). Пустü истинное зна÷ение паpаìетpа
λ = 3,7, на÷аëüное усëовие x0 = 0,15, ÷исëо изìеpе-
ний N = 50 (pис. 1). Pассìотpиì pезуëüтаты pаботы
аëãоpитìа äëя pазных ìоäеëей оøибок изìеpений vk.
Во всех сëу÷аях заäаþтся сëеäуþщие исхоäные
äанные:

Λ0 = [3,57;4], X0 = [0; 1].

1. В ка÷естве оøибок изìеpений vk возüìеì
pеаëизаöиþ беëоãо ãауссовскоãо øуìа (pис. 2) с ну-
ëевыì ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì и сpеäниì кваä-
pати÷ескиì откëонениеì σ = 0,05 (отноøение сиã-
наë/øуì С/Ш = 12,1 äБ). Интеpваë изìеpений быë
pазбит на пятü оäинаковых пpоìежутков, на кото-

min
λ∈Λ, xN∈XN

 
k 0=

N 1–

∑

λ∈Λk–1

Ÿ



32 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 1, 2015

pых ìножественные оöенки Vk äëя оøибок vk вы-
биpаëисü сëеäуþщиì обpазоì:

Vk = 

Пpи обpаботке изìеpений ìножественная оöенка
Λk паpаìетpа λ уто÷няется пpи k ∈ {11, 16, 29, 44}
(pис. 3), коне÷ная оöенка

ΛN = [3,6774; 3,7068].

Такиì обpазоì, на÷аëüнуþ неопpеäеëенностü (pаз-
ìеp ìножества Λ0) уäается уìенüøитü в 14 pаз.

2. Пустü оøибки изìеpений vk явëяþтся хаоти-
÷ескиì пpоöессоì, напpиìеp, vk = 0,2хk, ãäе хk —
pеаëизаöия кваäpати÷ноãо отобpажения (9) пpи
λ = 3,65 и х0 = 0,5. Pеаëизаöия оøибок показана
на pис. 4 (С/Ш = 12,7 äБ). Заäаäиì постояннуþ на
всеì интеpваëе ìножественнуþ оöенку 

Vk = [0,0583; 0,1825]. 

В äанноì сëу÷ае апpиоpнуþ оöенку Λ0 паpаìетpа λ
уäается уìенüøитü в 18 pаз: 

ΛN = [3,6810; 3,7038]. 

Пpи этоì ìножественная оöенка Λk паpаìетpа λ
уто÷няëасü пpи k ∈ {2, 11, 29, 48} (pис. 5).

3. Поëу÷енные выøе pезуëüтаты поäтвеpжäаþт
вывоä о тоì, ÷то ìножественнуþ оöенку Λk äëя па-
pаìетpа λ уäается уто÷нитü, есëи pеаëизуþщаяся
оøибка изìеpений vk оказывается бëизкой к оäной
из ãpаниö ìножества Vk. Pассìотpиì pеаëизаöиþ
оøибок, зна÷ения котоpых выбиpаþтся тоëüко на
ãpаниöах ìножества Vk = [–α; α], α > 0, напpиìеp,
vk = α•cosπk (pис. 6). На pис. 7 показаны ìноже-
ственные оöенки Λk, поëу÷енные пpи α = 0,1. За
13 øаãов поëу÷ена то÷ная оöенка паpаìетpа λ. Пpи
этоì уже пpи k = 2 оäна из ãpаниö ìножества Λk
явëяется истинныì зна÷ениеì паpаìетpа λ. Pас÷еты
показаëи, ÷то äëя äанноãо типа оøибок изìеpений
паpаìетp λ ìожно найти то÷но независиìо от зна-

[–0,100; 0,090], k ∈ [1; 10]; 
[–0,100; 0,030], k ∈ [11; 20]; 
[–0,075; 0,100], k ∈ [21; 30];
[–0,050; 0,025], k ∈ [31; 40];
[–0,060; 0,045], k ∈ [41; 50].

Pис. 3. Множественная оценка паpаметpа 

Pис. 1. Pеализация квадpатичного отобpажения 

Pис. 2. Ошибки в виде pеализации белого гауссовского шума 

Pис. 4. Ошибки в виде pеализации хаотического отобpажения 

Pис. 5. Множественная оценка паpаметpа 

Pис. 6. Pеализация ошибок измеpений 
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÷ения α, т. е. пpи зна÷итеëüно ìенüøеì отноøении
С/Ш, ÷еì в пpеäыäущих сëу÷аях. Чисëо øаãов, за
котоpое уäается это сäеëатü, зависит от конкpетноãо
пpавиëа, по котоpоìу выбиpается зна÷ение оøи-
бок на оäной из ãpаниö ìножества Vk. Напpиìеp,

есëи vk = α•cosπ  (pис. 8), то то÷ная оöенка буäет

найäена за 8 øаãов (pис. 9).

Заключение

Pассìотpенный в pаботе аëãоpитì ãаpантиpован-
ноãо оöенивания паpаìетpа λ хаоти÷ескоãо отобpа-
жения (1) по еäинственной заøуìëенной pеаëиза-
öии изìеpений (2) иìеет сëеäуþщие особенности:
не тpебуется выäвиãатü пpеäëожений о ìоäеëи
оøибок vk;
аëãоpитì ìожет бытü испоëüзован пpи обpаботке
изìеpений в pеаëüноì вpеìени;
pезуëüтат pаботы аëãоpитìа явëяется ãаpантиpо-
ванныì: пpи коppектных исхоäных äанных ис-

тинное зна÷ение паpаìетpа λ пpинаäëежит ин-
фоpìаöионноìу ìножеству Λk: λ ∈ Λk;
аëãоpитì ìожет бытü испоëüзован äëя пpеäваpи-
теëüной обpаботки изìеpений в öеëях уто÷не-
ния ìножества возìожных зна÷ений (ìноже-
ства поиска) паpаìетpа λ пpи пpиìенении ìетоäа
наиìенüøих кваäpатов, ÷то позвоëяет уìенüøитü
÷исëо ëокаëüных экстpеìуìов öеëевой функ-
öии и сокpатитü вpеìя вы÷исëений пpи испоëü-
зовании аëãоpитìов ãëобаëüной оптиìизаöии.
Пpовеäенные экспеpиìенты показаëи, ÷то ис-

поëüзование пpеäëоженноãо аëãоpитìа ãаpантиpо-
ванноãо оöенивания позвоëяет уìенüøитü апpиоp-
ное ìножество поиска паpаìетpа λ кваäpати÷ноãо
отобpажения (9) в 14 pаз, есëи оøибки изìеpений
явëяþтся pеаëизаöией беëоãо ãауссовскоãо øуìа
(С/Ш = 12,1 äБ), и в 18 pаз, есëи оøибки явëяþтся
pеаëизаöией хаоти÷ескоãо пpоöесса (С/Ш = 12,8 äБ).
Дëя некотоpых ìоäеëей оøибок возìожно за коне÷-
ное ÷исëо øаãов поëу÷итü то÷нуþ оöенку паpаìет-
pа λ пpи зна÷итеëüно ìенüøеì отноøении С/Ш.
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In this article, we consider the problem of parameter estimation from a single noisy realization of one-dimensional chaotic map.
Based on the guaranteed approach the proposed algorithm finds the interval estimates of uncertain variables (parameter and state
variable). The key features of the algorithm:

1. The a priori information about the measurement errors is presented only as an interval of possible values. It is not necessary
to assume the model of measurement errors or its statistical properties.

2. The algorithm is recurring procedure that can be applied in real-time processing.
3. The result of computations is guaranteed: at every time step interval parameter estimate (information set) always contains

the true value of the unknown parameter.
4. If the parameter estimation problem is solved by the least squares method, the algorithm can be used to specify the search

set for the parameter. It decreases the number of local minimums of the multiextremal cost function.
We present numerical experiments for logistic map and different types of measurement errors.
Keywords: chaotic map, parameter estimation, guaranteed approach


