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Повышение эффективности констpуиpования
оpтогональной упаковки объектов1

Введение

Заäа÷а оpтоãонаëüной упаковки объектов пpеä-
ставëяет собой NP-поëнуþ заäа÷у оптиìаëüноãо
pазìещения набоpа оpтоãонаëüных объектов в оp-
тоãонаëüных контейнеpах [1]. Эта заäа÷а явëяется
актуаëüной, к ее pеøениþ своäится ìножество пpак-
ти÷еских оптиìизаöионных заäа÷ в автоìатизаöии
и упpавëении. Она возникает, в ÷астности, пpи pе-
øении заäа÷ скëаäиpования и пеpевозки ãpузов,
pаскpоя ìатеpиаëов, pаспpеäеëения pесуpсов в вы-
÷исëитеëüных сетях, каëенäаpноãо пëаниpования,
коìпоновки эëеìентов интеãpаëüных схеì и ìноãих
äpуãих оптиìизаöионных заäа÷ [2—5]. Pазpаботке
ìетоäов оптиìаëüноãо pеøения заäа÷и оpтоãо-
наëüной упаковки посвящены pаботы боëüøоãо
÷исëа как оте÷ественных (А. С. Фиëиппова, А. Ф. Ва-
ëеева, Ю. Г. Стоян, В. М. Каpтак, Ю. И. Ваëиахìе-
това, В. В. Бухваëова и äp.), так и заpубежных ис-
сëеäоватеëей (S. Martello, E. Hopper, A. Lodi, D. Vigo,
A. Bortfeldt, G. Wascher, H. Haubner, H. Schumann,
S. Fekete, J. Shchepres, T. Crainic, G. Perboli и äp.).
Зна÷итеëüный вкëаä в pазвитие ìетоäов оптиìаëü-
ноãо pеøения заäа÷и оpтоãонаëüной упаковки объ-
ектов внесëа оте÷ественная нау÷ная øкоëа поä pу-
ковоäствоì Э. А. Муха÷евой.

В общеì виäе постановка D-ìеpной заäа÷и оp-
тоãонаëüной упаковки объектов поäpазуìевает на-
ëи÷ие äвух набоpов эëеìентов:

1) набоp N оpтоãонаëüных контейнеpов (D-ìеp-
ных паpаëëеëепипеäов) с ãабаpитныìи pазìеpаìи

{ , , ..., }, j ∈ {1, ..., N}, котоpые сëужат

äëя pазìещения в них оpтоãонаëüных объектов; 
2) набоp n оpтоãонаëüных объектов (D-ìеp-

ных паpаëëеëепипеäов) с ãабаpитныìи pазìеpаìи

{ , , ..., }, i ∈ {1, ..., n}, котоpые необхоäиìо

pазìеститü в ìиниìаëüноì ÷исëе контейнеpов. 
Обозна÷иì поëожение D-ìеpноãо оpтоãонаëü-

ноãо объекта i в контейнеpе j ÷еpез ( ; ; ...; ).

Пpи pеøении заäа÷и оpтоãонаëüной упаковки объ-
ектов äоëжны бытü выпоëнены сëеäуþщие усëо-
вия коppектности pазìещения [6—7]:

1) pебpа pазìещенных в контейнеpе оpтоãонаëü-
ных объектов паpаëëеëüны pебpаì этоãо контейнеpа;

2) pазìещенные объекты не пеpекpываþт äpуã
äpуãа, т. е.

(  l  + ) ∨ (  l  + ),

∀j ∈ {1, ..., N}, ∀d ∈ {1, ..., D}, ∀i, k ∈ {1, ..., n}, i ≠ k;

3) pазìещенные объекты не выхоäят за ãpаниöы
контейнеpов, т. е.

(  l 0) ∧ (  +  m ) ∀j ∈ {1, ..., N},

∀d ∈ {1, ..., D}, ∀i ∈ {1, ..., n}.

Pассматpивается NP-полная оптимизационная задача оpтогональной упаковки объектов, актуальная пpи pешении
большого числа пpактических задач автоматизации и упpавления. Пpедлагается многоуpовневая связная стpуктуpа
данных, обеспечивающая высокую скоpость доступа к содеpжимому контейнеpов пpи констpуиpовании оpтогональной
упаковки. Пpоведен анализ эффективности новой стpуктуpы данных на тестовых задачах двухмеpной и тpехмеpной
оpтогональной упаковки.
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МОДЕЛИPОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ
MODELING AND OPTIMIZATION

 1 Данная pабота финансиpоваëасü Министеpствоì обpазо-
вания и науки PФ в pаìках ãосуäаpственноãо заäания в сфеpе
нау÷ной äеятеëüности.
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Пеpеä pазìещениеì объекты кëассифиöиpуþтся
по pазëи÷ныì типаì. Объекты оäноãо и тоãо же
типа иìеþт оäинаковые ãеоìетpи÷еские и физи÷е-
ские хаpактеpистики, т. е. иìеþт оäни и те же ãаба-
pитные pазìеpы и выпоëнены из оäноãо ìатеpиаëа.

Pеøение заäа÷и оpтоãонаëüной упаковки n объ-
ектов пpоизвоëüной pазìеpности ìожет бытü зако-
äиpовано стpокой pазìещения s = {А1, А2, ..., Аn},
соäеpжащей посëеäоватеëüностü выбоpа объектов
äëя их pазìещения в контейнеpах, в котоpой ÷исëо
Ai пpеäставëяет собой ноìеp типа i-ãо pазìещае-
ìоãо объекта.

Констpуиpование оpтогональной упаковки

Пpоöесс pеøения ëþбой оптиìизаöионной за-
äа÷и упаковки объектов ìожно пpеäставитü в виäе
схеìы, пpивеäенной на pис. 1.
Дëя быстpоãо поиска уäовëетвоpитеëüноãо pе-

øения заäа÷и упаковки пpиìеняþт ìетаэвpисти-
÷еские аëãоpитìы [8—14], осуществëяþщие pаöио-
наëüный поиск такой стpоки pазìещения, äекоäи-
pование котоpой обеспе÷ивает поëу÷ение упаковки
тpебуеìоãо ка÷ества.
Эффективностü поиска уäовëетвоpитеëüноãо pе-

øения NP-поëной заäа÷и оpтоãонаëüной упаковки
объектов опpеäеëяется в боëüøей ìеpе испоëüзуе-
ìыì оптиìизаöионныì аëãоpитìоì. В пpоöессе
поиска pеøения с испоëüзованиеì ìноãопpохоä-
ных эвpисти÷еских аëãоpитìов фоpìиpуþтся пpо-
ìежуто÷ные стpоки pеøения, эффективностü äе-
коäиpования котоpых опpеäеëяется испоëüзуеìой
ìоäеëüþ констpуиpования упаковки. Сpеäи наи-
боëее pаспpостpаненных ìоäеëей констpуиpования
упаковки ìожно выäеëитü бëо÷нуþ [15], ìатpи÷-
нуþ [16] и узëовуþ ìоäеëи [17, 18].
В pаботе [19] показана эффективностü пpиìене-

ния пpеäëоженной pанее автоpаìи настоящей статüи
модели потенциальных контейнеpов äëя констpуи-
pования оpтоãонаëüной упаковки, котоpая постpоена
на базе узëовой ìоäеëи. Пpи испоëüзовании ìоäеëи
потенöиаëüных контейнеpов свобоäное пpостpан-

ство кажäоãо контейнеpа пpеäставëяется в виäе на-
боpа оpтоãонаëüных объектов — потенöиаëüных
контейнеpов (ПК), описываþщих всевозìожные
свобоäные пpостpанства контейнеpа.

Кажäый ПК k описывается вектоpоì { ; ;

...; }, соäеpжащиì еãо ãабаpитные pазìеpы,

а также вектоpоì { ; ; ...; }, соäеpжащиì ко-

оpäинаты то÷ки ПК, бëижайøей к на÷аëу кооpäи-
нат контейнеpа, в котоpоì pазìещен этот ПК.
В ìоäеëи ПК пpи пеpекpытии оpтоãонаëüноãо

объекта i с ãабаpитныìи pазìеpаìи { ; ; ...; },

pазìещенноãо в то÷ке { ; ; ...; } D-ìеpноãо оpто-

ãонаëüноãо контейнеpа объекта, потенöиаëüныì кон-
тейнеpоì k с ãабаpитныìи pазìеpаìи

{ ; ; ...; }, pаспоëоженноì в то÷ке { ; ; ...;

} контейнеpа, в пpостpанстве pазìещаеìоãо

контейнеpа обpазуþтся не боëее 2D новых ПК из
äвух набоpов:

1) набоp ПК с ãабаpитныìи pазìеpаìи { ; ; ...;

;  – ; ; ..., }, pаспоëоженных в то÷-

ке { ; ; ...; ; ...; } и созäаваеìых пpи вы-

поëнении усëовий пеpекpытия  >  и  <  +

+  ∀d ∈ {1, ..., D};

2) набоp ПК с ãабаpитныìи pазìеpаìи { ; ; ...;

;  +  –  – ; ; ..., }, pаспоëо-

женных в то÷ках { ; ; ...; ;  + ; ;

...; } и созäаваеìых пpи выпоëнении усëовий пе-

pекpытия  +  >  и  +  <  +  ∀d ∈

∈ {1, ..., D}. 
В ка÷естве пpиìеpа pассìотpиì äвухìеpный

пpяìоуãоëüный контейнеp с ãабаpитныìи pазìе-
pаìи {L; H}, соäеpжащий еäинственный ПК с ãа-
баpитныìи pазìеpаìи {L; H}, pаспоëоженный в
то÷ке {0; 0} pазìещаеìоãо контейнеpа. Пpи pазìе-
щении пpяìоуãоëüноãо объекта с ãабаpитныìи
pазìеpаìи {l; h} в то÷ке {х; у} контейнеpа обpазу-
þтся сëеäуþщие новые ПК (pис. 2):

1) в то÷ке {0; 0} — ПК с ãабаpитныìи pазìеpаìи
{L; у} и {х; Н};

2) в то÷ке {х + l; 0} — ПК с ãабаpитныìи pаз-
ìеpаìи {W – x – l; Н] и в то÷ке {0; y + h} — ПК
с ãабаpитныìи pазìеpаìи {L; Н – у – h}.Pис. 1. Пpоцесс pешения задачи упаковки
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Постановка заäа÷и D-ìеpной оpтоãонаëüной упа-
ковки вкëþ÷ает также заäание напpавëения заãpуз-
ки контейнеpа в виäе пpиоpитетноãо списка выбо-
pа еãо кооpäинатных осей LP = {P1; P2; ...; PD}, ãäе
Pd ∈ [1; D]∀d ∈ [1; D]. Дëя заãpузки контейнеpа в
заäанноì напpавëении выбоp ПК пpи pазìещении
кажäоãо объекта осуществëяется в поpяäке, опpе-
äеëенноì в пpиоpитетноì списке LP.
Алгоpитм декодиpования стpоки pазмещения для

модели потенциальных контейнеpов.
1. Выбpатü о÷еpеäной объект i из стpоки pазìе-

щения. Есëи выбpаны все объекты, выпоëнитü пе-
pехоä к п. 4. Выбpатü пеpвый контейнеp j, соäеp-
жащий, как ìиниìуì, оäин ПК.

2. В текущеì контейнеpе j пpовести посëеäова-
теëüный поиск бëижайøеãо к еãо на÷аëу кооpäи-
нат ПК k, к котоpоìу возìожно пpисоеäинитü те-
кущий объект i (пpовеpка выпоëнения усëовия

m ∀d ∈ {1, ..., D}). Есëи искоìый ПК не най-

äен, выпоëнитü пеpехоä к сëеäуþщеìу контейнеpу
j := j + 1 и повтоpитü п. 2. Есëи сpеäи всех контей-

неpов не найäен искоìый узеë, выпоëнитü пеpехоä
к п. 1.

3. Pазìеститü объект i в найäенноì ПК k кон-
тейнеpа j. Обpазоватü новые ПК и выпоëнитü пpо-
öеäуpу поиска и уäаëения вëоженных ПК. Упоpя-
äо÷итü все ПК в поpяäке убывания пpиоpитета
пpисоеäинения к ниì объектов, т. е. äëя ëþбоãо
ПК k контейнеpа j äоëжно выпоëнятüся сëеäуþщее
неpавенство:

 m .

Выпоëнитü пеpехоä к п. 1.
4. Завеpøитü äекоäиpование.
Наибоëее тpуäоеìкиì этапоì аëãоpитìа äеко-

äиpования стpоки pазìещения явëяется п. 3, в ко-
тоpоì выпоëняется упоpяäо÷ение всех ПК. Напpи-
ìеp, äëя напpавëения заãpузки LP = {1; 2; 3} набоp
потенöиаëüных контейнеpов (табë. 1) äоëжен бытü
упоpяäо÷ен по неубываниþ кооpäинат сна÷аëа
вäоëü кооpäинатной оси 1, затеì — вäоëü оси 2, и
наконеö, — вäоëü оси 3 (табë. 2).
Дëя повыøения эффективности äекоäиpования

пpи pеøении заäа÷ оpтоãонаëüной упаковки объ-
ектов с испоëüзованиеì ìоäеëи потенöиаëüных
контейнеpов пpеäëаãается новая стpуктуpа äанных —
ìноãоуpовневая связная стpуктуpа, котоpая сниìает
необхоäиìостü соpтиpовки всех кооpäинат потен-
öиаëüных контейнеpов.

Многоуpовневая связная стpуктуpа данных

В основу pазpаботанной многоуpовневой связной
стpуктуpы данных поëожена иäея пpеäставëения на-
боpа кооpäинат потенöиаëüных контейнеpов в виäе
pекуpсивно вëоженных ëинейных связных списков.
Набоp K потенöиаëüных контейнеpов, pаспоëо-

женных в то÷ках { ; ; ...; }, k ∈ K, контейнеpа,

пpеäставëяется в виäе D-уpовневых pекуpсивно
вëоженных äpуã в äpуãа упоpяäо÷енных по возpас-
таниþ ëинейных связных списков (pис. 3). Кажäый
эëеìент j списка i на уpовне вëоженности Pd соäеp-

жит кооpäинату  =  такоãо потенöиаëüноãо

контейнеpа k, ÷то внутpи кажäоãо связноãо списка

выпоëняется неpавенство  <  ∀Pd ∈ LP .

Pис. 2. Потенциальные контейнеpы двухмеpного пpямоугольного
контейнеpа

Табëиöа 1
Исходные координаты потенциальных контейнеров

Поряäковый ноìер ПК k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Коорäината 0 2 2 2 4 0 4 0 4 2

Коорäината 
1 3 7 9 1 2 1 2 1 7

Коорäината 
0 1 5 6 2 1 3 3 1 2

xk
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Табëиöа 2
Координаты потенциальных контейнеров после упорядочения

Поряäковый ноìер ПК k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Коорäината 0 0 0 2 2 2 2 4 4 4

Коорäината 
1 2 2 3 7 7 9 1 1 1

Коорäината 
0 1 3 1 2 5 6 1 2 3
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Pис. 3. Многоуpовневая связная стpуктуpа данных
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В ка÷естве пpиìеpа pассìотpиì оpтоãонаëüный
тpехìеpный контейнеp (паpаëëеëепипеä), соäеp-
жащий набоp K потенöиаëüных контейнеpов, век-

тоpа Хk = { ; ; }, k ∈ K котоpых пpивеäены

в табë. 1.
Пpеäставëение набоpа кооpäинат потенöиаëü-

ных контейнеpов пpи испоëüзовании ìноãоуpов-
невой связной стpуктуpы äанных äëя напpавëения
заãpузки LP = {1; 2; 3} пpивеäено на pис. 4.

Мноãоуpовневая связная стpуктуpа äанных пpи
pазìещении n объектов позвоëяет по сpавнениþ с
пpостыì ëинейныì связныì спискоì как ìини-

ìуì в  pаз повыситü скоpостü äоступа к ПК по

их кооpäинатаì.
Пpи pазìещении n объектов в D-ìеpноì оpто-

ãонаëüноì контейнеpе фоpìиpуется не боëее 2Dn
ПК [19]. Пpи оpãанизаöии набоpа ПК в виäе ëиней-
ноãо связноãо списка сpеäнее вpеìя äоступа к ëþ-
боìу ПК pавно

TL =  = Dnt, (1)

ãäе t — вpеìя пеpехоäа к сëеäуþщеìу эëеìенту
списка.
Лþбой ëинейный связный список в ìноãоуpов-

невой связной стpуктуpе состоит не боëее ÷еì из
n + 1 эëеìентов, так как пpи усëовии пëотноãо
pазìещения объектов äва сосеäних pазìещенных
объекта иìеþт оäну общуþ кооpäинату, сëеäова-
теëüно, не боëее n + 1 ПК буäут иìетü pазëи÷ные
кооpäинаты вäоëü кажäой из кооpäинатных осей
контейнеpа. Поэтоìу пpи оpãанизаöии набоpа ПК
в виäе ìноãоуpовневой связной стpуктуpы сpеäнее
вpеìя äоступа к D-ìеpноìу ПК pавно

TM = . (2)

Анаëизиpуя фоpìуëы (1) и (2), äеëаеì вывоä, ÷то
скоpостü äоступа к ПК пpи испоëüзовании ìноãо-
связной стpуктуpы äанных выøе, ÷еì пpи испоëü-
зовании ëинейноãо связноãо списка, как ìиниìуì

в  pаз. Эта оöенка пpовеäена äëя саìоãо аëãо-

pитìи÷ески сëожноãо сëу÷ая, коãäа кажäый ПК äëя
кажäой кооpäинатной оси иìеет уникаëüнуþ кооp-
äинату, не совпаäаþщуþ с кооpäинатаìи äpуãих ПК.

Вычислительные экспеpименты

Анаëиз эффективности pаботы пpеäëоженной
ìноãоуpовневой связной стpуктуpы äанных пpово-
äиëся пpи pеøении тестовых заäа÷ äвухìеpной кон-
тейнеpной упаковки из бибëиотеки OR-library [20]
äëя набоpов äвухìеpных пpяìоуãоëüных объектов,
взятых из заäа÷ 2DBPP (2D Bin Packing Problem),
сфоpìуëиpованных S. P. Fekete и J. Schepers [21].
Заäа÷и pеøаëи с испоëüзованиеì pазpаботанноãо

пpикëаäноãо пpоãpаììноãо обеспе÷ения Packer [22],
пpеäназна÷енноãо äëя pеøения заäа÷ оäноìеpной
упаковки, äвухìеpной упаковки пpяìоуãоëüников
(вкëþ÷ая заäа÷и пpяìоуãоëüноãо pаскpоя), а также
заäа÷ тpехìеpной упаковки паpаëëеëепипеäов с
испоëüзованиеì ìетаэвpисти÷еских ìетоäов. Экспе-
pиìенты пpовоäиëи на пеpсонаëüной ЭВМ (ЦП —
AMD 1,79 ГГЦ; ОЗУ — 1,12 Гбайт).
В хоäе кажäоãо вы÷исëитеëüноãо экспеpиìента

pеøаëи заäа÷и äвухìеpной оpтоãонаëüной упаков-
ки тpех pазëи÷ных типов с pазëи÷ныì пpоöентныì
соотноøениеì кëассов pазìещаеìых объектов. Объ-
еìы выбоpки тестовых заäа÷ pавны m = 40, 50, 100,
150, 250, 500 и 1000 объектов. Поëные паpаìетpы
тестовых заäа÷ пpивеäены в pаботе [10].
На основе усpеäненных поëу÷енных pезуëüта-

тов тестиpования постpоена äиаãpаììа, пpивеäен-
ная на pис. 5. Относитеëüная вpеìенная эффектив-
ностü ìноãоуpовневой связной стpуктуpы äанных
pасс÷итывается по фоpìуëе T = tL /tM, ãäе tL и tM —
вpеìя pеøения заäа÷и упаковки пpи испоëüзова-
нии ëинейноãо списка и ìноãоуpовневоãо связноãо
списка соответственно. Из äиаãpаììы виäно, ÷то
ìноãоуpовневая связная стpуктуpа, испоëüзуеìая
äëя пpеäставëения набоpа ПК, обеспе÷ивает боëее
быстpое pазìещение объектов по сpавнениþ с обы÷-
ныì ëинейныì спискоì, упоpяäо÷ение в котоpоì
пpовоäится с поìощüþ оäноãо из наибоëее быст-
pых аëãоpитìов соpтиpовки Quicksort [23].

xk
1 xk

2 xk
3

Pис. 4. Многоуpовневая связная стpуктуpа данных тpехмеpного
контейнеpа для напpавления загpузки LP = {1; 2; 3}
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Pис. 5. Вpеменная эффективность многоуpовневой связной
стpуктуpы пpи pешении тестовых задач двухмеpной оpтогональ-
ной упаковки 
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Пpовеäенные вы÷исëитеëüные экспеpиìенты по-
казаëи, ÷то эффективностü ìноãоуpовневой связ-
ной стpуктуpы äанных пpи pеøении заäа÷ äвух-
ìеpной оpтоãонаëüной упаковки объектов pастет
с увеëи÷ениеì ÷исëа pазìещаеìых объектов.
Особенностü ìноãоуpовневой связной стpуктуpы

äанных закëþ÷ается в тоì, ÷то сpеäнее вpеìя pаз-
ìещения, затpа÷иваеìое на оäин объект, не зависит
от общеãо ÷исëа pазìещаеìых объектов. На pис. 6
пpеäставëен ãpафик зависиìости относитеëüноãо
вpеìени pазìещения оäноãо и тоãо же набоpа тpех-
ìеpных объектов пяти pазëи÷ных типов (10 Ѕ 10 Ѕ 10,
20 Ѕ 20 Ѕ 20, 10 Ѕ 40 Ѕ 20, 30 Ѕ 5 Ѕ 10, 5 Ѕ 10 Ѕ 15)
в тpехìеpный контейнеp с ãабаpитныìи pазìеpаìи
200 Ѕ 1000 Ѕ 1000. Относитеëüное вpеìя pазìеще-
ния хаpактеpизует вpеìя, затpа÷иваеìое на pазìе-
щение оäноãо объекта, и опpеäеëяется как отно-
øение общеãо вpеìени pазìещения всех объектов
к их ÷исëу n.

Заключение

Дëя поëу÷ения быстpоãо äоступа к потенöиаëü-
ныì контейнеpаì пpи констpуиpовании оpтоãо-
наëüной упаковки пpеäëожена новая стpуктуpа
äанных — ìноãоуpовневая связная стpуктуpа, в ос-
нову котоpой поëожена иäея пpеäставëения набоpа
кооpäинат потенöиаëüных контейнеpов в виäе pе-
куpсивно вëоженных ëинейных связных списков.
Пpовеäенные вы÷исëитеëüные экспеpиìенты на

тестовых заäа÷ах оpтоãонаëüной упаковки объек-
тов показаëи высокуþ вpеìеннуþ эффективностü
пpеäëоженной стpуктуpы в сpавнении с обыкновен-
ныì ëинейныì спискоì, тpебуþщиì соpтиpовки
всех эëеìентов посëе pазìещения кажäоãо о÷еpеä-
ноãо объекта в контейнеpе. Испоëüзование ìноãо-
уpовневой связной стpуктуpы позвоëяет боëее ÷еì
в 2 pаза повыситü скоpостü äоступа к потенöиаëü-
ныì контейнеpаì, ÷то в коне÷ноì итоãе обеспе÷и-
вает боëее быстpое фоpìиpование оpтоãонаëüной
упаковки.
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In this paper is considered the NP-completed optimization orthogonal packing problem that is actual in solving of many prac-
tical problems of automation and control. The solution of the multidimensional orthogonal packing problem can be represented as
a placement string which contains a sequence of objects to be packed into containers. Constructing of a pack for a given sequence
of objects from the placement string is performed by decoding block. To increase the effectiveness decoding is offered a new data
structure — multilevel linked data structure that is based on a recursively embedded each to other linear queues. The offered data
structure provides high-speed access to the packing during its formation. The effectiveness of the new data structure is investigated
on the standard two- and threedimensional test orthogonal packing problems. The carried out computational experiments demon-
strate high time efficiency of the proposed data structure compared to the ordered simple linked list. The proposed data structure
is applicable for any dimensional orthogonal bin packing problems.

Keywords: packing; packing problem; orthogonal packing problem; data structure; multilevel linked data structure; optimi-
zation; discrete optimization; resources allocation; waste minimization; computational experiment


