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Интеpвально-диффеpенциальные уpавнения
и моделиpование систем в условиях неопpеделенности

Введение

В pазëи÷ных обëастях науки и техники о÷енü
÷асто встpе÷аþтся заäа÷и, äëя pеøения котоpых
нужно pеøитü оäно уpавнение иëи систеìу уpав-
нений, соäеpжащих пpоизвоäные искоìых функöий.
Такие уpавнения называþтся äиффеpенöиаëüныìи
уpавненияìи. Теоpия и pазнообpазные ìетоäы pе-
øения таких уpавнений pазpаботаны весüìа поä-
pобно [1]. Пpи этоì всеãäа пpеäпоëаãается, ÷то все
фиãуpиpуþщие в уpавнениях функöии явëяþтся
поëностüþ опpеäеëенныìи. Оäнако на пpактике
заäа÷и, своäящиеся к pеøениþ äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений, весüìа ÷асто связаны с иссëеäова-
ниеì непоëностüþ опpеäеëенных систеì. Поэтоìу
в них ìоãут возникатü äиффеpенöиаëüные уpавне-
ния иноãо типа. Фиãуpиpуþщие в них искоìые
функöии явëяþтся непоëностüþ опpеäеëенныìи.
Соответственно этоìу и пpоизвоäные искоìых
функöий в äиффеpенöиаëüных уpавнениях указан-
ноãо типа оказываþтся непоëностüþ опpеäеëен-
ныìи. Pабота явëяется ввеäениеì в изу÷ение äиф-
феpенöиаëüных уpавнений иìенно этоãо типа.

1. Математические основы

Буäеì испоëüзоватü в ка÷естве ìатеìати÷ескоãо
аппаpата аëãебpу интеpваëüных ÷исеë [2], интеp-
ваëüный анаëиз [3] и интеpваëüно-äиффеpенöи-
аëüное ис÷исëение [4].
В аëãебpе интеpваëüных ÷исеë опеpаöии совеp-

øаþтся наä заìкнутыìи интеpваëаìи веществен-
ных ÷исеë, опpеäеëяеìыìи в виäе ìножеств

 ≡ [a1, a2] ≡ {a |a1 m a m a2} (1)

и pассìатpиваеìыìи как интеpваëüные ÷исëа.
Опеpаöии é опpеäеëяþтся как теоpетико-ìножест-
венные обобщения соответствуþщих опеpаöий наä
вещественныìи ÷исëаìи

 é  = {a é b |a ∈ , b ∈ }. (2)

Такиì обpазоì, аëãебpаи÷еские опеpаöии наä
интеpваëаìи — сëожение, вы÷итание, уìножение,
äеëение — ввоäятся в виäе

(3)

Из опpеäеëений (3) вытекаþт сëеäуþщие фоp-
ìуëы äëя вы÷исëения pезуëüтатов аëãебpаи÷еских
опеpаöий наä интеpваëüныìи ÷исëаìи:

(4)

Объектоì изу÷ения интеpваëüноãо анаëиза яв-
ëяþтся интеpваëüные функöии [3]. Интеpваëüная
функöия ввоäится как оäнозна÷ное отобpажение
ìножества заìкнутых вещественных интеpваëов
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a~

a~ b~ a~ b~

 +  = {a + b |a ∈ , b ∈ };

 –  = {a – b |a ∈ , b ∈ };

k•  ={ka |a ∈ }; •  = {ab |a ∈ , b ∈ };

/  = {a/b |a ∈ , b ∈ }.

a~ b~ a~ b~

a~ b~ a~ b~

a~ a~ a~ b~ a~ b~

a~ b~ a~ b~

 +  ≡ [a1, a2] + [b1, b2] = [a1 + b1, a2 + b2];

 –  ≡ [a1, a2] – [b1, b2] = [a1 – b2, a2 – b1];

k•  ≡ k•[a1, a2] = 

•  ≡ [a1, a2]•[b1, b2] = [ (aibj), (aibj)];

/  ≡ [a1, a2]/[b1, b2] = [a1, a2]•[1/b2, 1/b1].

a~ b~

a~ b~

a~
[ka1, ka2], k > 0,
[ka2, ka1], k < 0;

a~ b~ min
i, j

max
i, j

a~ b~
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{ } виäа (1), т. е.  = [x1, x2], на анаëоãи÷ное ìно-
жество заìкнутых вещественных интеpваëов { }
тоãо же виäа, т. е.  = [y1, y2]. Сиìвоëи÷ески ин-
теpваëüная функöия записывается как

 = ( ), ãäе  = [x1, x2],  = [y1, y2],

( ) = [ f1( ), f2( )], (5)

ãäе  называется интеpваëüной независиìой пеpе-
ìенной (интеpваëüныì аpãуìентоì),  — интеp-
ваëüной зависиìой пеpеìенной,  — интеpваëü-
ной функöией, f1(•) — нижней ãpани÷ной функ-
öией интеpваëüной функöии , а f2(•) — веpхней
ãpани÷ной функöией интеpваëüной функöии .
Базовыì понятиеì интеpваëüноãо анаëиза яв-

ëяется понятие пpеäеëа интеpваëüной функöии,
котоpое ввоäится сëеäуþщиì путеì. Независиìая
интеpваëüная пеpеìенная  = [x1, x2] интеpваëü-
ной функöии (5) по опpеäеëениþ неоãpани÷енно
пpибëижается к некотоpоìу интеpваëу  = [x01, x02],
есëи в пpоöессе этоãо изìенения x1 неоãpани÷енно
пpибëижается к x01, а x2 — к x02, иëи сиìвоëи÷ески

(  → ) ≡ (x1 → x01, x2 → x02). (6)

Анаëоãи÷но опpеäеëяется неоãpани÷енное пpи-
бëижение зависиìой интеpваëüной пеpеìенной

= [y1, y2] функöии (5) к интеpваëу  = [y01, y02]:

(  → ) ≡ (y1 → y01, y2 → y02). (7)

Пpи этоì есëи независиìая пеpеìенная  своиì
неоãpани÷енныì пpибëижениеì к интеpваëу 
вызывает неоãpани÷енное пpибëижение зависиìой
пеpеìенной  к интеpваëу , ìы ãовоpиì, ÷то
пpеäеë интеpваëüной функöии (5) пpи , стpеìя-
щеìся к , pавен , иëи сиìвоëи÷ески

 =  иëи ( ) = . (8)

Есëи интеpваëüная функöия (5) непpеpывна, т. е.
нижняя y1 и веpхняя y2 ãpаниöы зависиìой пеpе-

ìенной  — непpеpывные функöии нижней x1 и

веpхней x2 ãpаниö независиìой пеpеìенной , то
пpеäеë функöии (5) pавен зна÷ениþ функöии в

пpеäеëüной то÷ке  аpãуìента , иëи сиìвоëи÷ески

( ) = ( ). (9)

Основныì ìатеìати÷ескиì понятиеì, испоëü-
зуеìыì в äанной статüе, явëяется понятие интеp-
ваëüной пpоизвоäной функöии [3, 4]. Оно ввоäится
на базе понятия обы÷ной пpоизвоäной функöии [1]
сëеäуþщиì обpазоì. Pассìотpиì пpоизвоëüнуþ
интеpваëüнуþ функöиþ  в виäе (5). Буäеì с÷и-
татü ее непpеpывной. Зафиксиpуеì в ней зна÷ение

независиìой пеpеìенной =  = [x01, x02]. Это-
ìу зна÷ениþ, в сиëу непpеpывности функöии, со-
ответствует фиксиpованное зна÷ение функöии

= ( ). Опpеäеëиì пpиpащения независиìой
и зависиìой пеpеìенных наøей функöии относи-
теëüно этих фиксиpованных зна÷ений

Δ  =  – , Δ  =  –  = ( ) – ( ) (10)

и составиì отноøение втоpоãо пpиpащения к
пеpвоìу

Δ /Δ  = (  – )/(  – ) =

= ( ( ) – ( ))/(  – ). (11)

Пpеäеë отноøения (11) пpи неоãpани÷енноì
пpибëижении независиìой пеpеìенной  к ее фик-
сиpованноìу пpеäеëüноìу зна÷ениþ , есëи он
существует, называется интеpваëüной пpоизвоä-
ной функöией от исхоäной интеpваëüной функöии

( ) (5) в то÷ке  и обозна÷ается  иëи ( ):

 = ( ) = Δ /Δ , (12)

ãäе Δ  и Δ  опpеäеëяþтся фоpìуëаìи (10).

Доказано [3, 4], ÷то äëя существования в то÷ке 
интеpваëüной пpоизвоäной (12) от интеpваëüной
функöии  (5) необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы в
некотоpой окpестности этой то÷ки, вкëþ÷ая ее саìу,
зна÷ения независиìой пеpеìенной  функöии 
быëи невыpожäенныìи интеpваëаìи (т. е. интеp-
ваëаìи с несовпаäаþщиìи веpхней и нижней ãpа-
ниöаìи). Но выpожäенностü интеpваëа  возìож-
ных зна÷ений независиìой пеpеìенной интеpваëü-
ной функöии озна÷ает еãо пpевpащение в обы÷нуþ
äетеpìиниpованнуþ веëи÷ину. Такиì обpазоì, ин-
теpваëüная пpоизвоäная (12) от интеpваëüной функ-
öии  (5) существует в ëþбой то÷ке , в котоpой
функöия  явëяется существенно интеpваëüной по
независиìой пеpеìенной .
Как и в сëу÷ае обы÷ной пpоизвоäной [1], поня-

тие интеpваëüной пpоизвоäной (12) ìожет бытü
обобщено путеì повтоpноãо выпоëнения опеpа-
öии взятия пpоизвоäной. Пpи этоì интеpваëüная

пpоизвоäная  из фоpìуëы (12) становится пpо-

извоäной 1-ãо поpяäка, пpоизвоäная от  — пpо-

извоäной 2-ãо поpяäка , пpоизвоäная от  —

пpоизвоäной 3-ãо поpяäка  и т. ä. Вообще, пpо-

извоäная ëþбоãо n-ãо поpяäка  опpеäеëяется

сëеäуþщиì выpажениеì:

 = [ ( )]′, n = 1, 2, 3, ..., (13)

x~ x~
y~

y~

y~ f~ x~ x~ y~

f~ x~ x~ x~

x~
y~

f~

f~

f~

x~

x0
~

x~ x0
~

y~ y0
~

y~ y0
~

x~
x0
~

y~ y0
~

x~
x0
~ y0

~

lim
x → x0
~ ~

y~ y0
~ lim

x → x0
~ ~

f~ x~ y0
~

y~

x~

x0
~ x~

lim
x → x0
~ ~

f~ x~ f~ x0
~

f~

x~ x0
~

y0
~ f~ x0

~

x~ x~ x0
~ y~ y~ y0

~ f~ x~ f~ x0
~

y~ x~ y~ y0
~ x~ x0

~

f~ x~ f~ x0
~ x~ x0

~

x~
x0
~

f~ x~ x0
~ yx0

′~
~ fx0

′~~ x~

yx0
′~
~ fx0

′~~ x~ lim
x → x0
~ ~

y~ x~

x~ y~

x0
~

f~

x~ f~

x~

f~ x0
~

f~

x~

yx′~
~

yx′~
~

yx″~
~ yx″~

~

yx″′~
~

yx
n( )~~

yx
n( )~~ yx

n 1–( )~~ x~
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ãäе  озна÷ает исхоäнуþ интеpваëüнуþ функ-

öиþ виäа  = ( ), опpеäеëяеìуþ по фоpìуëе (5).

Соãëасно опpеäеëенияì (12), (13) интеpваëüной
пpоизвоäной ëþбоãо поpяäка, все эти интеpваëü-
ные пpоизвоäные, как и исхоäная интеpваëüная
функöия (5), пpи ëþбоì ÷исëенноì зна÷ении аp-

ãуìента  в виäе интеpваëа возìожных зна÷ений

= [x1, x2] также пpиниìаþт ÷исëенное зна÷ение
в виäе интеpваëа возìожных зна÷ений. Поэтоìу
вы÷исëение интеpваëüной функöии и интеpваëü-
ной пpоизвоäной от нее ëþбоãо поpяäка закëþ÷а-
ется в вы÷исëении нижних и веpхних ãpаниö соот-
ветствуþщих интеpваëов. Вы÷исëение интеpваëü-

ной функöии  выпоëняется по фоpìуëе (5), за-
äаþщей указаннуþ функöиþ в виäе паpы "нижняя
f1 и веpхняя f2 ãpани÷ные функöии". Вы÷исëение
интеpваëüной пpоизвоäной ëþбоãо n-ãо поpяäка

 = ( ) выпоëняется с поìощüþ сëеäуþщей

фоpìуëы, вывеäенной в [3, 4]:

≡[ , ]= ,

 = [x1, x2], n = 1, 2, 3, ... (14)

иëи, по-äpуãоìу,

( ) ≡ [ ( ), ( )] =

= ,

 = [x1, x2], n = 1, 2, 3, ..., (15)

ãäе  = (•),  = (•) — нижняя и веpх-

няя ãpани÷ные функöии интеpваëüной пpоизвоä-

ной функöии n-ãо поpяäка  = (•) от исхоä-

ной интеpваëüной функöии  = [y1, y2] = ( ) =

= [ f1( ), f2( )], заäаваеìой фоpìуëой (5).

Как виäно из фоpìуë (14), (15), интеpваëüная пpо-
извоäная ëþбоãо n-ãо поpяäка, в отëи÷ие от обы÷ной
пpоизвоäной, выpажается в явноì виäе ÷еpез неза-

висиìуþ  = [x1, x2] и зависиìуþ = [y1, y2],

y1 = f1( ), y2 = f2( ), пеpеìенные исхоäной интеp-

ваëüной функöии  = ( ) = [ f1( ), f2( )]. Эта
важная особенностü интеpваëüных пpоизвоäных
функöий пpинöипиаëüно упpощает теоpиþ и ìе-
тоäы pеøения интеpваëüно-äиффеpенöиаëüных
уpавнений.

Усëовиìся в äаëüнейøеì в обозна÷ении интеp-
ваëüной пpоизвоäной  ëþбоãо поpяäка n остав-
ëятü обозна÷ение то÷ки  тоëüко в тоì сëу÷ае,
коãäа нас интеpесует зна÷ение пpоизвоäной иìен-
но в этой то÷ке, и опускатü еãо, записывая эту пpо-
извоäнуþ в виäе , в остаëüных сëу÷аях, коãäа
нас интеpесуþт ее зна÷ения во всех то÷ках.

2. Основные понятия
об интеpвально-диффеpенциальных уpавнениях

Как известно из общей теоpии äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений, пpеäìет указанной теоpии — это те
заäа÷и, pеøение котоpых своäится к pеøениþ оä-
ноãо иëи нескоëüких уpавнений, соäеpжащих пpо-
извоäные искоìых функöий. Такие уpавнения на-
зываþтся äиффеpенöиаëüныìи. Боëее то÷но, äиф-
феpенöиаëüныì уpавнениеì называется соотно-
øение, связываþщее независиìуþ пеpеìеннуþ х,
искоìуþ функöиþ y = f(x) и ее пpоизвоäные pаз-
ëи÷ных поpяäков y ′, y ′′, ..., y(n). Есëи искоìая
функöия естü функöия оäной независиìой пеpе-
ìенной, как в наøеì сëу÷ае, äиффеpенöиаëüное
уpавнение называется обыкновенныì. В сëу÷ае
есëи искоìая функöия явëяется функöией äвух
иëи боëее независиìых пеpеìенных, äиффеpенöи-
аëüное уpавнение называется уpавнениеì с ÷аст-
ныìи пpоизвоäныìи. В äанной pаботе pассìатpи-
ваþтся тоëüко обыкновенные äиффеpенöиаëüные
уpавнения.
Поpяäок стаpøей пpоизвоäной, котоpая вхоäит

в äиффеpенöиаëüное уpавнение, называется по-
pяäкоì этоãо уpавнения. Такиì обpазоì, äиффе-
pенöиаëüное уpавнение n-ãо поpяäка иìеет сëе-
äуþщий общий виä:

F(x, y, y ′, y ′′, ..., y(n)) = 0, (16)

ãäе F(•) — некотоpая функöия от пеpеìенных в
скобках. В ÷астных сëу÷аях в уpавнение (16) ìоãут и
не вхоäитü пеpеìенные x, y и отäеëüные пpоизвоäные
от функöии у поpяäка ниже, ÷еì n, но это не изìе-
нит поpяäка этоãо уpавнения, котоpый pавен n. На-
пpиìеp, уpавнения 2x + 3y – 4y ′ = 0 и 3y – 4y ′ = 0
иìеþт поpяäок, pавный 1, а уpавнения 2x + 3y –
– 4y ′ + y ′′ = 0 и 3y + y ′′ = 0 — поpяäок, pавный 2.
Лþбая функöия y = f(x), котоpая пpи поäста-

новке в уpавнение (16) обpащает еãо в тожäество,
называется pеøениеì этоãо уpавнения. Напpиìеp,
функöия y = ex явëяется pеøениеì уpавнения
y – 2y + y ′′ = 0, так как она пpи поäстановке в это
уpавнение обpащает еãо в тожäество.
Буäеì тепеpü pассìатpиватü заäа÷и, pеøение

котоpых своäится к pеøениþ уpавнений (оäноãо
иëи нескоëüких), соäеpжащих интеpваëüные пpо-
извоäные искоìых интеpваëüных функöий, кото-
pые быëи ввеäены в pазäеëе 1. Такие уpавнения ìы
буäеì называтü интеpваëüно-äиффеpенöиаëüны-
ìи. Боëее то÷но, интеpваëüно-äиффеpенöиаëüныì
уpавнениеì буäеì называтü соотноøение, связы-
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ваþщее независиìуþ интеpваëüнуþ пеpеìеннуþ

 = [x1, x2], интеpваëüнуþ искоìуþ функöиþ

= ( ) виäа (5) и ее интеpваëüные пpоизвоäные

, , ..., . Есëи искоìая интеpваëüная функ-
öия явëяется функöией оäной независиìой интеp-
ваëüной пеpеìенной, как в pассìатpиваеìоì сëу÷ае,
интеpваëüно-äиффеpенöиаëüное уpавнение назовеì
обыкновенныì. В сëу÷ае есëи искоìая интеpваëü-
ная функöия явëяется функöией äвух иëи боëее не-
зависиìых интеpваëüных пеpеìенных, интеpваëü-
но-äиффеpенöиаëüное уpавнение назовеì уpавне-
ниеì с ÷астныìи интеpваëüныìи пpоизвоäныìи.
В этой pаботе буäеì pассìатpиватü тоëüко обыкно-
венные интеpваëüно-äиффеpенöиаëüные уpавнения.
Как и в сëу÷ае обы÷ных (äетеpìиниpованных)

äиффеpенöиаëüных уpавнений (16), поpяäок стаp-
øей пpоизвоäной, котоpая вхоäит в ëþбое интеp-
ваëüно-äиффеpенöиаëüное уpавнение, назовеì
поpяäкоì этоãо уpавнения. Такиì обpазоì, интеp-
ваëüно-äиффеpенöиаëüное уpавнение n-ãо поpяä-
ка ìожно записатü в сëеäуþщеì общеì виäе:

( , , , , ..., ) = , (17)

ãäе (•) — интеpваëüная функöия от пеpеìенных

в скобках;  = [x1, x2] — независиìая интеpваëüная

пеpеìенная;  = [y1, y2] — зависиìая интеpваëüная
пеpеìенная, нахоäящаяся в функöионаëüной зави-

сиìости  = ( ) от независиìой пеpеìенной ;

, , ...,  — интеpваëüные пpоизвоäные по-

pяäка 1, 2, ..., n от интеpваëüной функöии  = ( );

 = [a1, a2] — ÷исëовой интеpваë.

Анаëоãи÷но сëу÷аþ äетеpìиниpованных äиф-
феpенöиаëüных уpавнений (16), в ÷астных сëу÷аях
в интеpваëüно-äиффеpенöиаëüное уpавнение (17)
ìоãут и не вхоäитü интеpваëüные пеpеìенные , 
и отäеëüные интеpваëüные пpоизвоäные от функ-
öии  поpяäка ниже, ÷еì n, но это не изìенит по-
pяäка äанноãо уpавнения. Лþбая интеpваëüная
функöия  = ( ), котоpая пpи поäстановке в
уpавнение (17) обpащает еãо в тожäество, называ-
ется pеøениеì этоãо уpавнения.
Наøа заäа÷а закëþ÷ается в нахожäении систеìа-

ти÷ескоãо ìетоäа и аëãоpитìа pеøения интеpваëü-
но-äиффеpенöиаëüноãо уpавнения (17).

3. Элементы теоpии
интеpвально-диффеpенциальных уpавнений

Буäеì называтü интеpваëüнуþ функöиþ аëãеб-
pаи÷ескской, есëи она поëу÷ена путеì супеpпози-
öии интеpваëüных аëãебpаи÷еских опеpаöий сëо-
жения, вы÷итания, уìножения и äеëения (3) наä

независиìыìи интеpваëüныìи пеpеìенныìи ука-
занной функöии. Даëее буäеì всеãäа пpеäпоëаãатü,
÷то интеpваëüная функöия , связываþщая пеpе-
ìенные в интеpваëüно-äиффеpенöиаëüноì уpав-
нении (17), явëяется аëãебpаи÷еской. В этих усëо-
виях оказывается спpавеäëивой сëеäуþщая основ-
ная теоpеìа.
Теоpема. Лþбое интеpваëüно-äиффеpенöиаëü-

ное уpавнение виäа (17) эквиваëентно некотоpой
систеìе из äвух äетеpìиниpованных аëãебpаи÷е-
ских уpавнений сëеäуþщеãо виäа:

(18)

ãäе  = [x1, x2] — интеpваëüная независиìая пеpе-

ìенная искоìой интеpваëüной функöии  = ( );

 = [y1, y2] — интеpваëüная зависиìая пеpеìенная

указанной интеpваëüной функöии; F1 и F2 — не-

котоpые äетеpìиниpованные функöии, пpеäстав-
ëяþщие собой нижнþþ и веpхнþþ ãpаниöы интеp-

ваëüной связываþщей функöии  уpавнения (17)

(т. е.  = [F1, F2]).

Доказательство. Соãëасно пpеäпоëожениþ, ин-

теpваëüная функöия  от пеpеìенных , , ,

, ...,  в уpавнении (17) явëяется аëãебpаи÷е-
ской. Поэтоìу она иìеет виä супеpпозиöии эëеìен-
таpных опеpаöий наä указанныìи интеpваëüныìи
пеpеìенныìи. В своþ о÷еpеäü, ÷астü указанных
интеpваëüных пеpеìенных, а иìенно, пpоизвоä-

ные , , ...,  по фоpìуëе (15) пpеäставëяþт
собой супеpпозиöии эëеìентаpных аëãебpаи÷е-
ских опеpаöий наä интеpваëüныìи пеpеìенныìи

 = [x1, x2],  = [y1, y2], ãäе y1 = f1( ), y2 = f2( ).

Такиì обpазоì, интеpваëüная функöия  в уpавне-
нии (17) в öеëоì ìожет бытü пpеäставëена в виäе
супеpпозиöии эëеìентаpных аëãебpаи÷еских опе-
pаöий тоëüко наä интеpваëüныìи пеpеìенныìи

= [x1, x2] и  = [y1, y2].

У÷итывая, ÷то этиìи эëеìентаpныìи опеpаöияìи
явëяþтся сëожение, вы÷итание, уìножение и äеëе-
ние, опpеäеëяеìые выpаженияìи (3), и испоëüзуя
фоpìуëы (4) äëя выпоëнения этих опеpаöий, ìы
поëу÷иì выpажение ëевой ÷асти уpавнения (17) в
виäе интеpваëа, нижняя и веpхняя ãpаниöы кото-
pоãо пpеäставëяþт собой некотоpые супеpпозиöии
ãpаниö интеpваëüных пеpеìенных  = [x1, x2],

= [y1, y2]. Уpавнение (17), такиì обpазоì, пеpе-
пиøется в явной интеpваëüной фоpìе

[F1(x1, x2, y1, y2), F2(x1, x2, y1, y2)] = [a1, a2], (19)
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ãäе F1 и F2 — некотоpые äетеpìиниpованные функ-
öии. Но äва интеpваëа pавны, тоëüко есëи pавны
их оäноиìенные ãpаниöы [2]. Поэтоìу из (19) по-
ëу÷аеì эквиваëентное еìу усëовие (18). Но усëо-
вие (19), как сëеäует из пpивеäенноãо äоказатеëü-
ства, эквиваëентно уpавнениþ (17). Сëеäоватеëüно,
усëовие (18) тоже эквиваëентно уpавнениþ (17),
÷то и тpебоваëосü äоказатü.
Как виäно из теоpеìы, äëя pеøения пpоизвоëü-

ноãо интеpваëüно-äиффеpенöиаëüноãо уpавнения
(17) сëеäует äействоватü соãëасно сëеäуþщеìу
аëãоpитìу.
Шаг 1. Заìенитü в уpавнении (17) все вхожäе-

ния интеpваëüных пpоизвоäных , , ...,  их
выpаженияìи (15) ÷еpез искоìуþ интеpваëüнуþ
функöиþ  = [y1 = f1( ), y2 = f2( )]. В pезуëüтате
интеpваëüно-äиффеpенöиаëüное уpавнение (17)
пеpейäет в интеpваëüно-аëãебpаи÷еское уpавнение
с неизвестной пеpеìенной .
Шаг 2. Испоëüзоватü выpажения (4) äëя выпоë-

нения эëеìентаpных аëãебpаи÷еских опеpаöий наä
интеpваëаìи, выpазитü ëевуþ ÷астü поëу÷ивøеãо-
ся уpавнения (17) в виäе интеpваëа, нижняя и веpх-
няя ãpаниöы котоpоãо иìеþт виä супеpпозиöий
(функöий) нижних и веpхних ãpаниö интеpваëü-
ных пеpеìенных  = [y1, y2] и  = [x1, x2].
Шаг 3. Испоëüзуя pезуëüтаты øаãа 2, пpеäставитü

уpавнение (17) в явной интеpваëüной фоpìе (19).
Шаг 4. Пpиpавняв в (19) оäноиìенные ãpаниöы

ëевой и пpавой ÷астей, пеpейти к эквиваëентной
заäанноìу интеpваëüно-äиффеpенöиаëüноìу уpав-
нениþ (17) систеìе äвух äетеpìиниpованных аë-
ãебpаи÷еских уpавнений (18).
Шаг 5. Pеøитü систеìу уpавнений (18). Най-

äенное pеøение этой систеìы в виäе  = ( ), ãäе
 =[x1, x2],  = [y1, y2] (y1 = f1( ), y2 = f2( )), буäет

также искоìыì pеøениеì интеpваëüно-äиффеpен-
öиаëüноãо уpавнения (17).

Заключение

В настоящей статüе показана возìожностü фоp-
ìиpования äиффеpенöиаëüных уpавнений на базе
понятия интеpваëüной пpоизвоäной, т. е. пpоизвоä-
ной от неäетеpìиниpованной функöии, в котоpой
пеpеìенные заäаþтся с то÷ностüþ äо интеpваëов
возìожных зна÷ений. Новые уpавнения позвоëяþт
ìоäеëиpоватü äинаìику систеì с интеpваëüной не-
опpеäеëенностüþ их функöий-хаpактеpистик. Гëав-
ные отëи÷ия ввеäенной интеpваëüной пpоизвоä-
ной и основанноãо на ней интеpваëüно-äиффеpен-
öиаëüноãо ис÷исëения закëþ÷аþтся в тоì, ÷то
пpоизвоäная ëþбоãо поpяäка от интеpваëüной
функöии снова явëяется интеpваëüной функöией,
пpи÷еì она выpажается в явноì виäе ÷еpез неза-
висиìуþ и зависиìуþ пеpеìенные пеpвообpазной
функöии. Бëаãоäаpя этоìу свойству ëþбое интеp-
ваëüно-äиффеpенöиаëüное уpавнение (17) ëеãко
своäится к эквиваëентной систеìе äвух аëãебpаи-
÷еских уpавнений (18), pеøение котоpых äает pе-
øение исхоäноãо уpавнения (17).
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Автоматизиpованная система упpавления складом уpовня цеха 
для пpоектного пpоизводства

Введение

Систеìы упpавëения скëаäоì (WMS — Warehouse
Management System) пpеäставëяþт собой кëасс øи-
pоко востpебованных пpоìыøëенностüþ автоìа-
тизиpованных инфоpìаöионно-упpавëяþщих сис-
теì, pеøаþщих заäа÷и упpавëения и у÷ета товаp-
но-ìатеpиаëüных öенностей (ТМЦ). В общеì сëу-
÷ае систеìы WMS пpеäназна÷ены äëя поääеpжки
pеøения äвух катеãоpий заäа÷: заäа÷ упpавëения, к
котоpыì относятся поãpузка, позиöиониpование,
автоìати÷еская коìпëектаöия, соpтиpовка, и заäа÷
у÷ета ТМЦ, вкëþ÷аþщих отсëеживание пеpеìе-
щения, инвентаpизаöиþ и т. п. [1].

Pеøение заäа÷ у÷ета ТМЦ, соãëасно поëоженияì
станäаpта MRP-II (Manufacturing Resource Planning),
осуществëяется в поäсистеìе фиксаöии опеpаöий
с запасаìи (ITS — Inventory Transaction Subsystem),
котоpая также поëу÷иëа название поäсистеìы
упpавëения скëаäоì. Такоãо pоäа инфоpìаöион-
но-упpавëяþщие систеìы пpеäназна÷ены äëя pе-
øения заäа÷ автоìатизаöии кëасси÷ескоãо скëаä-
скоãо у÷ета и тесно связаны с систеìаìи и сpеäст-
ваìи автоìатизаöии у÷етно-бухãаëтеpскоãо и фи-
нансовоãо кëассов [2].

Анализ пpоблемы

Скëаäские ìоäуëи автоìатизиpованных систеì
упpавëения pесуpсаìи пpеäпpиятия (ERP-систеìы)
оpиентиpованы на у÷ет запасов в жестко фиксиpо-
ванных ìестах хpанения и скëаäских тpанзакöий
(пpихоä-pасхоä). Это явëяется сëеäствиеì ноpìа-
тивноãо пëаниpования, выпоëнения покупных, пpо-
извоäственных и pаспpеäеëитеëüных опеpаöий, ÷то
явëяется основныì назна÷ениеì ERP-систеì. Пpи
этоì скëаäские ìоäуëи, вхоäящие в состав ERP-

систеì, сëеäует отëи÷атü от систеì WMS, отëи÷и-
теëüныì пpизнакоì котоpых явëяется pабота с
ìикpотpанзакöияìи и физи÷ескиì пеpеìещениеì
ТМЦ [3, 4].
Пpоãpаììная аpхитектуpа WMS стpоится по

тpехуpовневой схеìе — ÷еëовеко-ìаøинный ин-
теpфейс (HMI — Human Machine Interface), сеpвеp
базы äанных и обpабот÷ик бизнес-ëоãики. Наибо-
ëее pаспpостpаненныì ваpиантоì испоëüзования
систеì упpавëения скëаäоì явëяется оpãанизаöия
скëаäскоãо у÷ета уpовня пpеäпpиятия, оäнако äëя
заäа÷ опеpативноãо пëаниpования особый интеpес
пpеäставëяþт спеöиаëизиpованные pазновиäности
WMS, pаботаþщие на уpовне öеховоãо пpоизвоä-
ства. Такие систеìы по опpеäеëениþ станäаpта
MRP-II äоëжны соäеpжатü функöии инстpуìен-
таëüноãо обеспе÷ения и опеpативноãо упpавëения
испоëнениеì пpоизвоäственных заказов [4, 5].
Существуþщие ìетоäы пpоектиpования систеì

упpавëения скëаäскиìи запасаìи и опиpаþщиеся
на них пpоектные pеøения иìеþт pяä пpобëеì пpи
попытке внеäpения WMS иëи ITS на уpовне пpо-
извоäственноãо öеха. Как пpавиëо, функöионаë
систеì упpавëения скëаäоì уpовня пpеäпpиятия
pазpабатываþт с у÷етоì öентpаëизованноãо хаpак-
теpа хpанения ТМЦ. Это поäpазуìевает, ÷то ос-
новные опеpаöии — хpанение, пеpеìещение, у÷ет,
соpтиpовка — пpоисхоäят в пpеäеëах скëаäа, а пе-
pеäа÷а ТМЦ (äаëее поä ТМЦ поäpазуìевается ин-
стpуìент) в пpоизвоäство ÷асто pассìатpивается
как коне÷ная то÷ка в жизненноì öикëе ТМЦ. Такая
то÷ка зpения не соответствует äействитеëüности в
сëу÷ае оpãанизаöии у÷ета на уpовне произвоäст-
венноãо öеха пpи пpоектноì пpоизвоäстве, оpиен-
тиpованноì на выпуск ìеëкосеpийной иëи еäи-
ни÷ной пpоäукöии. В этих усëовиях ITS öеховоãо
уpовня pаботает с кpупной, изìеняþщейся от за-
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