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Описание пpедпочтений 
в многокpитеpиальных задачах 

с иеpаpхической 
системой кpитеpиев

Введение

Пpи боëüøоì ÷исëе кpитеpиев в ìноãокpитеpи-
аëüной заäа÷е (МКЗ) их стpуктуpиpуþт в виäе
иеpаpхии (äеpева). В pезуëüтате поëу÷аеì МКЗ с
иеpаpхи÷еской систеìой кpитеpиев. Наäо сказатü,
÷то в боëüøинстве пpакти÷еских заäа÷ ÷исëо кpите-
pиев боëüøе äесяти, и они äоëжны pассìатpиватü-
ся как МКЗ с иеpаpхи÷еской систеìой кpитеpиев.

В постановке МКЗ выäеëиì:
� заäа÷и с заäанныì ìножествоì объектов (аëü-

теpнатив), котоpые тpебуется упоpяäо÷итü иëи
выбpатü из них наибоëее пpеäпо÷титеëüнуþ,
иëи äатü оöенку пpеäпо÷тения;

� заäа÷и описания пpеäпо÷тений ëиöа, пpини-
ìаþщеãо pеøения (ЛПP), пpи этоì ìножество
оöениваеìых объектов ìожет не заäаватüся.
Наибоëее известныìи ìетоäаìи pеøения МКЗ

с иеpаpхи÷еской систеìой кpитеpиев явëяþтся ìе-
тоä анаëиза иеpаpхий (МАИ) [1, 2] и ìноãоìеpная
теоpия поëезности (МТП) [3].

МАИ пpиìениì äëя заäа÷ с заäанныì ìноже-
ствоì объектов, а МТП пpеäназна÷ена äëя заäа÷

описания пpеäпо÷тений. В статüе pассìатpивается
заäа÷а описания пpеäпо÷тений, поэтоìу пpеäëа-
ãаеìый поäхоä буäеì сpавниватü с МТП.

В pаботе [3] по МТП пpивоäятся пpиìеpы pе-
øения МКЗ с иеpаpхи÷еской систеìой кpитеpиев.
Пpи этоì на всех уpовнях иеpаpхии испоëüзуется
оãpани÷енное ÷исëо функöий поëезности: ìуëüти-
пëикативная, аääитивная. Пpовеpка усëовий пpиìе-
нения этих функöий: независиìости по поëезности,
по пpеäпо÷тениþ весüìа затpуäнитеëüна, особенно
äëя кpитеpиев веpхних уpовней иеpаpхии. Поэтоìу
äëя заäа÷ с иеpаpхи÷еской систеìой кpитеpиев
ввоäят äопущения о независиìости [3. п. 6.11].

Иноãäа без äостато÷ноãо обоснования äëя аãpе-
ãиpования кpитеpиев по иеpаpхии испоëüзуþт аä-
äитивнуþ функöиþ. В связи с этиì отìетиì, ÷то
пpиìенение аääитивной функöии на всех уpовнях
иеpаpхии озна÷ает испоëüзование äеpева кpитеpиев
тоëüко äëя опpеäеëения весов кpитеpиев, а pезуëü-
тат — обобщенный кpитеpий (коpенü äеpева) —
pасс÷итывается как взвеøенная суììа всех кpите-
pиев нижнеãо уpовня.

Все выøесказанное указывает на актуаëüностü
pазвития ìетоäов pеøения МКЗ с иеpаpхи÷еской
систеìой кpитеpиев.

Вопpосы постpоения иеpаpхии кpитеpиев поä-
pобно pассìотpены в pаботах [1—3]. Дëя кëасси-
фикаöии эëеìентов äеpева (коpня, ветвей и ëистüев)
испоëüзуеì теpìины из кваëиìетpии [4]. Нижние
уpовни (ëистüя äеpева) пpеäставëяþт собой еди-
ничные (частные) кpитеpии, котоpые изìеpяþтся в
pазных еäиниöах. Кpитеpии ìоãут бытü не тоëüко
коëи÷ественные, но и текстовые, иìеþщие коне÷-
ный набоp зна÷ений. Ветви äеpева составëяþт ком-
плексные кpитеpии. Они вы÷исëяþтся в pезуëüтате
аãpеãиpования нижестоящих кpитеpиев. Pезуëüтаты
аãpеãиpования опpеäеëяþт коìпëексные кpитеpии
в øкаëе интеpваëов [0; 1]. Веpхний уpовенü (коpенü
äеpева) обpазует обобщенный кpитеpий.

Коpенü äеpева опpеäеëяет öеëü, сëеäуþщий
уpовенü — поäöеëи и т. ä. Буäеì ãовоpитü о пpеä-
по÷тениях с то÷ки зpения äостижения поставëен-
ной öеëи. Чтобы не ввоäитü ìножества öеëей 2-ãо,
3-ãо уpовней, хаpактеpизуþщихся соответствуþ-
щиìи коìпëексныìи кpитеpияìи, буäеì испоëü-
зоватü äëя всех них оäин теpìин "пpеäпо÷тение".
Pеøая заäа÷у аãpеãиpования ìножества кpитеpиев
в выøестоящий, буäеì ãовоpитü об описании пpеä-
по÷тений на äанной ветви äеpева. Пpеäпо÷тение —
это свойство, котоpое хаpактеpизует выøестоящий
коìпëексный кpитеpий.

МОДЕЛИPОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ

Пpоблема описания пpедпочтений pассматpивается

как задача измеpения пpедпочтений. В иеpаpхической

системе кpитеpиев задача сводится к измеpению в

шкале интеpвалов вышестоящих кpитеpиев чеpез мно-

жество нижестоящих. Для этого подхода опpеделен

тип функции пpедпочтения.

Pазpаботан единый для всех уpовней план опpоса ли-

ца, пpинимающего pешения, для выявления его пpедпоч-

тений. По pезультатам опpоса для каждой веpшины

иеpаpхии идентифициpуется функция пpедпочтения и

ее паpаметpы.

Ключевые слова: многокpитеpиальные задачи, иеpаp-

хия кpитеpиев, описание пpедпочтений, важность кpи-

теpиев, агpегиpование кpитеpиев, функции пpедпочтения
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1. Постановка задачи

Пpи pеøении МКЗ выäеëяþт äве пpобëеìы: не-
оäноpоäностü пpостpанства кpитеpиев (кpитеpии
изìеpяþтся в pазных еäиниöах) и аãpеãиpование
кpитеpиев в скаëяp.

В МКЗ с иеpаpхи÷еской систеìой кpитеpиев
сна÷аëа сëеäует pеøитü заäа÷у пеpехоäа к безpаз-
ìеpныì веëи÷инаì äëя кpитеpиев нижнеãо уpовня
(еäини÷ных кpитеpиев). Затеì наäо обосноватü
пpоöеäуpы аãpеãиpования кpитеpиев äëя выøе-
стоящих уpовней (коìпëексных кpитеpиев). Обе
пpобëеìы буäут pассìатpиватüся с то÷ки зpения
описания пpеäпо÷тений ЛПP. Эти вопpосы изëа-
ãаþтся в п. 2.

В pаботах автоpа [5, 6] pассìотpены вопpосы
описания пpеäпо÷тений с поìощüþ опеpатоpов аã-
pеãиpования. В них pассìотpены ситуаöии, коãäа
аãpеãиpуеìые кpитеpии изìеpяþтся в относитеëü-
ных (безpазìеpных) веëи÷инах. Поэтоìу опеpато-
pы ìоãут испоëüзоватüся äëя аãpеãиpования коì-
пëексных кpитеpиев в иеpаpхи÷еской стpуктуpе.

Эти вопpосы обсужäаþтся в п. 3.

2. Описание пpедпочтений
на нижних уpовнях иеpаpхии

Описание пpеäпо÷тений на÷инается с нижних
уpовней иеpаpхии (ëистüев). По существу необхо-
äиìо pеøитü пpобëеìу неоäноpоäности пpостpан-
ства кpитеpиев.

Дëя кажäоãо еäини÷ноãо кpитеpия kj опpеäеëиì
äопустиìые зна÷ения в виäе интеpваëа [kjmin; kjmax]
ëибо как ìножество текстовых зна÷ений.

Иëëþстpиpоватü основные поëожения буäеì на
пpиìеpе постpоения функöии пpеäпо÷тения пpи
поиске ìеста pаботы. В ка÷естве кpитеpиев выбе-
pеì äва: k1 — pазìеp заpаботной пëаты (тыс. pуб.)
и k2 — вpеìя поезäки äо ìеста pаботы (ìин). До-
пустиìый интеpваë äëя k1 — [25; 125], нижняя ãpа-
ниöа опpеäеëяет поpоã, ниже котоpоãо ваpиант ис-
кëþ÷ается, веpхняя ãpаниöа озна÷ает, ÷то заpаботная
пëата ЛПP поëностüþ устpаивает, а пpевыøение ее
не увеëи÷ивает пpеäпо÷тение. Анаëоãи÷но, заäаäиì
интеpваë äëя кpитеpия k2 — [10; 90]. В ка÷естве
пpиìеpа текстовоãо кpитеpия ìожно pассìотpетü
испоëüзование вìесто k2 (вpеìя поезäки) пеpе÷енü
теppитоpиаëüных pайонов, в котоpых äоëжно бытü
ìесто pаботы.

В статüе буäеì испоëüзоватü теpìиноëоãиþ ìо-

ноãpафии [3]. Допоëнение кpитеpия  — все ìно-

жество кpитеpиев, искëþ÷ая kj, äопоëнение паpы

кpитеpиев kj и ks – .

Опpеделение 1. Функция пpедпочтения (ФП) —
опеpатоp аãpеãиpования (свеpтка) кpитеpиев в ска-
ëяp u(k) = u(k1, ..., km), опpеäеëяþщий пpеäпо÷те-
ния в øкаëе интеpваëов.

С у÷етоì понятия äопоëнения кpитеpиев ваpиан-
таìи записи ФП ìоãут бытü u(kj, ) иëи u(kj, ks, ).
ФП пpиниìает зна÷ения в интеpваëе [0; 1].

2.1. Пеpевод единичных кpитеpиев
в безpазмеpные величины

Кажäый еäини÷ный кpитеpий косвенно хаpак-
теpизует выøестоящий коìпëексный кpитеpий. Как
указано в pаботе [3], он явëяется кpитеpиеì-заìес-
титеëеì выøестоящеãо коìпëексноãо. Дëя пеpевоäа
еäини÷ноãо кpитеpия kj в безpазìеpнуþ øкаëу ин-

теpваëов [0; 1] необхоäиìо заäатü äва øкаëüных зна-
÷ения: этаëон 1, соответствуþщий нуëевоìу зна÷е-
ниþ, и этаëон 2 — еäини÷ноìу зна÷ениþ. Дëя этоãо
по кажäоìу кpитеpиþ kj в интеpваëе [kjmin; kjmax]

ЛПP äоëжен указатü зна÷ение , соответствуþ-

щее ìиниìаëüноìу пpеäпо÷тениþ, и  — ìакси-

ìаëüноìу пpеäпо÷тениþ. Какое из  и  боëüøе,

зависит от соäеpжания кpитеpия: так, äëя заpабот-

ной пëаты < , а äëя вpеìени поезäки äо ìеста

pаботы > . Зна÷ения  и  не обязатеëüно

äоëжны пpиниìатü ãpани÷ные зна÷ения интеpваëа
[kjmin; kjmax].

Сëеäует обpатитü вниìание на то, ÷то зна÷ения

 и  оäноãо кpитеpия ìоãут зависетü от  и 

äpуãих кpитеpиев. Напpиìеp, в наøеì пpиìеpе

пpи = 90 ìин äопустиìыì ìожет бытü ваpиант

с = 130 тыс. pуб. Зна÷ит, интеpваë äëя k1 сëеäует

pасøиpитü äо [25; 130]. В pезуëüтате коppекöии
ãpаниö необхоäиìо äобитüся, ÷тобы пpеäпо÷тение

объекта В– = { , ..., } быëо ìиниìаëüныì,

а В+ = { , ..., } ìаксиìаëüныì во всеì пpо-

стpанстве äопустиìых зна÷ений.

Дëя функöии пpеäпо÷тения, изìеpяеìой в øка-
ëе интеpваëов [0; 1], этаëонаìи явëяþтся u(k–) = 0
и u(k+) = 1.

Опpеделение 2. Частная ноpмиpованная функция
пpедпочтения (ЧНФП) j-ãо кpитеpия (uj(kj) ∈ [0; 1]) —

оäноìеpная функöия пpеäпо÷тения по j-ìу кpите-
pиþ, опpеäеëяеìая пpи фиксиpованноì äопоëне-

нии , т. е. uj(kj) = .

Сëеäует поä÷еpкнутü, ÷то ЧНФП uj(kj) не явëя-
ется усëовной функöией пpеäпо÷тения u(kj, ) [3],
котоpая опpеäеëяется пpи заäанноì зна÷ении äо-
поëнения . В ЧНФП äопоëнение ÷етко фикси-
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pовано и не ìеняется, поэтоìу в функöии uj(kj)
оäин аpãуìент.

Чтобы постpоитü uj(kj) ЛПP äостато÷но указатü,
как изìеняþтся пpеäпо÷тения на äопустиìоì ин-
теpваëе [kjmin; kjmax], пpи этоì äëя опpеäеëения
еäиной øкаëы интеpваëов äëя всех кpитеpиев сëе-
äует пpинятü uj( ) = 0 и uj( ) = 1.

Дëя постpоения ЧНФП сëеäует испоëüзоватü
ìетоäы постpоения øкаë интеpваëов. В теоpии из-
ìеpений [7, стp. 23] øкаëа изìеpений опpеäеëяется
как ãоìоìоpфизì непpивоäиìой эìпиpи÷еской сис-
теìы с отноøенияìи (э.с.о.) в ÷исëовуþ систеìу.
Шкаëа интеpваëов ìожет бытü постpоена как на
основе опеpаöий (э.с.о. вкëþ÷ает тpехìестное отно-
øение — опеpаöиþ) [7, ãë. 6], так и на основе pас-
стояний (э.с.о. вкëþ÷ает ÷етыpехìестное отноøе-
ние — систеìу pасстояний) [7, ãë. 9]. В [3, стp. 123
п. 3.7.2] пpивоäится пpиìеp постpоения оäноìеp-
ной функöии пpеäпо÷тений с испоëüзованиеì
опеpаöии äеëения попоëаì.

Функöии uj(kj) ìоãут бытü как убываþщие, так
и возpастаþщие в зависиìости от соäеpжания кpи-
теpия. Возìожны и неìонотонные функöии uj(kj),
напpиìеp, покупатеëü в ìаãазине выбиpает теëеви-
зоp, соответственно он опpеäеëяет наибоëее жеëа-
теëüный pазìеp экpана  из äопустиìоãо интеpваëа
[kjmin; kjmax], котоpый вкëþ÷ает . Какое из kjmin

и kjmax иëи оба зна÷ения пpинятü за нуëевуþ безpаз-
ìеpнуþ оöенку, опpеäеëяется покупатеëеì.

Дëя текстовых кpитеpиев ìножество возìожных
зна÷ений коне÷но, напpиìеp, в наøеì пpиìеpе пpи-
няв за k2 пеpе÷енü из ÷етыpех pайонов (q = 1, 2, 3, 4),
опpеäеëение ЧНФП äëя k2 озна÷ает заäание ЛПP
пpеäпо÷тений äëя всех pайонов . Пpи÷еì ìини-
ìаëüное по пpеäпо÷тениþ зна÷ение  äоëжно
иìетü нуëевое зна÷ение = 0, а ìаксиìаëüное

 — еäиниöе: = 1. Такуþ оöенку текстовых
зна÷ений уäобно пpовоäитü, испоëüзуя пpоöеäуpы
опpоса экспеpтных ìетоäов [8, 9], основанных на
øкаëах интеpваëов.

Есëи зна÷ения кpитеpия опpеäеëяþтся ЛПP иëи
экспеpтаìи в баëëах, то, естественно, такой кpите-
pий изìеpяется в безpазìеpных веëи÷инах, котоpые
пpивоäятся к интеpваëу [0; 1]. Напpиìеp, в pас-
сìатpиваеìоì пpиìеpе оöенки ìеста pаботы ìож-
но ввести тpетий кpитеpий k3 — ее пеpспектив-
ностü, котоpуþ ìожно оöениватü в баëëах. Наäо
сказатü, ÷то этот кpитеpий изìеpяется в øкаëе от-
ноøений, так как существует абсоëþтный нуëü, со-
ответствуþщий поëноìу отсутствиþ пеpспектив.

На pис. 1 и 2 пpеäставëены ЧНФП äëя pассìат-
pиваеìоãо пpиìеpа.

Посëе опpеäеëения ЧНФП поëу÷аеì функöиþ
пpеäпо÷тения, в котоpой пеpеìенныìи явëяþтся
безpазìеpные кpитеpии g(u) = g(u1(k1), ..., um(km)) =

= u(k1, ..., km), котоpуþ буäеì называтü функцией

пpедпочтения безpазмеpных кpитеpиев (ФПБК)

g(u1, ..., um) = g(uj, ). ФПБК пpи нуëевоì зна÷е-

нии äопоëнения = 0 буäеì обозна÷атü g(uj, 0).

2.2. Аксиомы пpедпочтений

Пеpейäеì к фоpìуëиpованиþ аксиоì (свойств)
пpеäпо÷тений. На÷неì с общепpинятых в теоpии
поëезности.

Аксиома 1 единственности нулевого значения
ФПБК: g(u) = 0 тоëüко пpи всех uj = 0.

Аксиома 2 единственности единичного значения
ФПБК: g(u) = 1 тоëüко пpи всех uj = 1.

Аксиома 3 монотонности пpедпочтений (ФПБК):

g( , ) > g( , ), ãäе >  äëя ëþбоãо äо-

поëнения > 0 .

Опpеäеëиì поpяäок важности ÷астных кpитеpиев:
k1 � k2 � ... � km, а затеì веса кpитеpиев V1 > V2 > ...

... > Vm Vj = 1 . Вопpосы опpеäеëения весов

буäут pассìотpены äаëее.
Заäаäиì пpоизвоëüное зна÷ение u′ ∈ [0; 1] äëя

всех кpитеpиев. ЛПP уäобнее оöениватü пpеäпо÷те-
ние ìноãокpитеpиаëüных объектов, заäанных в фи-
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зи÷еских еäиниöах изìеpения kj. Поэтоìу, испоëü-
зуя ЧНФП, äëя всех кpитеpиев зна÷ение u′ пеpеве-
äеì в = (u′), ãäе (u′) — обpатная функöия
от uj(kj). Лиöу, пpиниìаþщеìу pеøение, пpеäëа-
ãается оöенитü пpеäпо÷тения объектов u( , ).

Аксиома 4 относительной важности кpитеpиев.
Дëя ëþбой паpы кpитеpиев kj и ks отноøение пpеä-

по÷тений =  неизìенно пpи ëþбоì

зна÷ении u′ ∈ [0; 1].

Pассìатpивая u′ как пеpеìеннуþ u, поëу÷иì
äëя кажäоãо кpитеpия функöиþ g(uj, 0) = gj(u) =

= u( (u), ). Тоãäа усëовие относитеëüной важ-

ности = = = const выпоëняется,

есëи обе функöии g(uj, 0) и g(us, 0) ëинейные, т. е.

g(uj, 0) = kVj u и g(us, 0) = kVsu, ãäе коэффиöиент

k = const, a Vj  и Vs — веса кpитеpиев.

2.3. Пpовеpка аксиом пpедпочтения

Pассìотpиì пpоöеäуpу пpовеpки аксиоìы от-

носитеëüной важности кpитеpиев. Выбpав u′ = u(1)

и опpеäеëив äëя всех кpитеpиев соответствуþщие

зна÷ения = (u(1)), необхоäиìо ЛПP пpеäъ-

явитü äëя оöенки пpеäпо÷тений ìножество объек-
тов, пpеäставëенных в табë. 1. Шкаëа интеpваëов
äëя оöенивания пpеäпо÷тений опpеäеëяется äвуìя

этаëонаìи: k+ и k–. Сpавниватü объекты { , }

с этаëоноì k+ из-за боëüøой pазниöы ìежäу  и 

сëожно, поэтоìу äëя повыøения то÷ности оöенок

{ , } ввеäеì объект В= ≡ { , ..., }. В без-

pазìеpных еäиниöах В= иìеет pавные зна÷ения u(1)

всех кpитеpиев. Оöенка этоãо объекта R (1) буäет

сопоставиìа с  — оöенкаìи B j. ФПБК g(u) пpи

pавных зна÷ениях кpитеpиев обpазует функöиþ
оäной пеpеìенной g(u), в pаботе [5] она названа
функöией pавных зна÷ений пеpеìенных. Чтобы поä-
÷еpкнутü, ÷то пеpеìенныìи явëяþтся безpазìеpные
зна÷ения кpитеpиев, буäеì называтü g(u) функцией
pавных значений безpазмеpных кpитеpиев (ФPЗБК).

Есëи естü текстовые пеpеìенные kj, то в ка÷естве
уpовней u(i) сëеäует бpатü иìеþщиеся äëя неãо зна-
÷ения . В сëу÷ае, коãäа иìеется нескоëüко тексто-
вых кpитеpиев kj и ks, испоëüзуþтся  и , котоpые,
как пpавиëо, не совпаäаþт. Поэтоìу в опpосной
табëиöе äëя  в ка÷естве объекта В = испоëüзуется
объект { , ..., , ..., ). В этоì сëу÷ае ìно-
жество оöенок В = не то÷но обpазует ФPЗБК. Чтобы
пpибëизитü ìножество к ФPЗБК в В = сëеäует ис-
поëüзоватü бëижайøее к  зна÷ение .

Дëя оöенки объектов табë. 1 уäобно испоëüзо-
ватü экспеpтные ìетоäы [8, 9], позвоëяþщие поëу-
÷итü pезуëüтаты в øкаëе интеpваëов.

Пеpейäя к новоìу зна÷ениþ u′ = u(2) и пpовеäя
опpос ЛПP, поëу÷иì R(2), .

Наäо отìетитü, ÷то R(2) = u(k(2)) = g(u(2)),

a = u( , ) = g( , 0). Сpавнивая с по-

стpоениеì ЧНФП, виäиì, ÷то  естü зна÷ение

ЧНФП, соответствуþщее . Но в øкаëе интеp-

ваëов изìеpения пpеäпо÷тений äëя  изìенен

коэффиöиент сжатия: еäини÷ныì этаëоноì пpи

постpоении ЧНФП быë u( , ), а стаë u( , ).

У÷итывая, ÷то äëя всех = u( , ) =

= g( , 0) зна÷ение  оäинаковое, поëу÷ается

÷то отноøение =  не буäет ìе-

нятüся пpи пеpехоäе от  к .

Зна÷ит, есëи ЧНФП отpажаþт пpеäпо÷тения ЛПP
в øкаëе интеpваëов пpи изìенении кpитеpиев, ав-
тоìати÷ески буäет выпоëнятüся аксиоìа относи-
теëüной важности. Тоãäа g( , 0) äоëжны обpазо-
выватü ëиниþ g(uj, 0) = kVjuj.

Есëи g(uj, 0) не обpазует ëинии, то оøибки сëе-
äует искатü пpи постpоении ЧНФП, и их необхо-
äиìо откоppектиpоватü. Можно коppекöиþ uj(kj)
пpовести, испоëüзуя кусо÷но-ëинейнуþ функöиþ
gj(uj) = g(uj, 0), тоãäа откоppектиpованная ЧНФП
буäет опpеäеëятüся как (kj) = gj(uj(kj)). Пpи этоì
наäо иìетü в виäу, ÷то изìенение uj(kj) вëе÷ет изìе-
нение  в табë. 1 опpоса, соответственно ìеня-
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þтся оöенки , и не факт, ÷то в pезуëüтате коp-
pекöии ЧНФП поëу÷иì ëинейнуþ g(uj, 0). Поэтоìу
коppекöиþ ЧНФП сëеäует пpовоäитü в нескоëüко
итеpаöий.

Чтобы по оöенкаì  опpеäеëитü веса Vj, ко-

тоpые äоëжны бытü в суììе pавны еäиниöе, 

наäо пpоноpìиpоватü. Дëя этоãо ввеäеì ìасøтабный

коэффиöиент k = , котоpый пpи выпоë-

нении аксиоìы относитеëüной важности не буäет за-

висетü от u(i). Тоãäа веса кpитеpиев pавны Vj = .

Есëи сpеäи ìножества кpитеpиев естü текстовые
кpитеpии, то ìасøтабный коэффиöиент k и веса Vj

сëеäует вы÷исëятü по зна÷енияì , так как все

они буäут соответствоватü оäинаковоìу зна÷ениþ

u(n) = 1, т. е. k = .

В pассìатpиваеìоì пpиìеpе с äвуìя кpитеpияìи
в соответствии с ЧНФП, пpивеäенныìи на pис. 1, 2,
опpеäеëиì äëя пяти зна÷ений u(i) веëи÷ины .
Pезуëüтаты пpеäставëены в табë. 2, 3.

Пpовоäиì опpос ЛПP и пpи остаëüных u(i)

(i = 2, 3, 4, 5). По pезуëüтатаì опpосов стpоиì за-
висиìости g(uj, 0). Они пpеäставëены на pис. 3. Из
äанных на pисунке поëу÷иì ìасøтабный коэффи-
öиент k = 0,3 + 0,15 = 0,45 и веса кpитеpиев
V1 = 0,3/0,45 = 2/3 и V2 = 0,15/0,45 = 1/3.

2.4. Выбоp типа опеpатоpа агpегиpования 
на нижнем уpовне иеpаpхии

В pаботах [5, 6] pассìатpиваþтся вопpосы ãене-
pиpования pазëи÷ных опеpатоpов аãpеãиpования
с безpазìеpныìи кpитеpияìи, к котоpыì отно-
сится ФПБК.

Аксиоìа относитеëüной важности кpитеpиев вы-
поëняется äëя опеpатоpов сëеäуþщеãо типа:

g(u) = ψ ψ–1(kVjuj)  + ε(u1, ..., um), (1)

ãäе ψ(x) — ãенеpиpуþщая функöия опеpатоpа

(ψ–1(u) — обpатная функöия); k — ìасøтабный
коэффиöиент, обеспе÷иваþщий усëовие pавенства
еäиниöе g(u) пpи еäини÷ных зна÷ениях всех uj.

Всякое изìеpение выпоëняется с оøибкаìи, теì
боëее изìеpение пpеäпо÷тений, поэтоìу в фоpìуëе
(1) ввеäена функöия оøибок ε(u1, ..., um). В сëу÷ае
выпоëнения ëинейности g(uj, 0) = kVjuj функöия
оøибок ε(uj, 0) = 0 ( j = 1, 2, ..., m).

Чтобы выпоëняëасü аксиоìа 3 ìонотонности
ФПБК ãенеpиpуþщая функöия ψ(x) на интеpваëе
[0; 1] äоëжна бытü непpеpывной, ìонотонно-воз-
pастаþщей. Дëя выпоëнения аксиоì 1 и 2 необхо-
äиìо, ÷тобы зна÷ения ψ(х) на ãpаниöах pавняëисü:
ψ(0) = 0 и ψ(1) = 1. Масøтабный коэффиöиент k
опpеäеëяется из уpавнения

ψ–1(kVj ) = 1. (2)

Дëя фоpìиpования ãенеpиpуþщей функöии ìож-
но взятü ëþбуþ ìонотонно возpастаþщуþ функ-
öиþ f (x) и пpоноpìиpоватü ee:

ψ(x) = .

Испоëüзование pазных виäов f(x) пpивоäит к фоp-
ìиpованиþ отäеëüных видов генеpиpующих функций.
Кажäый виä ãенеpиpуþщих функöий äоëжен иìетü

W j
i( )

Табëиöа 2

Значения обратных ЧНФП

для заработной платы ( ) и времени поездки ( )

u(i) 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

 = (u(i)) 52 63 73 85 130

 = (u(i)) 70 62 53 45 10

k
1

i( )
k
2

i( )

k
1

i( )
u
1

1–

k
2

i( )
u
2

1–

Табëиöа 3

Форма опросной анкеты для u(1) = 0,2

Объекты оöенки
Зарпëата, 
тыс. руб.

Вреìя
поезäки, ìин

Оöенки 
ЛПР

Объект этаëон В+ 130 10 1,0

Объект В= 52 70 R(1)

Объект В1 52 90

Объект В2 25 70

Объект этаëон В– 25 90 0,0

W
1

1( )

W
2

1( )

Pис. 3. Pезультаты пpовеpки аксиомы относительной важности
кpитеpиев
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∑ Wj
n( )

kj
i( )

j 1=

m

∑
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞

j 1=

m

∑

f x( ) f 0( )–
f 1( ) f 0( )–
-------------------



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 2, 2013 7

паpаìетp, с поìощüþ котоpоãо фоpìиpуется сеìей-
ство ãенеpиpуþщих функöий оäноãо виäа. Напpи-
ìеp, степенная функöия ϕ(х) = хp иìеет паpаìетp p,
позвоëяþщий фоpìиpоватü сеìейство функöий. Так
как ìасøтабный коэффиöиент k опpеäеëяется по
pезуëüтатаì опpоса ЛПP, то усëовие (2) испоëüзу-
ется äëя иäентификаöии паpаìетpа p. Теì саìыì
из сеìейства функöий оäноãо виäа опpеäеëяется
функöия с конкpетныì зна÷ениеì паpаìетpа.

Есëи пpинятü, ÷то функöия оøибок ε(u1, ..., um)
pавна нуëþ, то функöия пpеäпо÷тения u(k) опеpа-
тоpа (1) запиøется в сëеäуþщеì виäе:

u(k) = ψ ψ–1(kVjuj(kj)) . (3)

Дëя такой функöии пpеäпо÷тения выпоëняþтся
аксиоìы 3 и 4 äëя ëþбой ìонотонно-возpастаþ-
щей ψ(x). Пpи испоëüзовании pазных виäов ãенеpи-
pуþщих функöий буäеì поëу÷атü pазные функöии
пpеäпо÷тения.

Остается вопpос, как по pезуëüтатаì опpоса ЛПP
иäентифиöиpоватü виä ãенеpиpуþщей функöии ψ(x)
и как пpовеpитü, ÷то функöия оøибок ε(u) незна-
÷итеëüна.

2.5. Идентификация функции пpедпочтения

Дëя иäентификаöии ãенеpиpуþщей функöии
ψ(x) в (3) необхоäиìо поëу÷итü оöенки пpеäпо÷те-
ний по ìножеству объектов со зна÷енияìи кpите-
pиев, не pавных . Такиìи объектаìи явëяþтся
оöенки ФPЗБК, поэтоìу буäеì испоëüзоватü pе-
зуëüтаты опpоса ЛПP по опpосной табë. 1.

Дëя иäентификаöии ψ(х) необхоäиìо äëя pаз-
ных виäов ãенеpиpуþщих функöий в соответствии
с усëовиеì (2) опpеäеëитü ее паpаìетp, вы÷исëитü

зна÷ения g(u(i)) = ψ ψ–1(kVju
(i))  äëя заäанноãо

ìножества u′ и сpавнитü их с оöенкаìи Ri(u(i)), на-
пpиìеp, по суììе кваäpатов pазностей

S2 = (Ri(u(i)) – g(u(i)))2. (4)

Чтобы иìетü возìожностü поäобpатü ψ(х), обес-
пе÷иваþщуþ боëее аäекватное описание пpеäпо÷-
тений ЛПP, необхоäиìо иìетü зна÷итеëüное ÷исëо
виäов ãенеpиpуþщих функöий.

Пpиìеpы выпукëых виäов ψ(x) пpивеäены в Пpи-
ëожении. Из äанных Пpиëожения сëеäует, ÷то ëи-
нейностü ФPЗБК выпоëняется тоëüко äëя степен-
ной ãенеpиpуþщей функöии (ëинейная функöия
явëяется ÷астныì сëу÷аеì степенной). Поэтоìу
ìожно сфоpìуëиpоватü сëеäуþщее утвеpжäение.

Утвеpждение 1. Необхоäиìыìи усëовияìи äëя

испоëüзования ìетpики Lp(u) = k (Vjuj(kj))
1/p

в ка÷естве функöии пpеäпо÷тения явëяþтся: а) ìас-
øтабный коэффиöиент k ≠ 1; б) ëинейная функ-
öия pавных зна÷ений безpазìеpных кpитеpиев.

Есëи в pезуëüтате опpоса ЛПP поëу÷иëи ìасøтаб-
ный коэффиöиент k = 1 и ëинейнуþ ФPЗБК, то еãо
пpеäпо÷тения описываþтся аääитивной функöией.

Дëя pассìатpиваеìоãо пpиìеpа с оöенкой ìест
pаботы на pис. 3 пpивеäены ëинейная ФPЗБК и
ìасøтабный коэффиöиент k = 0,45. В соответствии
с утвеpжäениеì 1 функöия пpеäпо÷тения степен-
ная. Испоëüзуя усëовие (2), вы÷исëиì паpаìетp p,
äëя весов V1 = 2/3 и V2 = 1/3 он буäет pавен 2,2.
В pезуëüтате поëу÷иì функöиþ пpеäпо÷тения:

u(k1, k2) = 0,45 u1(k1)  + u2(k2) ,

ãäе u1(k1) и u2(k2) — ЧНФП, пpивеäенные на pис. 1

и 2. Так как утвеpжäение 1 опpеäеëяет тоëüко не-
обхоäиìые усëовия, то äëя пpовеpки аäекватности
поëу÷енной функöии ìожно пpовести äопоëнитеëü-
ный опpос ЛПP не тоëüко на ëинии pавных зна÷е-
ний, но и в äpуãих то÷ках пpостpанства кpитеpиев.

Отìетиì, ÷то в оäноì виäе ψ(x) ìожно ввести
äва паpаìетpа, напpиìеp, в степенной функöии
ψ(х) = (х + b)p, тоãäа оäин паpаìетp p ìожеì ис-
поëüзоватü äëя ноpìиpово÷ноãо усëовия (2), а вто-
pой b — äëя ìиниìизаöии (4).

Из äвух функöий pазноãо виäа, пpивеäенных в
Пpиëожении, ìожеì обpазоватü функöиþ с äвуìя
паpаìетpаìи: ψ(х) = f1( f2(х)), обpатная функöия

ψ–1(u) = ( (u)). Напpиìеp, ψ(x) =

обpазована из степенной и танãенöиаëüной функöий.
Паpаìетp а в этой функöии ìожеì испоëüзоватü
äëя ноpìиpово÷ноãо усëовия (2), а p — äëя ìини-
ìизаöии (4), иëи наобоpот. Пpи опpеäеëенных зна-
÷ениях а ( f2(x) — выпукëая вниз) и p < 1 ( f1(х) —

выпукëая ввеpх) сëожная ãенеpиpуþщая функöия
ψ(х) ìожет обpазовыватü S-обpазнуþ функöиþ c
то÷кой пеpеãиба (втоpая пpоизвоäная ìеняет знак).

Пеpейäеì к вопpосу об оöенке функöии оøибок
ε(u). Как отìе÷аëосü pанее, ëинейностü g(uj, 0) обес-
пе÷ивает ε(uj, 0) = 0 ( j = 1, 2, ..., m). Кpоìе тоãо, пpи
äостижении pазности (4), бëизкой к нуëþ, обеспе÷и-
ваþтся небоëüøие зна÷ения ε(u) по ëинии ФPЗБК.

Дëя пpовеpки бëизости к нуëþ ε(u) во всей об-
ëасти опpеäеëения кpитеpиев ìожно пpовести опpос
ЛПP по схеìе поëноãо фактоpноãо экспеpиìента
(сì. [5]). Но ëу÷øе опpеäеëитü функöиþ, äëя на-
ãëяäности жеëатеëüно оäноãо аpãуìента, котоpая
буäет опpеäеëятüся функöией пpеäпо÷тения g(u).
ФPЗБК явëяется иìенно такой функöией.
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∑
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Еще оäна такая функöия pассìотpена в pаботе
[6], она поëу÷ена испоëüзованиеì в фоpìуëе (3) в
ка÷естве пеpеìенной t = Vjuj. Тоãäа (3) запиøется
в виäе:

g(t) = ψ ψ–1(kt) = ψ(mψ–1(kt)). (5)

Так как кpитеpии uj изìеняþтся в интеpваëе [0; 1],
то пеpеìенная t ∈ [0; V1], ãäе V1 — ìаксиìаëüный
весовой коэффиöиент. Напоìниì, в п. 2.2 ìы упо-
pяäо÷иëи по важности кpитеpии, поэтоìу ìакси-
ìаëüныì весоì явëяется V1. Выpажение (5) спpа-
веäëиво äëя интеpваëа t ∈ [0; Vm], ãäе Vm — ìини-
ìаëüный вес, соответствуþщий наиìенее важноìу
кpитеpиþ. Как тоëüко t äостиãает Vm, кpитеpий um
становится pавныì 1. Поэтоìу на сëеäуþщеì ин-
теpваëе t ∈ [Vm; Vm – 1] вìесто (5) поëу÷аеì сëеäуþ-
щуþ функöиþ:

g(t) = ψ(ψ–1(kVm) + (m – 1)ψ–1(kt)). (6)

На посëеäнеì интеpваëе t ∈ [V2; V1] поëу÷иì
функöиþ:

g(t) = ψ ψ–1(kVj ) + ψ–1(kt) .

Пpи изìенении пеpеìенной t в интеpваëе [0; V1]
ìы äвиãаеìся по ëинии, пpеäставëенной на pис. 4.
Буäеì называтü ее линией pавных значений аpгумента
(ЛPЗА), а функöиþ g(t) по этой ëинии — функцией
по линии pавных значений аpгумента (ФЛPЗА). Отìе-
тиì, ÷то ФЛPЗА непpеpывна и опpеäеëяется ãене-
pиpуþщей функöией ψ(х). В [6] показано, ÷то äëя
выпукëой вниз ψ(x) по такой ëинии опеpатоp аãpе-
ãиpования (3) пpиниìает ìаксиìаëüное зна÷ение
пpи заäанноì t.

Дëя оöенки ФЛPЗА ëиöоì, пpиниìаþщиì pе-
øения, необхоäиìо постpоитü ìножество объек-
тов по ЛPЗА. Ниже пpивоäится пëан опpоса äëя
сëу÷ая тpех кpитеpиев (табë. 4).

На посëеäнеì интеpваëе [V2; V1] ФЛPЗА ëи-

нейная у ìуëüтипëикативной функöии: u(k) =

= = (1 + CkVjuj(kj))  – 1 , обpазованной

на основе показатеëüной ãенеpиpуþщей функöии

ψ(x) = . Паpаìетp a функöии ψ(х) опpеäеëя-

ется из уpавнения (2), а коэффиöиент С = ea – 1
(сì. Пpиëожение). Теоpия ìуëüтипëикативной
функöии пpивоäится в [3]. Таì же сфоpìуëиpованы
усëовия ее существования [3, стp. 279, теоpеìа 6.1]:
все кpитеpии äоëжны бытü взаиìонезависиìы по
поëезности.

Испоëüзуя äанные по ФЛPЗА, пpивеäенные в пpи-
ëожении, сфоpìуëиpуеì сëеäуþщее утвеpжäение.

Утвеpждение 2. Необхоäиìыìи усëовияìи äëя
испоëüзования ìуëüтипëикативной функöии в ка-
÷естве функöии пpеäпо÷тения явëяþтся: а) ìас-
øтабный коэффиöиент k ≠ 1; б) функöия по ëинии
pавных зна÷ений аpãуìента на посëеäнеì интеpваëе
[V2; V1] ëинейная.

Дëя пpовеpки взаиìонезависиìости по поëезно-
сти иссëеäуется вся обëастü опpеäеëения кpитеpиев.
Испоëüзуя ЛPЗА и пpовеäя опpос на посëеäнеì ее
интеpваëе, ìожно pеøитü вопpос о пpиìенении
ìуëüтипëикативной функöии: есëи ФЛPЗА на этоì
у÷астке не ëинейная, то ФП не ìуëüтипëикативная.

На основании опpоса ЛПP по то÷каì ФЛPЗА
ìожно äеëатü вывоäы о функöии пpеäпо÷тения.
В связи с этиì сфоpìуëиpуеì сëеäуþщие утвеp-
жäения.

Утвеpждение 3. Необхоäиìые усëовия äëя ис-
поëüзования Lp-ìетpики в ка÷естве функöии пpеä-
по÷тения: а) ìасøтабный коэффиöиент k ≠ 1;
б) ФЛPЗА — ëинейная на пеpвоì интеpваëе [0; Vm].

Утвеpждение 4. Необхоäиìые усëовия äëя ис-
поëüзования аääитивной функöии пpеäпо÷тения:
а) ìасøтабный коэффиöиент k = 1; б) ФЛPЗА —
кусо÷но-ëинейная на всех интеpваëах.

Завеpøая вопpос об иäентификаöии функöии
пpеäпо÷тения, сëеäует сказатü, ÷то пpи опpеäеëении
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Табëиöа 4

Построение анкеты для оценки ФЛРЗА для трех критериев

Оöениваеìые 
объекты

Веса критериев
Оöенки 

ЛПРu1 u2 u3

Объект этаëон В– 0,0

На 1-ì интерваëе 
t ∈ [0; V3]

(t/V1) (t/V2) (t/V3) Z (1)

На 2-ì интерваëе 
t ∈ [V3; V2]

(t/V1) (t/V2) Z (2)

На 3-ì интерваëе 
t ∈ [V2; V1]

(t/V1) Z (3)

Объект этаëон В+ 1,0
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Pис. 4. Линия pавных значений аpгумента для тpех кpитеpиев
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виäа ãенеpиpуþщей функöии и ее паpаìетpов наäо
испоëüзоватü оöенки ЛПP по всей обëасти пpостpан-
ства кpитеpиев. В ка÷естве кpитеpия бëизости ис-
поëüзоватü ìеpу pасхожäения типа (4) по всеì
оöенкаì ЛПP, вкëþ÷ая ФPЗБК, ФЛPЗА.

3. Идентификация функций пpедпочтения 
для комплексных кpитеpиев иеpаpхии

Pеøив заäа÷у фоpìиpования ЧНФП и выбоpа
функöии пpеäпо÷тения на нижних уpовнях äеpева,
ìожно пеpехоäитü к иäентификаöии опеpатоpов
аãpеãиpования на всех выøестоящих уpовнях. Оп-
pеäеëение опеpатоpа äëя кажäой ветви сëеäует pас-
сìатpиватü как отäеëüнуþ заäа÷у.

В кажäой такой заäа÷е аãpеãиpуеìыìи кpитеpия-
ìи явëяþтся коìпëексные, т. е. они безpазìеpные
kj ∈ [0; 1]. Эти кpитеpии опpеäеëяþт выøестоящий
по иеpаpхии кpитеpий в øкаëе поpяäков. Дëя опи-
сания пpеäпо÷тений в таких заäа÷ах ìожно испоëü-
зоватü опеpатоpы аãpеãиpования, основанные на äвух
ãенеpиpуþщих функöиях. В pаботах [5, 6] сфоpìу-
ëиpованы аксиоìы, пpи выпоëнении котоpых они
испоëüзуþтся. Это аксиоìы ìонотонности, еäин-
ственности ãpани÷ных зна÷ений и аксиоìа поpяä-
ковой важности.

Аксиома 5 поpядковой важности кpитеpиев. Дëя
ëþбых äвух кpитеpиев kj и ks, из котоpых kj важнее

(пpеäпо÷титеëüней) ks, усëовная функöия пpеäпо÷-

тения u(kj, , ) боëüøе u( , ks, ) пpи ëþ-

боì фиксиpованноì äопоëнении .

В pаботах [5, 6] изëожены вопpосы пpовеpки ак-
сиоì и иäентификаöии опеpатоpов аãpеãиpования
на основе äвух ãенеpиpуþщих функöий. Есëи в pе-
зуëüтате аппpоксиìаöии пpеäпо÷тений поëу÷аеì
пpиеìëеìые оøибки, то иäентификаöия опеpатоpа
пpоøëа успеøно.

Есëи окажется, ÷то аксиоìа поpяäковой важно-
сти кpитеpиев не выпоëняется иëи аппpоксиìаöия
опеpатоpаìи не äает pезуëüтатов, то необхоäиìо
постpоитü ìножество ЧНФП аãpеãиpуеìых кpите-
pиев. Ввиäу тоãо, ÷то коìпëексные кpитеpии из-
ìеняþтся в оäинаковоì интеpваëе [0; 1], уäобно
оäновpеìенно стpоитü все ЧНФП.

Напоìниì, ÷то ЧНФП kj изìеpяет выøестоящий
кpитеpий в øкаëе интеpваëов пpи äопоëнении

= 0.
Зафиксиpуеì зна÷ение кpитеpиев на уpовне k(1)

и пpовеäеì опpос ЛПP по пpеäпо÷тениþ объектов
в øкаëе интеpваëов с этаëонаìи В+ = {1, ..., 1} и
В– = {0, ..., 0}, так же как в п. 2.3 (табë. 5).

Такой опpос пpовоäится äëя нескоëüких зна÷ений
k(i) (i = 1, ..., n). Посëеäниì зна÷ениеì äоëжно
бытü k(n) = 1. Оöенки = u( , 0) äоëжны бытü
ìонотонно возpастаþщиìи, так как нижестоящие
коìпëексные кpитеpии в иеpаpхии описываþт вы-
øестоящий кpитеpий в øкаëе поpяäков.

Кусо÷но-ëинейнуþ ЧНФП äëя kj обpазуþт ìно-
жество то÷ек {k(i); / } (i = 1, ..., n). Дейст-
витеëüно,

uj( ) = = = .

Масøтабный коэффиöиент k = , а веса

Vj = .

Дëя пpовеpки пpавиëüности постpоенных ЧНФП
ìожно äопоëнитеëüно пpовести опpос с оäинако-
выìи uj(kj) = u′, как это описано в п. 2.3. Есëи
ЧНФП описываþт выøестоящий кpитеpий в øкаëе
интеpваëов, äоëжны поëу÷итüся ëинейные функ-
öии g(uj, 0).

Есëи сpеäи аãpеãиpуеìых кpитеpиев естü еäи-
ни÷ные и коìпëексные кpитеpии, то сна÷аëа сëе-
äует постpоитü ЧНФП äëя коìпëексных кpитеpиев

uj( ) = . Затеì уже пpовеpитü пpавиëüностü

постpоения ЧНФП ÷еpез ëинейностü g(uj, 0) äëя

всех кpитеpиев вìесте. Посëе этоãо опpеäеëяþтся
ìасøтабный коэффиöиент k и веса кpитеpиев Vj .

Посëе опpеäеëения ЧНФП, k и Vj в ка÷естве опе-
pатоpа ìожеì испоëüзоватü функöиþ пpеäпо÷тения
(3). Дëя иäентификаöии виäа ãенеpиpуþщей функ-
öии ψ(x) и ее паpаìетpов ìожно испоëüзоватü поëу-
÷енные в pезуëüтате опpоса ЛПP оöенки R(i) иëи пpо-
вести äопоëнитеëüный опpос, как описано в п. 2.5.

Заключение

Описание пpеäпо÷тений pассìатpивается как за-
äа÷а изìеpения свойства "пpеäпо÷тение". Описание
пpеäпо÷тений в МКЗ с иеpаpхи÷еской систеìой
кpитеpиев pазбивается на ìножества заäа÷ описа-
ния коìпëексных кpитеpиев ìножествоì кpитеpиев,
нижестоящих по уpовнþ.

ks
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kj s,′
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kj
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,( )

u kj
+
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Wj
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j 1=
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∑ Wj
n( )

Wj
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Табëиöа 5

Опросная анкета для построения ЧНФП 
комплексных критериев для одного значения k(1)

Оöениваеìые 
объекты

Критерии
Оöенки 

ЛПРk1 k2 k3

Объект этаëон В+ 1 1 1 1,0

Объект В= k(1) k(1) k(1) R(1)

Объект В1 k(1) 0 0

Объект В2 0 k(1) 0

Объект В3 0 0 k(1)

Объект этаëон В– 0 0 0 0,0

W
1

1( )

W
2

1( )

W
3

1( )

kj
i( ) Wj

i( )

Wj
n( )

---------
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На нижних уpовнях пpобëеìа пеpехоäа от физи-
÷еских еäиниö изìеpения к безpазìеpныì pеøается
постpоениеì øкаë интеpваëов изìеpения еäини÷-
ныìи кpитеpияìи выøестоящеãо коìпëексноãо
(÷астных ноpìиpованных функöии пpеäпо÷тения
(ЧНФП)). Испоëüзование ЧНФП опpеäеëяет тип
функöии пpеäпо÷тения äëя описания выøестоя-
щеãо коìпëексноãо кpитеpия (сì. выpажение (3)).

Дëя pеøения МКЗ с оäниì уpовнеì иеpаpхии
äостато÷но испоëüзоватü pассìотpенные в п. 2 пpо-
öеäуpы иäентификаöии функöии пpеäпо÷тения.

На посëеäуþщих уpовнях иеpаpхии äëя описания
пpеäпо÷тений испоëüзуþтся ëибо опеpатоpы аãpе-
ãиpования с äвуìя ãенеpиpуþщиìи функöияìи,
изëоженные в работах [5, 6], пpи выпоëнении ак-
сиоìы поpяäковой важности кpитеpиев, ëибо стpо-
ятся ЧНФП äëя аãpеãиpуеìых кpитеpиев.

Пpеäëаãаеìый поäхоä отëи÷ает техноëоãи÷ностü.
Опpос ЛПP äëя выявëения еãо пpеäпо÷тений пpо-
воäится по еäиноìу пëану äëя всех уpовней иеpаp-
хии. По pезуëüтатаì опpоса опpеäеëяется функöия
пpеäпо÷тения и все ее паpаìетpы.

В ка÷естве поëу÷енных в статüе äопоëнитеëü-
ных pезуëüтатов сëеäует отìетитü фоpìуëиpование
с испоëüзованиеì ввеäенных понятий ФPЗБК и
ФЛPЗА необхоäиìых усëовий пpиìенения Lp-ìет-
pики, аääитивной и ìуëüтипëикативной функöий
äëя аãpеãиpования кpитеpиев.
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Приложение. Примеры функций предпочтений, построенных на основе выпуклых генерирующих функций y(х)

Название 
ãенери-
руþщей 
функöии

ψ(х); ψ–1(u)

Уравнение (2) 
äëя опреäеëения
параìетра ψ(х)

ФРЗБК (g(u)) ФЛРЗА (g(t))
Функöия преäпо÷тения 

(ФП) u(u1, ..., um)

Линейная x; u u mt t ∈ [0; Vm]

Vm + (m – 1)t t ∈ [Vm; Vm – 1]

Vs + t (ëинейная) t ∈[V
2
;V

1
]

Vjuj(kj)

(аääитивная)

Степенная 
р > 1 —
выпукëая 
вниз
р < 1 —
выпукëая 
вверх

x p; u1/p

(kvj)
1/p = 1

u mpkt t ∈ [0; Vm] (ëинейная)

(m – 1)pkt t ∈ [vm; vm – 1]

(kvs)
1/p + (kt)1/p

t ∈ [V2; V1]

k (Vjuj(kj))
1/p

(степенная, Lp-ìетрика)

Показа-
теëüная
выпукëая 
вниз

;

ln(1 + Cu),

ãäе C = ea – 1

(1 + (ea – 1)kVj) = ea (1+CkVju) –1
[(1 + Ckt)m – 1]

t ∈ [0; Vm]

(1 + Ckt) (1 + CkVs)–1

(ëинейная) t ∈ [V2; V1]

(1+CkVjuj(kj)) –1

(ìуëüтипëикативная)
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теëüная
выпукëая 
вверх
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(1 – (1 – e–b)kVj) = e–b 1 – (1 – CkVju)
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(ëинейная) t ∈ [V2; V1]

1– (1–CkVjuj(kj))

(ìуëüтипëикативная)

Танãенöи-
аëüная
выпукëая 
вниз

;

a ∈ (0; π/2);

arctg(Cu),

ãäе C = tg(a)

arctg(tg(a)kVj) = a tg arctg(CkVju)
tg(m•arctg(Ckt))

t ∈ [0; Vm]

tg arctg(CkVj)+arctg(Ckt)

t ∈ [V2; V1]

tg arctg(CkVjuj(kj))

(танãенöиаëüная)
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Введение

В äанной pаботе pассìатpивается заäа÷а выбоpа
pеãpессионной ìоäеëи [1] из заäанноãо паpаìетpи-
÷ескоãо сеìейства pеãpессионных ìоäеëей. Оäин из
возìожных поäхоäов — ввеäение пpеäпоëожения
о pаспpеäеëении паpаìетpов ìоäеëи [2]. В этоì
сëу÷ае пpеäпоëаãается, ÷то функöия pеãpессии за-
äана оöенкой вектоpа паpаìетpов, котоpый с÷ита-
ется ноpìаëüно pаспpеäеëенной ìноãоìеpной сëу-
÷айной веëи÷иной. Паpаìетpы pаспpеäеëения за-
äаны вектоpоì, в äаëüнейøеì называеìыì векто-
pоì ãипеpпаpаìетpов ìоäеëи.

Впеpвые этот поäхоä к выбоpу пpизнаков ìето-
äоì анаëиза pаспpеäеëения паpаìетpов быë пpеäëо-
жен в pаботе [3]. Боëее общий поäхоä быë пpеäëо-
жен Маккаеì в pаботе [2], ãäе быëо ввеäено понятие
ãипеpпаpаìетpов. Биøоп пpеäëожиë pяä äpуãих
способов оöенки ãипеpпаpаìетров, таких как Маp-
ковские öепи Монте-Каpëо и аппpоксиìаöия Ла-
пëаса [4, 5]. Поäхоä, испоëüзуþщий аппpоксиìа-
öиþ Лапëаса, быë pазвит в pаботах [6, 7].

Пpеäëаãается äëя ëинейной pеãpессионной ìо-
äеëи записатü явное выpажение функöии пpавäо-

поäобия с у÷етоì ввеäенных веpоятностных пpеä-
поëожений. Максиìизиpуя функöиþ пpавäопоäо-
бия, поëу÷аеì оöенки наибоëее пpавäопоäобных
зна÷ений ãипеpпаpаìетpов ìоäеëи. Такой поäхоä
позвоëяет поëу÷атü оöенки ãипеpпаpаìетpов pеã-
pессионных ìоäеëей. Дëя поëу÷енных оöенок ãи-
пеpпаpаìетpов явно выписываþтся оöенки паpа-
ìетpов ìоäеëи. Они испоëüзуþтся äëя отбоpа пpи-
знаков. Пpеäëоженный поäхоä сpавнивается с поä-
хоäоì, испоëüзуþщиì аппpоксиìаöиþ Лапëаса
pаспpеäеëения паpаìетpов ìоäеëи [6].

1. Постановка задачи

Заäана выбоpка D = (Х, у) = {(хi, уi)} , ãäе
хi ∈ Rn, yi ∈ R. Выбоpка D соäеpжит m эëеìентов.
Вектоp х состоит из n независиìых пеpеìенных.
Pассìатpивается кëасс pеãpессионных ìоäеëей виäа

y = f(X, w) + ε. (1)

Зäесü X — ìатpиöа пëана, a w — вектоp паpаìет-
pов ìоäеëи f. Пpеäпоëаãается, ÷то øуì ε — ìноãо-
ìеpная ноpìаëüная сëу÷айная веëи÷ина с нуëевыì
ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì и ìатpиöей коваpиа-
öии В–1:

ε : N(0, В–1), (2)

вектоp паpаìетpов ìоäеëи w — ìноãоìеpная ноp-
ìаëüная сëу÷айная веëи÷ина с нуëевыì ìатеìати-

÷ескиì ожиäаниеì и ìатpиöей коваpиаöии А–1:

w : N(0, A–1). (3)

Тpебуется поëу÷итü оöенки ìатpиö А, В соãëасно
ãипотезаì поpожäения äанных (2) и (3).

2. Функция пpавдоподобия линейной модели

Pассìотpиì ëинейнуþ pеãpессионнуþ ìоäеëü.
Тоãäа выpажение (1) иìеет виä

у = Xw + ε.

Пëотностü pаспpеäеëения паpаìетpов w соãëасно
теоpеìе Байеса иìеет виä

p(w|A, B, D) = , (4)

в котоpоì p(D |w, B), p(w|A) — пëотности ìноãоìеp-
ных ноpìаëüных сëу÷айных веëи÷ин виäа

p(D |w, B) =

= ехp – (y – Xw)тB(y – Xw) , (4')

соãëасно пpеäпоëожениþ о ноpìаëüности pаспpе-
äеëения øуìов (2), и

p(w|A) = exp – wтAw , (4'')

Pассматpивается задача выбоpа pегpессионной мо-

дели. Пpедполагается, что вектоp паpаметpов модели —

многомеpная случайная величина с независимо pаспpеде-

ленными компонентами. Пpедложен способ оптимизации

паpаметpов и гипеpпаpаметpов. Пpиведены явные оценки

гипеpпаpаметpов для случая линейных и нелинейных мо-

делей. Показано, как полученные оценки используются

для отбоpа пpизнаков. Пpедложенный подход сpавнива-

ется с подходом, использующим для оценки гипеpпаpа-

метpов аппpоксимацию Лапласа.

Ключевые слова: pегpессия, выбоp пpизнаков, pас-

пpеделение паpаметpов, оценка гипеpпаpаметpов, бай-

есовский вывод

 1 Pабота выпоëнена пpи поääеpжке PФФИ, ãpант 10-07-00422.
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соãëасно пpеäпоëожениþ о pаспpеäеëении вектоpа
паpаìетpов ìоäеëи (3). Функöия p(D |A, B) пpавäо-
поäобия ìоäеëи f иìеет виä

p(D |А, В) = p(D |w, B)p(w|A)dw. (5)

Дëя ëинейных ìоäеëей явно выпиøеì оöенки
ãипеpпаpаìетpов ìоäеëи p(D |А, В). Отìетиì, ÷то в
pаботе [6] быë пpеäëожен поäхоä, в котоpоì эти
оöенки поëу÷ены с испоëüзованиеì аппpоксиìа-
öии Лапëаса. Веpна сëеäуþщая теоpеìа.

Теоpема. Функöия пpавäопоäобия в пpеäпоëо-
жениях о pаспpеäеëении øуìа ε (2) и паpаìетpов
ìоäеëи w (3) опpеäеëяется выpажениеì

p(D |A, B) = exp yт(CтKC – B)y , (6)

а еãо ëоãаpифì иìеет виä

lnp(D |А, В) = – (ln|K| + mln2π –

– ln|В| – ln|A| – yт(CтKC – B)y), (7)

ãäе

K = XтBX + А, С = K–1XтB.

Доказательство. Поäставëяя (4′) и (4′′) в (5), по-
ëу÷иì сëеäуþщее выpажение:

p(D|A, B)= exp – (y–Xw)тB(y – Xw) Ѕ

Ѕ exp – wтAw)dw.

Пеpепиøеì пpоизвеäение äвух экспонент как
экспоненту от их суììы:

p(D |A, B) =

= exp – ((y–Xw)тB(y–Xw)+ wтAw) dw.

Pаскpывая скобки, поëу÷аеì:

p(D |А, В) = exp – (wтXтBXw –

– 2wтXтBy + yтBy + wтAw) dw.

Ввеäеì обозна÷ения K = A + XтBX, С = K–1Xт

и, выäеëяя поëный кваäpат по выpажениþ (w – Су),
поëу÷иì:

p(D|A, B) = exp – ((w – Cy)тK(w – Cy) –

– yт(CтKC – B)y) dw.

Так как интеãpаë пëотности ìноãоìеpноãо ноp-
ìаëüноãо pаспpеäеëения по вектоpу паpаìетpов
pавен еäиниöе, то

p(D |А, В) = exp (yт(CтKC – B)y) .

Сëеäоватеëüно, искоìая функöия пpавäопоäобия
ìоäеëи p(D |А, В) иìеет виä (6), а еãо ëоãаpифì —
виä (7).

Pассìотpиì тепеpü сëу÷ай, коãäа ìатpиöа А —
äиаãонаëüная, а ìатpиöа В = βI, ãäе I — еäини÷ная
ìатpиöа pазìеpности m Ѕ m. Лоãаpифì функöии
пpавäопоäобия lnp(D |A, B) иìеет виä

lnp(D |А, β) = – (ln|K| + mln2π – mlnβ – ln|A| –

– βyт(βXK–1Xт – I)y),

ãäе K = А + βХтХ.

2.1. Вычисление пpоизводных 
функции пpавдоподобия модели ln p(D |A, B) 

по гипеpпаpаметpам А, В

Дëя поиска ìаксиìуìа функöии пpавäопоäобия
буäеì поëüзоватüся ãpаäиентныìи ìетоäаìи оптиìи-
заöии [8], поэтоìу наì понаäобятся выpажения äëя
пpоизвоäных lnp(D|A, B) по ãипеpпаpаìетpаì А, В.

Пустü ìатpиöа А иìеет виä A = {αij}, i, j = ,

а ìатpиöа В иìеет виä В = {βij}, i, j = . Обе

ìатpиöы явëяþтся сиììетpи÷ныìи и неотpиöа-
теëüно опpеäеëенныìи, так как явëяþтся ìатpиöа-
ìи коваpиаöии.

Веpны сëеäуþщие äва свойства пpоизвоäных ìат-
pиö [9]. Дëя сиììетpи÷ной ìатpиöы М веpно, ÷то

= tr M–1 ,

ãäе t — некотоpый паpаìетp, М = М(t) и tr — сëеä
ìатpиöы. Также веpно, ÷то

= –M–1 M–1.

Ввеäеì обозна÷ение Sij — такая ìатpиöа, ÷то
äëя äвух инäексов k, l веpно

=

Запиøеì пpоизвоäнуþ lnp(D |А, β) по βij:

= – (tr(K–1XтSijX) – tr(B–1Sij) –

– yт(SijXK–1XтB + BтXK–1XтSij –

– BтXK–1XтSijXK–тXтB – Sij)y).
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Анаëоãи÷но запиøеì пpоизвоäнуþ lnp(D |A, β)
по αij:

= – (tr(K–1Sij) – tr(A–1Sij) +

+ yтBтXK–1SijK–тXтBy).

Запиøеì пpоизвоäные функöии пpавäопоäобия
по ãипеpпаpаìетpаì A = diag(α1, α2, ..., αn), В = βI:

= – (tr(K–1XтX) –  +

+ yт(2βXK–1Xт – I – β2XK–1XтXK–1Xт)y ;

=

= – tr(K–1Iii) –  – β2yтXK–1IiiK–1Xтy .

Так как поëу÷ены зна÷ения пpоизвоäных функ-
öии пpавäопоäобия ìоäеëи ln p(D |А, В) по ãипеp-
паpаìетpаì А, В, ìожно испоëüзоватü ëþбой ãpа-
äиентный ìетоä оптиìизаöии äëя оöенки ãипеp-
паpаìетpов А, В, ìаксиìизиpуþщих функöиþ
пpавäопоäобия.

3. Функция пpавдоподобия 
нелинейных pегpессионных моделей

Функöия пpавäопоäобия и ее пpоизвоäные по
ãипеpпаpаìетpаì ìоãут не выписыватüся явно äëя
неëинейных pеãpессионных ìоäеëей в сиëу тоãо,
÷то интеãpаë (5) ìожет не бpатüся анаëити÷ески.
В этоì сëу÷ае возникает необхоäиìостü пpиìене-
ния пpибëиженных ìетоäов оöенки ãипеpпаpаìет-
pов, таких как, напpиìеp, аппpоксиìаöия Лапëаса.

Оöениì зна÷ение интеãpаëа (5) с поìощüþ функ-
öии ìаксиìаëüноãо пpавäопоäобия вектоpа паpаìет-
pов w. Пустü заäан вектоp паpаìетpов w0, ìакси-
ìизиpуþщих функöиþ пpавäопоäобия (4), котоpая
с то÷ностüþ äо коэффиöиента ноpìаëизаöии ìожет
бытü выписана явно. И пустü вектоpу w0 соответст-
вует ìаксиìуì пëотности pаспpеäеëения p(w |D, А).
Тоãäа

p(D |A, B) ≈ pL(D |A, B) = p(D |w0, A, B) , (8)

ãäе Н — ãессиан, т. е. ìатpиöа, эëеìенты котоpой

Нij = – ln(p(D |w, B)p(w|A)).

Поäставëяя выpажения äëя p(D |w0, A, B) в (8),
поëу÷аеì:

ln pL(D |А, В) = – ((у – f(w0, X))тB(y – f(w0, X)) –

– m ln2π + ln|В|) – ( Aw0 + ln|A| + ln|H|).

Отìетиì, ÷то ãессиан H зависит от ãипеpпаpа-
ìетpов А, В. Так же как и в пpеäыäущеì pазäеëе,
явно выписываþтся пpоизвоäные ëоãаpифìа функ-
öии пpавäопоäобия по ãипеpпаpаìетpаì и pеøа-
ется заäа÷а ìаксиìизаöии функöии пpавäопоäобия
lnpL(D |А, В).

4. Использование алгоpитма
Левенбеpга—Маpкваpдта для оценки 
оптимального значения паpаметpов

Есëи известны зна÷ения ãипеpпаpаìетpов А, В
äëя неëинейной pеãpессионной ìоäеëи, то ìожно
испоëüзоватü аëãоpитì Левенбеpãа—Маpкваpäта
äëя оöенки вектоpа паpаìетpов w. Пустü заäано не-
котоpое пpибëижение äëя зна÷ений паpаìетpов w.
Тоãäа функöия оøибки иìеет виä

S = (w + Δw)тA(w + Δw) +

+ (X(w + Δw) – y)тB(X(w + Δw) – y). (9)

Дëя ìиниìизаöии функöии оøибки воспоëüзу-
еìся аëãоpитìоì Левенбеpãа—Маpкваpäта, котоpый
пpеäназна÷ен äëя оптиìизаöии паpаìетpов неëи-
нейных pеãpессионных ìоäеëей. Аëãоpитì закëþ-
÷ается в посëеäоватеëüноì пpибëижении заäанных
на÷аëüных зна÷ений паpаìетpов к искоìоìу ëокаëü-
ноìу оптиìуìу и явëяется обобщениеì ìетоäа сопpя-
женных ãpаäиентов и аëãоpитìа Нüþтона—Гаусса.

На нуëевой итеpаöии аëãоpитìа заäается на-
÷аëüное пpибëижение вектоpа w. Пpиpащение Δw
в то÷ке оптиìуìа äëя функöии оøибки (9) pавно
нуëþ. Поэтоìу äëя нахожäения экстpеìуìа пpиpав-
няеì вектоp ÷астных пpоизвоäных S по w к нуëþ.
Дëя этоãо пpеäставиì S в виäе äвух сëаãаеìых:

S1 = (w + Δw)тA(w + Δw); (10)

S2 = (X(w + Δw) – y)тB(X(w + Δw) – y). (11)

Посëе äиффеpенöиpования поëу÷иì сëеäуþщие
выpажения:

= (w + Δw)т(A + Aт);

= [(X(w + Δw) – y)тBтX + (X(w + Δw) – y)тBX].

Такиì обpазоì, ÷тобы найти пpиpащение Δw,
необхоäиìо pеøитü систеìу ëинейных уpавнений:

∇S = (w + Δw)т(A + Aт) + [(X(w + Δw) – y)тBтX + 

+ (X(w + Δw) – y)тBX = 0.

Pаскpоеì скобки и пpивеäеì поäобные сëаãаеìые:

wтXтBтX + ΔwтXтBтX – yтBтX + wтXтBX + ΔwтXтBX – 

– yтBX + wтA + ΔwтA + wтAт + ΔwтAт = 0.
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Сãpуппиpуеì и пеpенесеì в оäну стоpону ÷ëены,
соäеpжащие пpиpащение паpаìетpов Δw:

Δwт(XтBтX + XтBX + A + Aт) = –wтXтBтX + yтBтX – 

– wтXтBX + wтBX – wтA – wтAт.

Выpазив пpиpащение Δw, поëу÷иì сëеäуþщуþ
pекуppентнуþ фоpìуëу:

Δw = [(А + Ат + Хт(Вт + В)Х)–1]т(–wт(А + Ат) +

+ (у – Xw)т(Вт + В)Х)т.

Так как ìатpиöы А, В — сиììетpи÷ные, поëо-
житеëüно опpеäеëенные ìатpиöы коваpиаöии, то
пpиpащение вектоpа Δw опpеäеëяется выpажениеì

Δw = [(А + XтBX)–1]т(–wтA + (у – Xw)тBX)т,

т. е. Δw = (XтBX + A)–1XтBтy – w.
Аëãоpитì останавëивается в тоì сëу÷ае, есëи

пpиpащение Δw в посëеäуþщей итеpаöии ìенüøе
заäанноãо зна÷ения, ëибо есëи паpаìетpы w äос-
тавëяþт оøибку S, ìенüøуþ заäанноãо зна÷ения.
Зна÷ение вектоpа w на посëеäней итеpаöии с÷ита-
ется искоìыì.

5. Алгоpитм отбоpа пpизнаков

Поëу÷енные зна÷ения ãипеpпаpаìетpов αi,
i = 1, ..., n, äëя äиаãонаëüной ìатpиöы А ìоãут
бытü испоëüзованы äëя отбоpа пpизнаков и выбоpа
ìоäеëи ëинейной pеãpессии. Паpаìетpы wi ìоäеëи f

сpавниваþтся по оöенкаì зна÷ений ãипеpпаpаìет-
pов αi. Боëüøие зна÷ения ãипеpпаpаìетpа αi озна-
÷аþт боëüøий øтpаф на зна÷ение паpаìетpа и,
сëеäоватеëüно, ìенüøуþ зна÷иìостü äанных паpа-
ìетpов äëя ка÷ества ìоäеëи. Маëые зна÷ения αi
показываþт бо ´ëüøуþ зна÷иìостü äанноãо коìпо-
нента ìоäеëи äëя ее ка÷ества.

6. Вычислительный экспеpимент

Pезуëüтатоì вы÷исëитеëüноãо экспеpиìента яв-
ëяется фиëüтpаöия øуìовых и коppеëиpуþщих
пpизнаков. Тестиpование аëãоpитìа пpовоäится на
вpеìенноì pяäе, соäеpжащеì инфоpìаöиþ о сеìи
коìпонентах, вхоäящих в состав бетона. Иссëеäу-
ется äва откëика: пpеäеë пpо÷ности пpи сжатии и
ìоpозостойкостü. Pяä соäеpжит 103 записи. Необ-
хоäиìо постpоитü pеãpессионнуþ ìоäеëü и оöе-
нитü ее паpаìетpы.

Пpи иссëеäовании пpеäеëа пpо÷ности пpи сжа-
тии аëãоpитì пpивоäит к сëеäуþщиì pезуëüтатаì.

На pис. 1 пpеäставëены ëоãаpифìы äиаãонаëü-
ных эëеìентов ìатpиöы А. Шестой эëеìент по÷ти
в äва pаза боëüøе всех остаëüных, поэтоìу соот-
ветствуþщий еìу паpаìетp ìоäеëи w6 ìаë, как ìы
виäиì из pис. 2 и табë. 1. Оäнако α6 не настоëüко
веëик, ÷тобы ìы ìоãëи убpатü соответствуþщий
стоëбеö ìатpиöы пëана, так как пpи этоì пpоизой-
äет увеëи÷ение функöии оøибки на 20 %.

Pис. 1. Зависимость логаpифмов значе-
ний диагональных элементов матpицы А
от номеpа итеpации

Pис. 2. Зависимость значений паpамет-
pов w от номеpа итеpации

Pис. 3. Зависимость логаpифмов значе-
ний диагональных элементов матpицы А
от номеpа итеpации

Pис. 4. Зависимость значений паpаметpа
w
4
 от номеpа итеpации

Pис. 5. Зависимость значений паpамет-
pов w от номеpа итеpации

Пpи иссëеäовании ìоpозо-
стойкости набëþäается выpожäе-
ние ìатpиöы А. Так, на pис. 3 пpи-
веäен итеpаöионный пpоöесс äëя
всех äиаãонаëüных эëеìентов α,
кpоìе пятоãо, так как на тpетüей
итеpаöии log(α5) äостиãает зна÷е-
ния 66, ÷то в øестü pаз пpевыøа-
ет все остаëüные ëоãаpифìы эëе-
ìентов ìатpиöы А. Pассìатpивая
pис. 4, 5 и табë. 2, поëу÷иì, ÷то
пятый пpизнак явëяется неин-
фоpìативныì и ìожет бытü ис-
кëþ÷ен из ìатpиöы пëана. Функ-
öия оøибки увеëи÷ится ìенее
÷еì на 1 %.



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 2, 2013 15

В обоих сëу÷аях испоëüзование аппpоксиìаöии
Лапëаса äëя оöенки ãипеpпаpаìетpов пpивоäит к
увеëи÷ениþ функöии оøибки ìенее ÷еì на 1 %.

Заключение

Поëу÷ено то÷ное выpажение äëя функöии пpав-
äопоäобия lnp(D |A, B) и пpеäëожен поäхоä к еãо
оптиìизаöии. Также пpовеäено сpавнение пpеäëо-
женноãо поäхоäа с аппpоксиìаöией Лапëаса иско-

ìоãо пpавäопоäобия. Испоëüзование то÷ноãо выpа-
жения äëя вы÷исëения пpавäопоäобия позвоëяет
поëу÷итü наибоëее то÷ные оöенки ãипеpпаpаìетpов.
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Интеpвальная модель задачи 

теплопpоводности в почве

Введение

В äанноì иссëеäовании пpеäëаãается новый поä-
хоä к оöенке ÷увствитеëüности pеøения уpавнения
тепëопpовоäности, зависящей от интеpваëüноãо
заäания коэффиöиентов. Пpоãнозиpование pаспpе-
äеëения теìпеpатуpы в по÷венноì сëое в общеì
сëу÷ае явëяется кpайне тpуäной заäа÷ей, так как
зависит от ìноãих паpаìетpов, таких как состояние
атìосфеpных усëовий и пpостpанственно-вpеìен-
ная неоäноpоäностü по÷венных паpаìетpов [1].
Ваpиабеëüностü зна÷ений тепëофизи÷еских хаpак-
теpистик по÷вы зависит от возäействия pаäиаöи-
онных потоков Соëнöа, выпаäения осаäков, испа-
pения, наpуøения пëотности повеpхностных сëоев
по÷вы пpи пpовеäении сеëüскохозяйственных ìеpо-
пpиятий и äpуãих фактоpов. Даже за сpавнитеëüно
коpоткий интеpваë вpеìени (1—2 суток) ìы иìееì
äеëо с боëüøиì набоpоì неопpеäеëенностей. Уто÷-
нение теìпеpатуpы оpиентиpовано на все боëüøее
вкëþ÷ение в pас÷ет взаиìосвязанных паpаìетpов и
функöий возäействия на пpоöесс тепëопеpеноса.
Оäнако неäостато÷ная то÷ностü вхоäных паpаìет-
pов пpивоäит к неопpеäеëенности pеøения ìате-
ìати÷еских ìоäеëей и нестабиëüности пpоãноза
теìпеpатуpноãо поëя независиìо от сëожности ìо-
äеëи. Статисти÷еские оöенки, такие как ÷исëа обу-
сëовëенности, хаpактеpизуþт апостеpиоpнуþ усpеä-
неннуþ поãpеøностü по всеìу пpостpанственно-

Табëиöа 1

Числовые значения параметров модели

w
1

w
2

w
3

w
4

w
5

w
6

w
7

0,1054 0,0317 0,0951 –0,0937 0,2790 –0,0013 0,0168

Табëиöа 2

Числовые значения параметров модели

w
1

w
2

w
3

w
4

w
5

w
6

w
7

–0,0262 –0,1176 –0,0201 0,4801 0 –0,0238 –0,0079

Пpедлагается новый подход к оценке интеpвального

pешения одномеpного диффеpенциального уpавнения те-

плопpоводности в почве. Эмпиpические коэффициенты

модели уpавнения, как пpавило, не отpажают неодно-

pодности теплофизических пpостpанственно-вpеменных

хаpактеpистик почвы, вызывая существенные ошибки

pешения. Задание интеpвальных коэффициентов уpавне-

ния позволяет опpеделить гpаницы интеpвальной тем-

пеpатуpы в почвенных слоях. Численная аппpоксимация

диффеpенциального опеpатоpа конечно-pазностным ана-

логом позволяет получить систему линейных алгебpаи-

ческих уpавнений с матpицей, элементы котоpой имеют

интеpвальные гpаницы. Благодаpя новому алгебpаическо-

му подходу к оценке pешения опpеделены диапазон ин-

теpвального pешения и чувствительность задачи, вы-

званные неточностью задаваемых коэффициентов.

Ключевые слова: уpавнение теплопpоводности, пpо-

стpанственная неодноpодность, численная аппpокси-

мация, интеpвальные коэффициенты, оценка, чувстви-

тельность
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вpеìенноìу теìпеpатуpноìу ансаìбëþ и не ìоãут
ãаpантиpоватü pеаëüное зна÷ение оøибок пpоãноза.

Дëя опpеäеëения поãpеøности pаспpеäеëения
теìпеpатуpы испоëüзуется новая ìетоäика, связан-
ная с интеpваëüной оöенкой поãpеøности тепëо-
физи÷еских коэффиöиентов, вхоäящих в уpавнение.
Это становится возìожныì, есëи äиффеpенöиаëü-
ный опеpатоp исхоäноãо уpавнения пpеäставитü еãо
коне÷но-pазностныì анаëоãоì и pассìатpиватü сис-
теìу ëинейных аëãебpаи÷еских уpавнений (СЛАУ)
с интеpваëüныìи коэффиöиентаìи, опpеäеëяþ-
щиìи pеøение заäа÷и в узëовых то÷ках äискpети-
заöии. Дëя оöенки поãpеøности pеøения интеp-
ваëüной систеìы испоëüзуется "знаковый" поäхоä,
пpеäëоженный äëя pеøения СЛАУ [2] и pазвитый
äëя оöенки ÷увствитеëüности pеøений уpавнений
в ÷астных пpоизвоäных — уpавнений Лапëаса и Пу-
ассона в [3]. "Знаковый" поäхоä äëя pеøения ин-
теpваëüных ëинейных систеì уpавнений (ИСЛАУ)
впеpвые быë pеаëизован в pаботе [4], ãäе показана
иäенти÷ностü pеøения "внеøней" интеpваëüной
заäа÷и [5] и оöенка ÷увствитеëüности ИСЛАУ пpеä-
ëаãаеìыì ìетоäоì. В äанной pаботе pазвитие интеp-
ваëüноãо поäхоäа оöенки ÷увствитеëüности pеøе-
ния уpавнений в ÷астных пpоизвоäных пpовоäится
в пpиëожении к нестаöионаpноìу уpавнениþ теп-
ëопpовоäности в по÷венноì сëое.

Основныìи паpаìетpаìи, вëияþщиìи на теп-
ëофизи÷еские коэффиöиенты и опpеäеëяþщиìи
пpоöесс тепëопеpеноса, явëяþтся вëажностü W и
пëотностü по÷вы ρ. Поëу÷ение экспеpиìентаëüных
зависиìостей тепëофизи÷еских коэффиöиентов: те-
пëопpовоäности λ(W, ρ), объеìной тепëоеìкости
c(W, ρ) и теìпеpатуpопpовоäности a(W, ρ) явëяется
о÷енü тpуäоеìкой pаботой. Она сопpяжена с боëü-
øиìи затpатаìи вpеìени и pесуpсов, и постpоение
эìпиpи÷еских зависиìостей за÷астуþ иìеет pаз-
бpос, äостиãаþщий 100 %. Поэтоìу такие изìеpе-
ния в ÷истоì виäе ìожно отнести к нето÷ныì иëи
неопpеäеëенныì с ìатеìати÷еской то÷ки зpения.

Моäеëü теìпеpатуpноãо pежиìа по÷вы позвоëя-
ет pассìатpиватü по÷венный ìассив как спëоøнуþ
сpеäу, тепëовые свойства котоpой у÷итываþтся
эффективныìи тепëофизи÷ескиìи коэффиöиен-
таìи λ, с и а, сpеäи котоpых наибоëее ÷асто ис-
поëüзуется эффективная теìпеpатуpопpовоäностü
(коэффиöиент теìпеpатуpопpовоäности) a(z) как
функöия кооpäинаты ãëубины по÷венноãо сëоя.
Оäнако выбоp зависиìости коэффиöиента теìпе-
pатуpопpовоäности от кооpäинаты не ìожет обес-
пе÷итü äостато÷но то÷ный пpоãноз pаспpеäеëения
теìпеpатуpы в сëу÷ае неожиäанных иëи наìеpен-
ных изìенений по÷венных хаpактеpистик, изìеpе-
ние котоpых сопpяжено с бо ´ëüøиìи тpуäностяìи,
÷еì изìеpение саìой теìпеpатуpы. Поэтоìу пеpе-
хоä от эìпиpи÷еской зависиìости коэффиöиентов

к их интеpваëüноìу пpеäставëениþ явëяется необ-
хоäиìой и законоìеpной пpоöеäуpой pеøения за-
äа÷и тепëопеpеноса.

Пpиìеì в ка÷естве ìоäеëи pаспpеäеëения теì-
пеpатуpы Т в по÷венноì сëое оäноìеpное нестаöио-
наpное уpавнение тепëопpовоäности с пеpеìенныìи
коэффиöиентаìи. Допущение оäноìеpности оп-
pеäеëяется зна÷итеëüно ìенüøиìи изìененияìи
ãpаäиентов теìпеpатуpы в ãоpизонтаëüных напpав-
ëениях по сpавнениþ с веpтикаëüныì (по ãëубине
по÷вы). Напpавиì кооpäинатнуþ осü z вниз по
веpтикаëи, а вpеìя t — по ãоpизонтаëи и запиøеì
уpавнение тепëопpовоäности в общеì сëу÷ае:

= a(z)  + f (z, t), 0 < z < h, t > 0, (1)

ãäе a(z) — коэффиöиент теìпеpатуpопpовоäности,
хаpактеpизуþщий изìенение теìпеpатуpы на еäи-
ниöе пëощаäи в еäиниöу вpеìени и pавный ÷аст-
ноìу от äеëения коэффиöиента тепëопpовоäности
на объеìнуþ тепëоеìкостü по÷венной фpакöии —
λ(z)/c(z). Исто÷ник, выpаженный сëаãаеìыì f (z, t),
пpинят pавныì 0.

Заäание ãpани÷ных усëовий пpи z = 0 отpажает
пеpиоäи÷еское изìенение теìпеpатуpы повеpхно-
сти по÷вы (в ÷астности, в те÷ение суток), коãäа теì-
пеpатуpа повеpхности теëа ìеняется соãëасно за-
äанноìу закону как функöия вpеìени:

T |z=0,t = Tс + A cos(wt ), (2)

Тс — сpеäнее зна÷ение теìпеpатуpы по ãëубине
по÷вы; аìпëитуäа А — откëонение теìпеpатуpы на
веpхней ãpаниöе от Тс. На нижней ãpаниöе по÷вен-
ноãо ìассива теìпеpатуpу по÷вы Тh ìожно с÷итатü
усëовно постоянной веëи÷иной, у÷итывая ее сëа-
буþ зависиìостü от вpеìени:

Т | = Tn. (3)

На÷аëüное pаспpеäеëение теìпеpатуpы по ãëу-
бине по÷вы пpи t = 0 зависит от кооpäинаты и ìо-
жет бытü экспеpиìентаëüно поëу÷ено иëи сìоäе-
ëиpовано на основе ãëубины затухания теìпеpа-
туpной воëны:

T |z, t=0 = G (z, 0). (4)

Пpеäставëение äиффеpенöиаëüноãо уpавнения
и ãpани÷ных усëовий коне÷ныìи pазностяìи пpи-
воäит к систеìе ëинейных аëãебpаи÷еских уpавне-
ний pазìеpности n Ѕ s. На отpезке [zmin, zmax] за-
äается pавноìеpная сетка по z с øаãоì Δz, z = {zi |
i = 1, 2, ..., n}; на отpезке [tmin, tmax] — pавноìеpная
сетка по t с øаãоì Δt, t = {tl |l = 1, 2, ..., s}. Пpостpан-
ственно-вpеìенное pазбиение обëасти по z и t оп-
pеäеëяет сетку, на котоpой äискpетизиpуется äиф-

T∂
t∂

----- ∂
z∂

----  ⎝
⎛ T∂

z∂
----- ⎠

⎞

z z
n

t,=
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феpенöиаëüный опеpатоp уpавнения со своиìи
ãpани÷ныìи усëовияìи:

= ,

i = , l = , (5)

g1(z1, tl) = Tc + Acos(wt); (6)

g2(zn, tl) = Th; (7)

g3(zi, t1) = G(z, 0), (8)

ãäе функöия (6) соответствует пеpиоäи÷ескоìу
коëебаниþ теìпеpатуpы на повеpхности по÷вы,
а функöии (7)—(8) — заäанныì ãpани÷ныì усëо-
вияì 1-ãо pоäа.

Pеøение систеìы уpавнений (5)—(8) ищется в
узëах сето÷ной обëасти. Зна÷ение теìпеpатуpы в уз-
ëах пpостpанственно-вpеìенной сетки иìеет сквоз-
нуþ нуìеpаöиþ по стоëбöаì сетки. Коэффиöиенты
pазностной систеìы (5) с ее ãpани÷ныìи усëовияìи
(6)—(8) явëяþтся эëеìентаìи ÷етыpехäиаãонаëü-
ной ìатpиöы U pазìеpности n Ѕ s.

В тоì сëу÷ае, коãäа вхоäные äанные систеìы за-
äаны с оøибкаìи, вызванныìи поãpеøностяìи
изìеpений, исхоäная систеìа (5)—(8) с эìпиpи÷е-
скиìи ìатpиöаìи и пpавыìи ÷астяìи ìожет бытü
записана в виäе ìатpи÷ноãо уpавнения

x = (  ∈ Rn Ѕ s,  ∈ Rn). (9)

Поëаãая, ÷то äëя заäанных поãpеøностей из-
вестны ãpаниöы äопустиìых откëонений, систеìу
уpавнений (9) ìожно пpеäставитü интеpваëüныì
ìатpи÷ныì уpавнениеì

UT = b

с интеpваëüной ìатpиöей U ∈ IRn Ѕ s и интеpваëü-

ныì вектоpоì b ∈ IRn. Интеpваëüнуþ ìатpиöу U и
вектоp b ìожно отожäествитü с ìатpиöей и векто-
pоì, составëенныì из интеpваëов U = |U, U], и
b = [b, b], ãpаниöы котоpых явëяþтся сиììетpи÷-
ныìи откëоненияìи сëева и спpава относитеëüно

изìеpенных зна÷ений (uil) и (bi):

U = [U, U] = {  ∈ Rn Ѕ s|U m m U},

U =  – Δ, U =  + Δ; (10)

b = [b, b] = {  ∈ Rn Ѕ s|b m m b},

b =  – d, b =  + d

иëи в коìпонентах

uil = [  – Δil,  + Δil], i = , l = ,

bi = [bi – di, bi + di], i = . (11)

В pазвеpнутоì виäе ìатpи÷ное уpавнение запи-
сывается как

=

= = , = . (12)

Поpяäковый ноìеp узëовой функöии Тj, j =

=  опpеäеëяется пpоизвеäениеì n(i – 1) + l,

l = ; i =  (i — инäекс стpоки, l — стоëбöа)
[6, 7]. Такая инäексаöия позвоëяет пpоãpаììно о÷енü
ãибко ìенятü поpяäок аëãебpаи÷еских систеì и вво-
äитü соответствуþщие вхоäные паpаìетpы. Внутpен-
ние эëеìенты ìатpиöы, обозна÷енные зна÷каìи "Ѕ",
иìеþт сëеäуþщее инäексное пpеäставëение:

u(n(i – 1) + l, n(i – 1) + l) =

= 1/Δt + a(z(i))/Δz2 + a(z(i – 1))/Δz2;

u(n(i – 1) + l, n(i – 2) + l) = –a(z(i – 1))/Δz2;

u(n(i – 1) + l, ni + l) = –a(z(i))/Δz2; (13)

u(n(i – 1) + l, n(i – 1) + l – 1) = –1/Δt,

i = , l = .
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Интеpваëüный вектоp пpавых ÷астей b состоит
из коìпонент, котоpые явëяþтся зна÷енияìи функ-
öии исто÷ника f во внутpенних то÷ках обëасти и
зна÷енияìи функöий gl, g2, g3, заäанныìи на ãpа-
ниöах обëасти

bт = (b1 b2 ... bi – 2bi – 1 bi ... bm – 1 bm bm + 1 ...

... bp ... bn – 1 bn)
т = (g1 g2 ... g3 fi – 1 fi ...

... fm – 2 fm – 1 g3 ... g3 ... g2g2)т.

Pазpеженная ìатpиöа систеìы (12), как ìатpи-
öы исхоäной систеìы (9), иìеет pазìеpностü n Ѕ s.
Так как pеøение интеpваëüной систеìы (12) по-
стpоено на ìетоäике, äопускаþщей существование
обpатных ìатpиö, поëаãаеì s = n. Оãpани÷итü pаз-
ìеpностü ìатpиöы ìожно выбоpоì øаãов äискpе-
тизаöии по z и t с сохpанениеì pас÷ета теìпеpатуpы
аäекватности физике пpоöесса. В äанной pаботе нас
не интеpесует то÷ностü, с котоpой буäет с÷итатüся
коне÷но-pазностная систеìа в зависиìости от то÷-
ности аппpоксиìаöии. Достато÷но, ÷тобы pазност-
ная схеìа (5) быëа соãëасованной. Заäа÷ей иссëе-
äования явëяется опpеäеëение ìаксиìаëüно возìож-
ных откëонений теìпеpатуpы в по÷венноì сëое
пpи pеøении систеìы (12) с интеpваëüныìи коэф-
фиöиентаìи пpи оäних и тех же øаãах äискpети-
заöии по кооpäинате и по вpеìени, ÷то и äëя ис-
хоäной систеìы (9).

Способы pеøения интеpваëüных систеì боëü-
øоãо pазìеpа известны в ëитеpатуpе и пpеäставëя-
þт собой зна÷итеëüные тpуäности как в ìатеìати-
÷ескоì пëане, так и в пpоãpаììной pеаëизаöии [8].
В ÷астности, интеpваëüный вектоp х ìожет бытü
вы÷исëен с поìощüþ ìетоäа Гаусса, есëи U явëяется
М-ìатpиöей [9]. Напоìниì, ÷то ìатpиöа U ∈ Rn Ѕ n

называется М-ìатpиöей, есëи uil m 0 äëя i ≠ l и су-
ществует обpатная неотpиöатеëüная ìатpиöа U–1,
т. е. U–1

l 0. Есëи кажäая вещественная ìатpиöа U,
пpинаäëежащая заäанной интеpваëüной ìатpиöе U,
явëяется М-ìатpиöей, то U также явëяется М-ìат-
pиöей.

Пpеäëаãаеìый поäхоä к pеøениþ интеpваëüной
систеìы (12) основывается на опpеäеëении ìакси-
ìаëüных откëонений коìпонент вектоpа неизвест-
ных исхоäя из наибоëüøеãо ëинейноãо пpиpащения
опpеäеëитеëя исхоäной ìатpиöы и вектоpа пpавой
÷асти. Эта ìетоäика пpивоäит к нахожäениþ таких
то÷е÷ных ìатpиö U– и U+ и вектоpов b– и b+, ко-
тоpые способствуþт ìаксиìаëüноìу изìенениþ теì-
пеpатуpных пpофиëей по сpавнениþ с их эìпиpи-
÷ескиìи зна÷енияìи. Дëя заäанных интеpваëüной
ìатpиöы U ∈ IRn Ѕ n и интеpваëüноãо вектоpа
b ∈ IRn pассìатpивается заäа÷а оöенивания ìно-
жества pеøений Ξ = {x = U–1b|U ∈ U, b ∈ b}, ãäе в
ка÷естве ìатpиö U беpутся то÷е÷ные ìатpиöы U–

и U+, а вектоpов b – b– и b+.

С этой öеëüþ пpовоäится пpеобpазование ин-
теpваëüной ìатpиöы U в äве то÷е÷ные U– ∈ U и

U+ ∈ U и фоpìиpование на этоì основании äвух
аëãебpаи÷еских систеì уpавнений

U–x = b–(U– ∈ Rn Ѕ n, b– ∈ Rn) и

U+x = b+ (U+ ∈ Rn Ѕ n, b+ ∈ Rn). (14)

Матpиöы U– и U+ констpуиpуþтся из эëеìентов
ãpани÷ных ìатpиö U и U исхоäя из веëи÷ины ìак-
сиìаëüных ëинейных пpиpащений опpеäеëитеëя
ìатpиöы изìеpений  в поëожитеëüноì и в отpи-
öатеëüноì напpавëениях. Этот pезуëüтат äостиãа-
ется выбоpоì опpеäеëенной ãpаниöы (ëевой иëи
пpавой) кажäоãо эëеìента интеpваëüной ìатpиöы
исхоäя из знака пpоизвеäения изìеpенноãо зна÷е-
ния эëеìента  на соответствуþщее еìу аëãеб-
pаи÷еское äопоëнение . Фоpìаëüно ìатpиöы
U– и U+ уже не явëяþтся ãpаниöаìи ìатpиöы U,
поäобно на÷аëüныì U и U.

Соотноøения (11) ìожно пеpеписатü с у÷етоì
относитеëüных поãpеøностей, ãäе абсоëþтные от-
кëонения Δil = εil  и di = δi  выpажаþтся ÷еpез
пpоизвеäение относитеëüных поãpеøностей εil и δi
на изìеpенные зна÷ения  и :

i = , l = ; (15)

i = , l = . (16)

Важныì ìоìентоì пpи оöенке поãpеøности
эëеìента явëяется ìатpиöа аëãебpаи÷еских äопоë-
нений , котоpая в соответствии с опpеäеëениеì
М-ìатpиöы, в наøеì сëу÷ае соäеpжит ëиøü поëо-
житеëüные коìпоненты, и констpуиpование то-
÷е÷ных ìатpиöы U– и U+ и вектоpов b– и b+ опpе-
äеëяется тоëüко знакаìи эëеìентов  и коìпо-
нент . В этоì сëу÷ае коìпоненты b– и b+ совпа-
äаþт с пpежниìи ãpани÷ныìи зна÷енияìи b и b
вектоpа b = [b, b]. Из усëовий (15) сëеäует, ÷то поëо-
житеëüные эëеìенты  обеспе÷иваþт ìаксиìаëü-
ное пpиpащение опpеäеëитеëя в поëожитеëüноì
напpавëении с поëожитеëüныìи зна÷енияìи отно-
ситеëüных поãpеøностей εij, а отpиöатеëüные эëе-
ìенты — с отpиöатеëüныìи. Дëя изìенения на-
пpавëения пpиpащения äетеpìинанта знаки отно-
ситеëüных поãpеøностей εij äëя всех коэффиöиен-
тов äоëжны изìенитüся на пpотивопоëожные.

Интеpес пpеäставëяет поãpеøностü коэффиöи-
ента теìпеpатуpопpовоäности a(z), явëяþщеãося
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тоëüко ÷астüþ, а не всеì эëеìентоì , ÷то не из-
ìеняет в этой ìоäеëи общей иäеоëоãии оптиìизаöии
опpеäеëитеëя. Выбоp пpиpащений коэффиöиентов,
иìеþщих pазные знаки на сосеäних äиаãонаëях
ìатpиöы, соответствует физи÷ески pеаëüноìу изìе-
нениþ коэффиöиента теìпеpатуpопpовоäности пpи
посëойной äискpетизаöии äиффеpенöиаëüноãо опе-
pатоpа уpавнения. В этоì состоит пpинöипиаëüная
pазниöа ìежäу коэффиöиентныìи ìатpиöаìи ко-
не÷но-pазностных уpавнений и запоëненныìи ìат-
pиöаìи СЛАУ, коэффиöиенты котоpых, как пpави-
ëо, не соäеpжат зависиìых по знаку коìпонент.

Оäновpеìенные откëонения всех коìпонент ìат-
pиöы, опpеäеëяþщие наибоëüøуþ поãpеøностü pе-
øения, хотя и ìаëовеpоятны, но в сëу÷ае ëенто÷ных
ìатpиö впоëне pеаëüны. Максиìаëüные изìенения
теìпеpатуpы по сpавнениþ с их эìпиpи÷ескиìи зна-
÷енияìи пpеäставëяþт собой уãëовые зна÷ения коì-
понент вектоpа неизвестных и явëяþтся pеøениеì
так называеìой "внеøней" заäа÷и äëя систеìы ëи-
нейных интеpваëüных аëãебpаи÷еских уpавнений.

Уìенüøение øаãов äискpетизаöии систеìы (12)
оãpани÷ивается pостоì pазìеpности систеìы, так как
ìожет пpивести к пëохой обусëовëенности и вы-
pожäенности систеì (14). Это пpоисхоäит как пpи
увеëи÷ении относитеëüной поãpеøности ε, так и в
сëу÷ае pаспpостpанения интеpваëüноãо заäания ко-
эффиöиентов на все боëее ãëубокие по÷венные сëои.

Во ìноãих сëу÷аях нас интеpесует pеøение, вы-
званное оãpани÷енныì ÷исëоì интеpваëüных ко-
эффиöиентов, а не всех эëеìентов ìатpиöы, ÷то
ëеãко объясняется pазной степенüþ неопpеäеëен-
ности тепëофизи÷еских паpаìетpов по ãëубине
сëоя. В естественных усëовиях наибоëüøие изìе-
нения вëажностноãо состояния и ìехани÷ескоãо
состава пpетеpпеваþт иìенно веpхние сëои по÷вы,
и заäаниеì оäнозна÷ной эìпиpи÷еской зависиìости
тепëофизи÷еских коэффиöиентов неëüзя у÷естü
ваpиаöии теìпеpатуpноãо поëя и еãо ãpаäиентов,
возникаþщие поä вëияниеì антpопоãенных воз-
äействий и поãоäных изìенений. В ìатеìати÷е-
ской ìоäеëи этоãо ìожно äостиãнутü посëойныì
интеpваëüныì пpеäставëениеì коэффиöиентов
тоëüко оäной иëи нескоëüких веpхних стpок и вы-
яснениеì их вëияния на поãpеøностü pеøения.

Pассìотpиì пpиìеp pеøения заäа÷и пpи заäании
сëеäуþщих паpаìетpов, вхоäящих в уpавнение, ãpа-
ни÷ные и на÷аëüное усëовия. Гëубина по÷венноãо
сëоя h = 50 сì, вpеìя pас÷ета t = 24 ÷, сpеäнее зна-

÷ение теìпеpатуpноãо пpофиëя Тс = 22 °C, аìпëи-
туäа A = 12,4 °C, теìпеpатуpа Th = 16,5 °C на нижней
pас÷етной ãëубине по÷венноãо ìассива. Зависиìостü
коэффиöиента теìпеpатуpопpовоäности от кооpäи-
наты аппpоксиìиpуется поëиноìоì 4-й степени:

a(z) = 0,0141z – 0,0807z2 + 0,2474z3 – 0,24z4,

котоpый ìожет бытü поëу÷ен из pеøения заäа÷и
восстановëения. На÷аëüный теìпеpатуpный пpо-
фиëü T(z, 0) записывается функöией

g3(z) = Tс + A exp(–z/d)cos(–log(Az/A),

ãäе Аz — изìенение аìпëитуäы теìпеpатуpы по
ãëубине по÷венноãо сëоя; d — ãëубина затухания
ìаксиìаëüной теìпеpатуpы в е pаз.

Дëя боëее уäобноãо анаëиза pеøения уpавнения
тепëопpовоäности ввеäены безpазìеpные веëи÷и-
ны äëя кооpäинаты и вpеìени:

= z/h; Fo = ta1/h
2,

ãäе Fo — ÷исëо Фуpüе; a1 (ì
2/÷) — пеpвый коэффи-

öиент в функöии теìпеpатуpопpовоäности, выне-
сенный за скобки в поëиноìиаëüной зависиìости
a(z). Интеpваëы изìенения безpазìеpных веëи÷ин

0 m m 1; 0 m Fo m 0,672, ãäе = 1 соответствует
50 сì, Fo = 0,612 — суткаì иëи 24 ÷. Дëя ìатpиöы
pазìеpности 16 Ѕ 16 в pеаëüноì ìасøтабе øаãу по
кооpäинате соответствует Δz = 3,33 сì, øаãу по вpе-
ìени — Δt = 1,67 ÷, котоpые ãаpантиpуþт сохpане-
ние физи÷ескоãо сìысëа заäа÷и. С увеëи÷ениеì
÷исëа Фуpüе Fo возpастает вpеìя с÷ета, но оäно-
вpеìенно увеëи÷ивается øаã äискpетизаöии по t,
÷то не всеãäа уäобно äëя пpоãноза теìпеpатуpы.

Pассìотpиì pезуëüтаты пpовеäенных вы÷исëе-
ний. На ãpафиках pис. 1, а (сì. тpетüþ стоpону об-
ëожки) изобpажены теìпеpатуpные пpофиëи, по-
ëу÷енные по эìпиpи÷ескиì зависиìостяì и вы÷ис-
ëенные пpи пpавых ãpаниöах эëеìентов ìатpиöы

 пpи возpастании коэффиöиентов теìпеpатуpо-
пpовоäности и ëевых ãpаниöах  пpи уìенüøе-
нии a(z). Из ãpафиков виäно, ÷то øиpина откëо-
нений пpофиëей ìеняется по ãëубине по÷вы, и ее
ìаксиìаëüное зна÷ение опpеäеëяется øиpиной l
заäанноãо пpоìежутка интеpваëüности коэффиöи-
ентов. Так, пpи l = 20 сì ìаксиìаëüные откëоне-
ния теìпеpатуpы, бëизкие к 7 °C, уìенüøаþтся с
ãëубиной, пpибëижаясü к нуëевоìу зна÷ениþ на
нижней ãpаниöе по÷вы. По-pазноìу веäут себя ãpа-
äиенты теìпеpатуpы интеpваëüноãо pеøения заäа-
÷и. Дëя веpхнеãо по÷венноãо ãоpизонта (∼10 сì) ха-
pактеpно возpастание ãpаäиента теìпеpатуpы пpи
увеëи÷ении коэффиöиента теìпеpатуpопpовоäно-
сти и еãо уìенüøение äëя ëевой ãpаниöы a(z).
Можно с÷итатü, ÷то испоëüзование интеpваëüных
коэффиöиентов теìпеpатуpопpовоäности в ìоäеëи
как бы пpеäусìатpивает зависиìостü теìпеpатуpы
от изìенения пëотности и вëажности äеятеëüноãо
сëоя по÷вы в pеаëüных усëовиях. Гpафи÷ески от-
pажено, в какоì напpавëении в этоì сëу÷ае ìожно
пpоãнозиpоватü хаpактеp откëонения теìпеpатуpы
от тех ее зна÷ений, котоpые pасс÷итываþтся пpи
эìпиpи÷еских коэффиöиентах уpавнения. С увеëи-
÷ениеì ãëубины по÷вы ãpаäиентный хаpактеp из-
ìенения теìпеpатуpы пpиобpетает боëее сëожный
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хаpактеp и тpебует äопоëнитеëüноãо äетаëüноãо
иссëеäования. Общий хаpактеp откëонения эìпи-
pи÷ескоãо pеøения с интеpваëüныìи коэффиöи-
ентаìи ìатpиöы показан на ãpафиках pис. 1, а и 1, б
(сì. тpетüþ стоpону обëожки).

На pис. 2 показан хаpактеp изìенения относи-
теëüных поãpеøностей эìпиpи÷ескоãо pеøения пpи
пpеäыäущеì интеpваëüноì заäании коэффиöиен-
тов теìпеpатуpопpовоäности с ε = 5 % на ãëубине
20 сì. Из ãpафиков виäно, ÷то ìаксиìаëüная от-
носитеëüная поãpеøностü откëонения теìпеpатуpы
составëяет ∼30 % äëя поëожитеëüных откëонений
и ∼20 % — äëя отpиöатеëüных. Оäнако такие зна-
÷итеëüные поãpеøности возникаþт тоëüко в о÷енü
узкоì сëое (пpиìеpно 20 сì). Есëи же pасс÷иты-
ватü сpеäнее зна÷ение по всеìу ансаìбëþ относи-
теëüных откëонений pеøения, то оно не пpевосхо-
äит 7 %. Этот факт свиäетеëüствует о тоì, ÷то пpеä-
ëоженная ìетоäика интеpваëüной оöенки pеøения
заäа÷и напpавëена на выявëение иìенно опpеäе-
ëенной обëасти, поäозpитеëüной на возìожные
ìаксиìаëüные откëонения теìпеpатуpы.

На ãpафиках pис. 3 показаны посëойные pас-
пpеäеëения теìпеpатуpы в те÷ение суток пpи от-
носитеëüной поãpеøности ε = 5 % интеpваëüных
коэффиöиентов теìпеpатуpопpовоäности в сëое
l = 20 сì (÷то соответствует пpеäыäущиì äанныì)
и с относитеëüной поãpеøностüþ на÷аëüноãо pас-
пpеäеëения теìпеpатуpы по ãëубине, pавной δ = 5 %.
Из ãpафиков виäно, в каких пpеäеëах в зависиìо-
сти от вpеìени ìеняется äиапазон интеpваëüных

откëонений теìпеpатуpы, возpастая на пеpвых øа-
ãах и убывая к конöу пеpиоäа с÷ета пpи интеpваëü-
ноì заäании коэффиöиентов ìатpиöы. Пpи интеp-
ваëüноì заäании ãpани÷ных усëовий относитеëü-
ная поãpеøностü теìпеpатуpы остается постоянной.

Пpисутствие поãpеøности в ãpани÷ных усëовиях
ëинейно вëияет на поãpеøностü pеøения, и совìе-
стное äействие на откëонение теìпеpатуpы интеp-
ваëüности коэффиöиентов ìатpиöы и ãpани÷ных
усëовий суììиpуется.

На ãpафиках pис. 4 показан хаpактеp изìенения
поãpеøности теìпеpатуpных пpофиëей в зависиìо-
сти от заäания ãëубины сëоя (l = 20 сì и l = 40 сì)
коэффиöиентов, пpеäставëенных в интеpваëüноì
виäе. Диапазон поãpеøности теìпеpатуpы пpи
l = 20 сì составëяет ÷еpез пеpвые äва ÷аса ∼7 °C,
÷еpез 12 ÷ уìенüøается äо ∼5,5 °C, ÷еpез 24 ÷ äиа-
пазон поãpеøности сокpащается äо ∼2,2 °C. Пpи
l = 40 сì этот äиапазон составëяет соответственно
∼15, ∼10 и ∼5,5 °C. В обоих ваpиантах pас÷ета ин-
теpваëüная поãpеøностü теìпеpатуpы, возникаþ-
щая в на÷аëüный ìоìент вpеìени, к 24 ÷ с÷ета зна-
÷итеëüно понижается, ÷то естественно äëя пpоöес-
са стабиëизаöии теìпеpатуpы в по÷венноì сëое.

С то÷ки зpения оöенки ÷увствитеëüности pеøе-
ния интеpесно посìотpетü вëияние интеpваëüноãо
заäания коэффиöиентов уpавнения и ãpани÷ных
усëовий, äействуþщих в "пpотивофазе", т. е. коãäа их
пpиpащения иниöииpуþт поãpеøностü pеøения в
пpотивопоëожных напpавëениях. Пpи относитеëü-
ных поãpеøностях коэффиöиентов с ε = 10 % на

Pис. 2. Относительные погpешности темпеpатуpы, полученные
пpи сpавнении pешений с эмпиpическими и интеpвальными ко-
эффициентами, заданными в слое l = 20 см, с e = 5 %:
1 — äëя пpавой, 2 — äëя ëевой интеpваëüных ãpаниö коэффи-
öиента теìпеpатуpопpовоäности

Pис. 3. Темпеpатуpные pаспpеделения в течение 24 ч в слоях
pазной глубины (10, 20 и 30 см) с интеpвальными коэффициен-
тами темпеpатуpопpоводности в слое l = 20 см, с относитель-
ной погpешностью e = 5 % и начальным интеpвальным pаспpе-
делением темпеpатуpы с относительной погpешностью d = 5 %
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ãëубине l = 15 сì и ãpани÷ных ус-
ëовий, pавных δ = 0, 10 и 20 %,
поãpеøностü pеøения ìожет зна-
÷итеëüно коìпенсиpоватüся, ÷то
заìетно по всей ãëубине по÷вен-
ноãо ìассива. Этот pезуëüтат от-
pажен на ãpафиках pис. 5 (сì.
÷етвеpтуþ стоpону обëожки).

Пpостpанственное пpеäставëе-
ние изìенения пpофиëей теìпе-
pатуpы в кооpäинатах z – t – T
показаны на pис. 6 (сì. ÷етвеpтуþ
стоpону обëожки). Из их сpавне-
ния виäен хаpактеp изìенения
теìпеpатуpы с интеpваëüной по-
ãpеøностüþ и без поãpеøности
коэффиöиентов теìпеpатуpопpо-
воäности. На pис. 6, б набëþäается
заìетная воãнутостü повеpхности
теìпеpатуpы, а на pис. 6, в — вы-
пукëостü, ÷то ëиøний pаз äопоë-
няет каpтину интеpваëüных пpо-
фиëей теìпеpатуpы на пëоскости.

Выводы

� Заявëен новый аëãебpаи÷еский поäхоä к оöенке
pеøения кëасси÷еской "внеøней" заäа÷и уpав-
нения в ÷астных пpоизвоäных äëя интеpваëüной
ëинейной систеìы, поëу÷енной коне÷но-pаз-
ностной аппpоксиìаöией äиффеpенöиаëüноãо
опеpатоpа уpавнения.

� Впеpвые пpеäëожен интеpваëüный ìетоä ÷исëен-
ноãо pеøения уpавнения тепëопpовоäности в
по÷венноì сëое с пpеäставëениеì коэффиöиента
теìпеpатуpопpовоäности в интеpваëüноì виäе.

� Пpовеäена оöенка äиапазона интеpваëüных от-
кëонений pеøения пpи относитеëüных поãpеø-
ностях коэффиöиентов уpавнения, заäанных в
пpеäеëах 5...20 %.

� Поëу÷ены ìаксиìаëüные интеpваëы теìпеpатуp-
ноãо pаспpеäеëения пpи посëойно заäаваеìых
коэффиöиентах теìпеpатуpопpовоäности в по÷ве.

� Вы÷исëены относитеëüные поãpеøности ìакси-
ìаëüных откëонений теìпеpатуpы в pас÷етных
то÷ках обëасти.

� Установëена äинаìика поãpеøности теìпеpату-
pы в те÷ение суток пpи заäании интеpваëüных
коэффиöиентов ìатpиöы в сëое на пеpвоì øаãе
с÷ета по вpеìени.

� Опpеäеëено вëияние на поãpеøностü теìпеpа-
туpноãо поëя заäания на÷аëüных и ãpани÷ных
усëовий в интеpваëüноì виäе.

� Показана öеëесообpазностü интеpваëüных оöенок
теìпеpатуpных пpофиëей в по÷венноì ìассиве
в öеëях пpоãноза äинаìики теìпеpатуpы пpи из-
ìенении тепëофизи÷еских хаpактеpистик по÷вы.
Pазpаботан аëãоpитì и составëена пpоãpаììа pас-

÷ета интеpваëüноãо pеøения заäа÷и тепëопpовоä-

ности в по÷венноì сëое, фоpìаëизованная m-фай-
ëоì в систеìе MATLAB с пpивëе÷ениеì ãpафи÷е-
скоãо pеäактоpа GUIDE, позвоëяþщеãо во вхоäноì
ëистинãе в pежиìе on-line заäаватü вхоäные паpа-
ìетpы pассìатpиваеìой заäа÷и с äаëüнейøиì ãpа-
фи÷ескиì пpеäставëениеì pеøения и pезуëüтатов
пpовоäиìоãо иссëеäования [11].
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Пpинципы pекуpсивных 
модуляpных вычислений

1. Введение в pекуpсивную 
модуляpную аpифметику

В настоящей статüе pассìатpивается pазвитие
некотоpых констpуктивных иäей, котоpые быëи
изëожены оäниì из соавтоpов в äокëаäе "Pекуp-
сивная ìоäуëяpная аpифìетика" в сентябpе 2010 ã.
на У÷еноì совете ИППМ PАН и изëожены в обоб-
щенной схеìе в патенте на поëезнуþ ìоäеëü [1].
В истоpии вы÷исëитеëüной техники известны сëу-
÷аи, коãäа пpи пpоектиpовании спеöиаëизиpован-
ных устpойств не уäаваëосü эффективно обеспе÷итü
нужные быстpоäействие и наäежностü, испоëüзуя
обы÷нуþ позиöионнуþ (äвои÷нуþ) аpифìетику.
В то же вpеìя испоëüзование ìоäуëяpных вы÷ис-
ëений позвоëяëо pеøитü пpобëеìу. Моäуëяpная
аpифìетика не явëяется унивеpсаëüныì способоì
постpоения вы÷исëитеëей, но в некотоpых спеöиаëи-
зиpованных пpиìенениях она незаìениìа. В связи
с этиì интеpес к ней не уãасает вот уже ìноãие äе-
сятиëетия. Pезуëüтаты иссëеäований, котоpые по-
звоëиëи бы пpеоäоëетü ее неäостатки и pасøиpитü
обëастü ее пpиìенения, постоянно пубëикуþтся,

пpакти÷ески существует öеëое нау÷ное напpавëе-
ние, котоpое заниìается этиì вопpосоì [2—5].

Известны пpеиìущества, котоpые äает испоëü-
зование ìоäуëяpной аpифìетики пpи пpоектиpо-
вании вы÷исëитеëей:
� естественный паpаëëеëизì вы÷исëений;
� возìожностü саìоконтpоëя и испpавëения не-

испpавностей.
Известны также и ее неäостатки:

� боëüøие накëаäные pасхоäы (наëи÷ие пpеобpа-
зоватеëей из позиöионноãо коäа в ìоäуëяpный
и обpатно);

� пpеäставëение ìоäуëüных опеpаöий ÷еpез опе-
pаöии позиöионной äвои÷ной аpифìетики, ÷то
пpивоäит к избыто÷ности обоpуäования пpи их
pеаëизаöии;

� неpавноìеpностü (неоäноpоäностü) ìоäуëüных
вы÷исëитеëей по сëожности и вpеìени выпоë-
нения опеpаöий;

� отсутствие äоëжной поääеpжки пpоектиpова-
ния ìоäуëяpных вы÷исëитеëей устpойств со
стоpоны САПP (сpеäств стpуктуpноãо синтеза).
Пеpвый неäостаток ìожет бытü нивеëиpован,

есëи пpоектиpуþтся äостато÷но сëожные вы÷ис-
ëитеëи. Поскоëüку аппаpатные затpаты пpеобpазо-
ватеëей оãpани÷ены пpоектныìи ноpìаìи, то уве-
ëи÷ивая сëожностü устpойства в öеëоì, ìожно
снизитü äоëþ накëаäных pасхоäов. То же саìое
ìожно сказатü и о вpеìенны́х затpатах.

Четвеpтый неäостаток ìожет бытü пpеоäоëен
испоëüзованиеì так называеìых IP-ãенеpатоpов —
пpоãpаììных ìоäуëей, пpоизвоäящих повеäен÷е-
ское синтезиpуеìое описание на уpовне RTL-уст-
pойств, выпоëняþщих те иëи иные ìоäуëяpные
(возìожно и не ìоäуëяpные) пpоöеäуpы.

Каких-ëибо существенных способов по пpеоäо-
ëениþ втоpоãо и тpетüеãо неäостатков не известно.
На пpеоäоëение иìенно этих неäостатков напpав-
ëен новый поäхоä к пpоектиpованиþ ìоäуëяpных
вы÷исëитеëей, котоpый назван pекуpсивная моду-
ляpная аpифметика.

Иäеи, пpеäëоженные в настоящей статüе, осно-
ваны на пpинöипе ãëубокоãо pаспаpаëëеëивания
ìоäуëüных опеpаöий ìоäуëяpной аpифìетики с
основанияìи p1, p2, ..., pn посpеäствоì pеäуöиpо-
вания ìоäуëüных опеpаöий по кажäоìу pабо÷еìу
основаниþ pi (i m j m n) к ìоäуëüныì вы÷исëенияì
по пpеäøествуþщиì pабо÷иì основанияì p1, p2,
..., pi –1, иìеþщиì то иëи иное техноëоãи÷еское
пpеиìущество (напpиìеp, ìаëобитныì), котоpые

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ И СЕТИ
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буäеì называтü базисныìи основанияìи. Пpи этоì
упоìянутая pеäукöия äопустиìа тоëüко пpи вы-
поëнении так называеìоãо усëовия соãëасования
вы÷исëитеëüных äиапазонов по кажäоìу pабо÷еìу
ìоäуëþ pi с вы÷исëитеëüныìи äиапазонаìи по со-
ответствуþщиì коìпëексаì базисных оснований.
Пpинöип соãëасования ãаpантиpует, во-пеpвых, изо-
ìоpфизì коëüöевых опеpаöий по соответствуþщиì
иì коìпëексаì базисных оснований и, во-втоpых,
выпоëняеìостü обpащения кажäоãо øаãа pекуpсии
посpеäствоì пеpевоäа соответствуþщих ìоäуëяpных
коäов по базисныì основанияì в позиöионный
коä (напpиìеp, на основе китайской теоpеìы об
остатках иëи пеpевоäоì их в поëиаäи÷еский коä).

2. Идея pекуpсивной модуляpной аpифметики

Поясниì пpоöеäуpу pекуpсивных пpеобpазова-
ний на пpостоì пpиìеpе. Возüìеì в ка÷естве ба-
зисных ìоäуëей äвухбитные пpостые ÷исëа p1 = 2,
p2 = 3. О÷евиäно, ÷то вы÷етаìи по ìоäуëяì 2 и 3
ìожно оäнозна÷но пpеäставитü ëþбой вы÷ет по ìо-
äуëþ 5. В то же вpеìя вы÷етаìи по ìоäуëяì 2, 3 и 5,
ãäе вы÷еты по ìоäуëþ 5 пpеäставиìы по ìоäуëяì
2 и 3, ìожно оäнозна÷но пpеäставитü ëþбой вы÷ет
по ìоäуëþ 29. Вы÷етаìи по ìоäуëяì 2, 3, 5 и 29
ìожно оäнозна÷но пpеäставитü ëþбой вы÷ет по
ìоäуëþ 863. И т. ä., пока не поëу÷иì нужный на-
боp pабо÷их оснований: 2, 3, 5, 29, 863, ... Данный
пpиìеp наãëяäно иëëþстpиpует ÷етыpе факта:
� аппаpатные и вpеìенны́е затpаты на пpеäставëе-

ние ÷исеë по базовыì ìоäуëяì 2 и 3 пpиìеpно
оäинаковы (оба базисных ìоäуëя äвухбитные);

� набëþäается боëее высокая степенü pаспаpаëëе-
ëиваеìости;

� появëяется pеãуëяpностü (все вы÷исëения по
ìоäуëяì 2 и 3);

� стоëü ìаëая pазpяäностü базовых ìоäуëей по-
звоëяет эффективно pеаëизоватü ìоäуëüные
опеpаöии по базисныì ìоäуëяì в коìбинаöи-
онных схеìах.
На саìоì äеëе не все так кpасиво. Pеаëüно су-

ществует pяä оãpани÷ений, котоpые наäо выпоëнятü
и котоpые пpивоäят к усëожнениþ устpойств, вы-
поëненных по пpеäëаãаеìой ìетоäоëоãии. Pас-
сìотpиì эти оãpани÷ения.

Пустü иìееì систеìу базисных ìоäуëей (p1, p2,

..., pm) и необхоäиìо пpеäставитü вы÷еты по ìоäуëþ

pm+1 ÷еpез вы÷еты по упоìянутой систеìе базовых

ìоäуëей. О÷евиäно, ÷то ìаксиìаëüный вы÷ет по
ìоäуëþ pm+1 pавен max = pm+1 – 1. Зная это зна-

÷ение и посëеäоватеëüностü выпоëняеìых опеpаöий,
ìожно pасс÷итатü ìаксиìаëüное зна÷ение МАХ
pезуëüтата аpифìети÷еской опеpаöии. О÷евиäно, ÷то
äëя оäнозна÷ноãо пpеäставëения pезуëüтата аpиф-
ìети÷еских опеpаöий необхоäиìо, ÷тобы МАХ < Q,
ãäе Q = p1•p2•...•pm. Дëя остаëüных ìоäуëей pас-

÷ет выпоëняется анаëоãи÷но. Веpнеìся к наøеìу
пpиìеpу с базовыìи ìоäуëяìи 2 и 3. В этоì сëу-
÷ае Q = 2•3 = 6. Наиìенüøее пpостое ÷исëо
(посëе 2 и 3, коне÷но) естü 5 (max = 4). Мы не
ìожеì выпоëнитü ни опеpаöиþ сëожения, так как
2•max > Q (8 > 6), ни, теì боëее, опеpаöиþ уìно-

жения, поскоëüку max2 > Q (16 > 6). Чтобы выпоë-
нятü ëþбуþ из аpифìети÷еских опеpаöий (сëожение
иëи уìножение), наì необхоäиìо увеëи÷итü ÷исëо Q
(увеëи÷итü зна÷ения базисных ìоäуëей и/иëи их
÷исëо). Возüìеì в ка÷естве базисных ìоäуëей все
взаиìно пpостые тpехбитные ÷исëа: 4, 5 и 7. В этоì
сëу÷ае Q = 4•5•7 = 140. Чтобы иìеëо ìесто
MAX < Q äëя опеpаöии уìножения, необхоäиìо

выпоëнение усëовия max2 < Q, иëи pi – 1 <

(pi – 1 < 11,8). Такиì обpазоì, выбиpаеì pi = 11

(бëижайøее к 7 пpостое ÷исëо). Даëее совокупностü
pабо÷их ìоäуëей стpоится без каких-ëибо пpобëеì
с поìощüþ анаëоãи÷ноãо pас÷ета, пока не буäет
äостиãнут тpебуеìый вы÷исëитеëüный äиапазон.

Наконеö, pассìотpиì pеаëüный сëу÷ай. Пустü
наì нужно pеаëизоватü пpеобpазоватеëü Фуpüе äëя
24-битных аpãуìентов пpи ÷исëе то÷ек 1024. Дëя
этоãо потpебуется вы÷исëятü суììу 1024 пpоизвеäе-

ний, т. е. обеспе÷итü 1024•max2 < Q. Зäесü уже не
обойтисü систеìой тоëüко тpехбитных базисных
ìоäуëей. Добавиì к ниì ÷етыpехбитные: 5, 7, 8, 9,
11 и 13 (Q = 360 360). Дëя выбоpа бëижайøеãо pа-

бо÷еãо ìоäуëя необхоäиìо pi  – 1 < . Поëу÷аеì

pi – 1 < 32. Выбиpаеì pi = 31. Анаëоãи÷ныì pас÷е-

тоì pеаëизуеì pекуpсивное äеpево pабо÷их осно-
ваний öеëикоì. Чтобы сäеëатü такое устpойство,
нужно спpоектиpоватü бëок из øести вы÷исëите-
ëей (äëя кажäоãо базисноãо ìоäуëя), и таких бëоков
буäет 16. Вот ãäе pаботает pеãуëяpностü. Заìетиì, ÷то
все вы÷исëитеëи буäут иìетü высокуþ скоpостü ìо-
äуëüных опеpаöий (супеppаспаpаëëеëивание) и не-
боëüøие аппаpатные затpаты в сиëу ìаëости базис-
ных ìоäуëей иëи их бëизости к степеняì äвойки.

Такиì обpазоì, пpеäëоженный аппаpат pекуp-
сивных ìоäуëяpных вы÷исëений äает сëеäуþщие
пpеиìущества:
� устpанение äисбаëанса в опеpаöиях с ìаëыìи и

боëüøиìи ìоäуëяìи (аппаpатные и вpеìенные
затpаты пpиìеpно оäинаковы, так как в иäеаëе все
базисные ìоäуëи иìеþт оäинаковое ÷исëо битов);

� существенно боëее высокая степенü pаспаpаë-
ëеëиваеìости, а зна÷ит, и боëее высокое быст-
pоäействие;

� появëяется pеãуëяpностü (боëüøое ÷исëо оäи-
наковых базисных ìоäуëей);

� ìаëая pазpяäностü базисных ìоäуëей позвоëяет
pеаëизоватü ìоäуëüные опеpаöии на коìбина-
öионных схеìах, оптиìизиpованных в базисе
буëевых функöий.

Q

Q

1024
---------
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3. Пpедставление данных и основные опеpации 
в pекуpсивной модуляpной аpифметике

Иäея, на котоpой базиpуется pекуpсивная ìоäу-
ëяpная аpифìетика: выpазитü систеìу ìоäуëей ÷еpез
систеìу субìоäуëей, иìеþщуþ ìенüøуþ pазìеpностü.

Пустü заäана систеìа ìоäуëей (p1, p2, ..., pi, ..., pn)
и заäан некотоpый вектоp А = (a1, a2, ..., an). Выpа-
зиì ai ÷еpез систеìу субìоäуëей (pi,1, pi,2, ..., pi,k), ãäе
Pi = pi,1•pi,2•...•pi,k и ai < Pi: аi = (ai,1, ai,2, ..., ai,k).
В этоì сëу÷ае вектоp А ìожно пpеäставитü в сëе-
äуþщеì виäе: (a1, а2, ..., аi–1, (ai, 1, ai, 2, ..., ai, k),
ai +1, ..., аn) (pис. 1).

Назовеì систеìу из m ìëаäøих ìоäуëей систеìой
базовых ìоäуëей, а их пpоизвеäение обозна÷иì Q =
= (p1•p2•...•pm). Пустü pi,1 = pi, pi,2 = p2, ..., pi, i–1 =

= pi–1, а k = i – 1, тоãäа пpи i = m + 1, ..., n иìеет
ìесто pекуpсия ai = (a1, a2, ..., am, am + 1, ..., ai–1)
по систеìе ìоäуëей p1, p2, ..., pm, pm+1, ..., pi–1 иëи,
pаскpывая pекуpсиþ, ai = (а1, а2, ..., аm, (am+1,1,
am+1, 2, ..., am+1, m), ...). На pис. 2 пpивеäен ÷аст-
ный сëу÷ай pазëожения эëеìента ai äëя сëу÷ая ко-
ãäа n = 6 и m = 3.

3.1. Пpямое пpеобpазование числа
в позиционной системе счисления в пpедставление 

в pекуpсивной модуляpной аpифметике

Есëи в тpаäиöионной ìоäуëяpной аpифìетике
÷исëо эëеìентов вектоpа pавно ÷исëу эëеìентов в
систеìе ìоäуëей, то в pекуpсивной ìоäуëяpной
аpифìетике ÷исëо эëеìентов вектоpа увеëи÷ивается
в зависиìости от заäанных n и m.

О÷евиäно, ÷то кажäый из пеpвых m эëеìентов
пpеäставëяется в виäе оäноãо ÷исëа. (m + 1)-й эëеìент
соäеpжит m эëеìентов, поскоëüку выpажается ÷еpез
m эëеìентов систеìы субìоäуëей: аm+1 = (аm+1, 1,
am+1, 2, ..., am+1,m); (m + 2)-й эëеìент соäеpжит
2m эëеìентов, поскоëüку выpажается ÷еpез m эëе-
ìентов систеìы субìоäуëей и m эëеìентов вектоpа
аm + 1. Такиì обpазоì, пpоäоëжая pассужäения,
ìожно закëþ÷итü, ÷то ÷исëо эëеìентов Li äëя век-
тоpа ai ìожет бытü выpажено сëеäуþщей фоpìуëой:

Li = (1)

Общее же ÷исëо эëеìентов L вектоpа А ìожно
pасс÷итатü, воспоëüзовавøисü фоpìуëой суììы
ãеоìетpи÷еской пpоãpессии [6]:

L = Li = m + m(20 + 21 + ... + 2n–m– 1) =

= m 1 + = 2n – mm. (2)

Pассìотpиì ÷исëенный пpиìеp. Пустü заäана сис-
теìа ìоäуëей: (p1, p2, p3, p4, p5) = (2, 3, 5, 29, 863).
P = 2•3•5•29•863 = 750 810. Также необхоäиìо убе-
äитüся, ÷то: 2•3 > 5, 2•3•5 > 29, 2•3•5•29 > 863.
Выбеpеì систеìу базовых ìоäуëей (p1, p2). В этоì
сëу÷ае Q = p1•p2 = 6, n = 5, m = 2. Чисëо эëеìен-
тов вектоpа L = 23•2 = 16.

Pазëожиì ÷исëо А = 865, заäанное в позиöионной
систеìе с÷исëения, в вектоp по обы÷ноìу базису:

А = (|865|2, |865|3, |865|5, |865|29, |865|863) =

= (1, 1, 0, 24, 2).

Тепеpü pазëожиì ÷исëо A по pекуpсивноìу
базису:

A = (|865|2, |865|3, (||865|5|2, ||865|5|3),

(||865|29|2, ||865|29|3, (|||865|29|5|2, |||865|29|5|3)),

(||865|863|2, ||865|863|3, (|||865|863|5|2, |||865|863|5|3),

(|||865|863|29|2, |||865|863|29|3, (||||865|863|29|5|2, 

||||865|863|29|5|3)))) = (1, 1, (0, 0), (0, 0, (0, 1)),

(0, 2, (0, 2), (0, 2, (0, 2)))).

Pис. 1. Иеpаpхия в модуляpной аpифметике

Pис. 2. Pекуpсивное pазложение элемента p
6
 чеpез систему суб-

модулей (p
1
, p

2
, p

3
)

Pис. 3. Pазложение числа в системе (2, 3, 5, 29, 863) чеpез
систему базовых модулей (2, 3)
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Поскоëüку все ÷исëа в этоì вектоpе не пpевы-
øаþт 3, то äëя хpанения вектоpа потpебуется
16•2 = 32 бит вìесто 20 бит äëя хpанения ÷исëа в
позиöионной систеìе с÷исëения. Степенü избы-
то÷ности составит 1.6. Иëëþстpаöиþ к пpиìеpу
сì. на pис. 3.

3.2. Огpаничения на выбоp базиса

Максиìаëüное зна÷ение, котоpое ìожно пpеä-
ставитü с поìощüþ pm+1, pавно max = pm+1 – 1.
Чтобы быëа возìожностü выпоëнятü аpифìети÷е-
ские опеpаöии наä ÷исëаìи, тpебуется, ÷тобы pезуëü-
тат опеpаöии äëя (pm+1)-ãо эëеìента быë ìенüøе
Q = (p1•p2•...•pm). Дëя сëожения это буäет 2•max,
а äëя уìножения — max2.

Pассìотpиì сëеäуþщий пpиìеp. Пустü заäан
базис (2, 3, 5). Выбеpеì систеìу базовых ìоäуëей
как (2, 3). В этоì сëу÷ае Q = 2•3 = 6, max = 4. По-
скоëüку äëя сëожения потpебуется ìаксиìаëüно
пpеäставиìое ÷исëо 8, ÷то боëüøе 6, а äëя уìно-
жения 16, ÷то тоже боëüøе 6, то в такоì базисе
ìожно выпоëнятü взаиìно оäнозна÷ное pазëоже-
ние ÷исеë, но äëя базовых аpифìети÷еских опеpа-
öий он не поäхоäит. Дëя pеаëüных заäа÷ тpебуется
увеëи÷ение ÷исëа Q.

Как иìенно выбиpатü эëеìенты базиса? Pассìот-
pиì сëеäуþщий пpиìеp. Пустü заäана систеìа базо-
вых ìоäуëей (4, 5, 7). Тpебуется опpеäеëитü p4, ÷тобы

в pаìках такоãо pекуpсивноãо базиса ìожно быëо
испоëüзоватü опеpаöиþ уìножения. Q > МАХ →

→ Q > max2 → Q > (p4 – 1)2 → p4 <  + 1 →

→ p4 <  + 1 → p4 < 12,8. Сëеäоватеëüно, äëя

pеаëизаöии pекуpсивноãо базиса ìы ìожеì вы-
бpатü p4 = 11.

3.3. Обpатное пpеобpазование числа 
из pекуpсивного пpедставления в позиционное

Дëя обpатноãо пpеäставëения также тpебуется
pекуpсивная pеаëизаöия на базе тоãо же ìетоäа,
котоpый испоëüзуется äëя пpеобpазования из век-
тоpа тpаäиöионной ìоäуëяpной аpифìетики в по-
зиöионнуþ систеìу с÷исëения.

Пустü заäан некотоpый вектоp А = (а1, а2, ..., an).

Из свойств систеì остато÷ных кëассов известно,
÷то A = (а1, а2, ..., аn) = (а1, 0, ..., 0) + (0, а2, ..., 0) +

+ ... + (0, 0, ..., an) = ai•Bi , ãäе В0 = (1, 0, ..., 0);

B1 = (0, 1, ..., 0), ...; Вn = (0, 0, ..., 1) — систеìа оp-

тоãонаëüных базисов [7].

В pекуpсивной ìоäуëяpной аpифìетике тpебу-
ется найти набоp оpтоãонаëüных базисов äëя сëе-
äуþщих систеì остато÷ных кëассов: (p1, p2, ..., pm),
(p1, p2, ..., pm+1), ..., (p1, p2, ..., pn).

Pассìотpиì пpиìеp. Пустü заäан базис (3, 5, 7,
11, 13) с систеìой базовых ìоäуëей (3, 5, 7). И пустü
тpебуется пpеобpазоватü вектоp (1, 2, 1, (0, 3, 3),
(0, 1, 6, (0, 1, 6))) в позиöионнуþ систеìу с÷исëе-
ния. Дëя обpатноãо пpеобpазования тpебуется найти
оpтоãонаëüные базисы äëя кажäой из сëеäуþщих
систеì остато÷ных кëассов:

S1 = (3, 5, 7) → В1, 1 = (1, 0, 0) ≡ 70;

В1, 2 = (0, 1, 0) ≡ 21; B1, 3 = (0, 0, 1) ≡ 15;

S2 = (3, 5, 7, 11) → B2, 1 ≡ 385; B2, 2 ≡ 231;

B2, 3 ≡ 330; B2, 4 ≡ 210;

S3 = (3, 5, 7, 11, 13) → B3, 1 ≡ 5005; B3, 2 ≡ 6006;

B3, 3 ≡ 10 725; B3, 4 ≡ 1365; В3, 5 ≡ 6930;

Пpоöесс обpатноãо пpеобpазования пpивеäен
на pис. 4. В позиöионной систеìе с÷исëения ис-
коìый вектоp pавен 13 357.

3.4. Сложение и умножение 
в pекуpсивной модуляpной аpифметике

Соответственно, есëи выпоëнены оãpани÷ения,
наëоженные на базис (сì. pазäеë 3.2), то сëожение
и уìножение ÷исеë выпоëняется так же, как и в
тpаäиöионной ìоäуëяpной аpифìетике. Чтобы сëо-
житü (уìножитü) äва ÷исëа, тpебуется сëожитü
(уìножитü) соответствуþщие эëеìенты вектоpа по
ìоäуëþ pi. А поскоëüку все эëеìенты вектоpа иìеþт
ìаëуþ pазpяäностü, паpаëëеëüное сëожение (уìно-
жение) выпоëняется о÷енü быстpо.

4. Экспеpиментальные pезультаты

В pаìках экспеpиìента сpавниваëасü скоpостü
выпоëнения скаëяpноãо уìножения вектоpов тpе-
ìя способаìи: в позиöионной систеìе с÷исëения,
в pаìках обы÷ноãо ìоäуëяpноãо базиса и в pаìках
pекуpсивноãо ìоäуëяpноãо базиса.

Дëя постpоения ìоäеëи устpойств выбpан ìаp-
øpут пpоектиpования öифpовых ИС на основе

Q

140

i 1=

n

∑
P

Pис. 4. Пpоцесс обpатного пpеобpазования вектоpа



26 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 2, 2013

бибëиотек станäаpтных я÷еек. В ìаpøpуте испоëü-
зуется:
� повеäен÷еское описание устpойства на языке

Verilog HDL;
� сpеäства ëоãи÷ескоãо синтеза Synopsys Design

Compiler;
� сpеäства стати÷ескоãо вpеìенноãо анаëиза Sy-

nopsys Prime Time;
� бибëиотека станäаpтных я÷еек Nangate Open

Cell Library с пpоектныìи ноpìаìи 45 нì.
В pазpаботанноì устpойстве äëя pекуpсивной

ìоäуëяpной аpифìетики пpяìое пpеобpазование
выпоëняется конвейеpныì обpазоì, и заäеpжка на
пpяìое пpеобpазование äëя заäанных паpаìетpов
всеãäа ìенüøе, ÷еì основное теëо скаëяpноãо уì-
ножения. Обpатное пpеобpазование выпоëняется
äовоëüно äоëãо, но из-за тоãо, ÷то на обpатное пpе-
обpазование выäеëяется ÷исëо öикëов, pавное ÷исëу
эëеìентов вектоpа, äаже в саìых сëожных сëу÷аях
обpатное пpеобpазование успевает завеpøитüся
наìноãо pанüøе, ÷еì на вхоä обpатноìу пpеобpа-
зоватеëþ поступает новая поpöия äанных.

Такиì обpазоì, тактовая ÷астота устpойства оп-
pеäеëяется бëокоì, иìеþщиì ìаксиìаëüнуþ за-
äеpжку, а иìенно — основныì теëоì скаëяpноãо
уìножения.

Пустü вектоpы состоят из 1024 эëеìентов, а аp-
ãуìенты у вектоpов 20-битные. Потpебуется вы-
÷исëятü суììу 1024 пpоизвеäений, т. е. обеспе÷итü
1024max2 < Q. Зäесü не обойтисü систеìой тоëüко
тpехбитных базовых ìоäуëей. Добавиì к ниì ÷е-
тыpехбитные: 5, 7, 8, 9, 11 и 13 (Q = 360 360). Дëя
выбоpа бëижайøеãо ìоäуëя воспоëüзуеìся фоpìу-
ëаìи из pазäеëа 4. Поëу÷аеì p7 < 18. Выбиpаеì
p7 = 17. Анаëоãи÷ныì pас÷етоì стpоиì все äеpево
öеëикоì: (5, 7, 8, 9, 11, 13, 17, 73, 659, 16 963). Что-
бы сäеëатü такое устpойство, нужно спpоектиpо-
ватü бëок из øести вы÷исëитеëей (äëя кажäоãо ба-
зовоãо ìоäуëя), и таких бëоков нужно 16. Вот ãäе
pаботает pеãуëяpностü. Заìетиì, ÷то все вы÷исëи-
теëи иìеþт кpайне высокое быстpоäействие (су-
пеppаспаpаëëеëивание) и небоëüøие аппаpатные
затpаты в сиëу ìаëости зна÷ений базовых ìоäуëей.

Pассìотpиì коìбинаöионный у÷асток синхpон-
ной схеìы скаëяpноãо уìножения (pис. 5).

Тактовая ÷астота устpойства напpяìуþ зависит
от äëины кpити÷ескоãо пути на этоì у÷астке, ко-

тоpое соäеpжит тpи опеpаöии: уìножение (Ѕ), сëо-
жение (+) и взятие остатка по ìоäуëþ (%).

Быëо pазpаботано нескоëüко потоковых устpойств
äëя скаëяpноãо уìножения вектоpов. Кажäое ìоäу-
ëяpное устpойство состоит из тpех у÷астков: пpяìое
пpеобpазование из позиöионной систеìы с÷исëения,
основной бëок скаëяpноãо уìножения и обpатное
пpеобpазование из pекуpсивноãо ìоäуëяpноãо пpеä-
ставëения в позиöионное. Тактовая ÷астота опpе-
äеëяется саìыì ìеäëенныì у÷асткоì схеìы. В на-
øеì сëу÷ае этиì у÷асткоì быë бëок скаëяpноãо
уìножения.

Pис. 5. Комбинационный участок скаляpного умножения вектоpов

Taбëиöа 1

Наборы модулей для скалярного умножения
в традиционной и рекурсивной модулярной арифметике

Дëина 
вектора

Разряä-
ностü 

äанных, 
бит

Набор ìоäуëей

Моäуëярная 
арифìетика

Рекурсивная ìоäу-
ëярная арифìетика

512 16 7, 11, 13, 16, 17, 
19, 23, 27, 29, 31

Базовые:
5, 7, 8, 9, 13, 17

Допоëнитеëüные:
31, 181, 709

1024 20 37, 41, 43, 47, 53, 
59, 61, 63, 64

Базовые:
5, 7, 8, 9, 11, 13

Допоëнитеëüные:
17, 73, 659, 16 963

2048 24 5, 7, 17, 31, 61, 
67, 71, 73, 113, 

127, 128

Базовые:
13, 17, 19, 23, 29, 31
Допоëнитеëüные:
199, 2903, 11 497

Taбëиöа 2

Тактовая частота разработанного блока
для разных методов реализации

Дëина 
вектора

Разряä-
ностü 

äанных, 
бит

Тактовая ÷астота, МГö

Позиöион-
ная систеìа 
с÷исëения

Моäу-
ëярная 

арифìе-
тика

Рекурсив-
ная ìоäу-

ëярная 
арифìетика

512 16 409 726 855
1024 20 346 581 986
2048 24 294 537 794

Taбëиöа 3

Площадь комбинационной части разработанного блока 
для разных методов реализации

Дëина 
вектора

Разряä-
ностü 

äанных, 
бит

Пëощаäü коìбинаöионной ÷асти бëо-
ка скаëярноãо уìножения

Позиöион-
ная систеìа 
с÷исëения

Моäуëяр-
ная ариф-

ìетика

Рекурсив-
ная ìоäу-

ëярная 
арифìетика

512 16 3119 3928 11 443
1024 20 5040 5857 22 745
2048 24 6915 6742 26 038
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Оöениваëисü: ìаксиìаëüная тактовая ÷астота и
общая пëощаäü устpойства äëя тpех ìетоäов pас-
÷ета: обы÷ная pеаëизаöия в позиöионной систеìе
с÷исëения, pеаëизаöия в тpаäиöионной ìоäуëяp-
ной аpифìетике и pеаëизаöия в pекуpсивной ìо-
äуëяpной аpифìетике. Pезуëüтаты pас÷етов пpиве-
äены в табë. 1, 2 и 3.

5. Недостатки pекуpсивной модуляpной 
аpифметики и возможности для их нейтpализации

Основные неäостатки пpеäëоженноãо ìетоäа
закëþ÷аþтся в сëеäуþщеì:
� аппаpатная избыто÷ностü;
� усëожнение пpяìоãо и обpатноãо пpеобpазовате-

ëей из позиöионной систеìы с÷исëения (усëож-
няþтся также и äpуãие неìоäуëüные опеpаöии);

� оãpани÷ения на выбоp базисов;
� оãpани÷ение на ÷исëо посëеäоватеëüных опеpа-

öии без обpащения к pекуpсии.
Некотоpые неäостатки pекуpсивной ìоäуëяpной

аpифìетики напpяìуþ сëеäуþт из тоãо факта, ÷то
ìаpøpут вкëþ÷ает в себя опеpаöиþ нахожäения
вы÷ета äовоëüно боëüøих ÷исеë. В тpаäиöионной
ìоäуëяpной аpифìетике обы÷но испоëüзуþтся

тоëüко набоp из ìаëых ìоäуëей иëи ìоäуëей спе-
öиаëüноãо виäа. Пpи äаëüнейøеì pазвитии pекуp-
сивной ìоäуëяpной аpифìетики ìожно испоëüзо-
ватü в ка÷естве ìоäуëей ÷исëа Меpсена [8] и/иëи
÷исëа виäа 2n ± k, äëя котоpых опеpаöия взятия
остатка от äеëения на аппаpатноì уpовне потpеб-
ëяет ìаëо аппаpатных pесуpсов.
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Надежность кластеpных 

вычислительных систем 

с дублиpованными связями 

сеpвеpов и устpойств хpанения

Введение

Высокая наäежностü, отказоустой÷ивостü и пpо-
извоäитеëüностü öентpов обpаботки и хpанения
äанных äостиãается пpи объеäинении их узëов в
кëастеpы. В кëастеpных систеìах консоëиäаöия
устpойств хpанения äостиãается на основе техно-
ëоãии сетей хpанения äанных SAN (Storage Area
Network) [1, 2]. Коììутаöионные узëы сетей хpа-
нения, обеспе÷иваþщие взаиìосвязü узëов, хаpак-
теpизуþтся высокой стоиìостüþ и сëожностüþ,
÷то ìожет отpиöатеëüно вëиятü на эффективностü
и наäежностü кëастеpной систеìы в öеëоì. В связи
с этиì пpи постpоении неäоpоãих кëастеpных сис-
теì в pяäе сëу÷аев öеëесообpазно непосpеäствен-
ное (пpяìое) поäкëþ÷ение устpойств хpанения к
сеpвеpныì (вы÷исëитеëüныì) узëаì на основе аp-
хитектуpы DAS (Directly Attached Storage) [1].

Отказоустой÷ивостü кëастеpов с непосpеäствен-
ной связанностüþ узëов äостиãается пpи pезеpви-
pовании узëов и соеäинений кëастеpа, пpи÷еì äëя
ãаpантиpованной устой÷ивости систеìы, хотя бы к
оäнокpатныì отказаì, все узëы и связи как ìиниìуì
äоëжны äубëиpоватüся. У÷итывая вëияние ваpиант-
ности объеäинения узëов в кëастеp на еãо наäеж-
ностü и пpоизвоäитеëüностü, пpеäставëяет интеpес
иссëеäование ваpиантов äубëиpованноãо поäкëþ÷е-

Пpедложена оценка надежности кластеpов с пpя-

мым подключением устpойств хpанения к дублиpован-

ным сеpвеpам, в котоpых каждый сеpвеp имеет два поp-

та для подключения двухвходовых устpойств хpанения.

Показана существенная зависимость надежности и от-

казоустойчивости pассматpиваемых кластеpов от по-

pядка подключения устpойств хpанения к сеpвеpам.

Ключевые слова: отказоустойчивость, кластеp, на-

дежность, pезеpвиpование, устpойство хpанения, сеpвеp
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ния сеpвеpов к устpойстваì хpа-
нения. Цеëü таких иссëеäований —
обоснование выбоpа ваpиантов,
обеспе÷иваþщих пpи оäинаковых
затpатах на pеаëизаöиþ систеìы
ее боëüøуþ отказоустой÷ивостü,
наäежностü и äоступностü.

Сëожностü пpеäпоëаãаеìых
иссëеäований связана с теì, ÷то в
общеì сëу÷ае ìоäеëи наäежности
pассìатpиваеìых конфиãуpаöий äубëиpованноãо
соеäинения сеpвеpов с устpойстваìи хpанения не
своäятся к паpаëëеëüно-посëеäоватеëüныì ìоäеëяì
[3, 4] и тpебуþт у÷ета коìбинатоpноãо вëияния
pаспоëожения отказавøих узëов и их связей [5—9].

Ваpианты кластеpов с непосpедственным 
подключением сеpвеpов и устpойств хpанения

Pассìотpиì конфиãуpаöии кëастеpных систеì с
непосpеäственныì поäкëþ÷ениеì устpойств хpа-
нения к сеpвеpаì пpиëожений m типов. Буäеì с÷и-
татü, ÷то сеpвеpы кажäоãо типа äубëиpованы, в этоì
сëу÷ае общее ÷исëо сеpвеpов — 2m, общее ÷исëо
устpойств хpанения буäеì также с÷итатü pавныì 2m.
Pассìотpиì стpуктуpы, в котоpых сеpвеpы объеäи-
няþтся в паpы (äубëиpуþтся по функöионаëüной
пpинаäëежности пpиëожений иëи по объеäине-
ниþ обсëуживаеìоãо иìи потока запpосов). Буäеì
с÷итатü, ÷то кажäый сеpвеp иìеет äва поpта (вхоäа)
äëя поäкëþ÷ения устpойств хpанения, а кажäое
устpойство хpанения — äва вхоäа äëя поäкëþ÷ения
сеpвеpов, ÷то äает возìожностü стpоитü pезеpвиpо-
ванные систеìы с отсутствиеì еäиной то÷ки отказа
без испоëüзования коììутатоpов, котоpые в pяäе
сëу÷аев ìоãут вноситü äопоëнитеëüнуþ ненаäеж-
ностü в систеìу.

Пpеäпоëожиì, ÷то усëовие pаботоспособности
кëастеpа закëþ÷ается в испpавности, хотя бы оä-
ноãо сеpвеpа кажäой из m паp, пpи äоступности äëя
сеpвеpов кажäой паpы (кажäоãо типа пpиëожений),
хотя бы оäноãо устpойства хpанения.

Типовой ваpиант S1 кëастеpа с пpяìыì поä-
кëþ÷ениеì устpойств хpанения к äубëиpованныì
сеpвеpаì [1] пpеäставëен на pис. 1, а.

Дëя pассìатpиваеìых ваpиантов стpуктуp кëа-
стеpов кажäый i-й сеpвеp по пеpвой из äвух связей
соеäинен с i-ì устpойствоì хpанения.

Стpуктуpу кëастеpа с у÷етоì втоpой связи каж-
äоãо сеpвеpа охаpактеpизуеì вектоpоì (l, s, r, m),
в котоpоì m — ÷исëо типов сеpвеpов пpиëожений,
r — кpатностü их pезеpвиpования (пpи äубëиpова-
нии r = 2), l — ÷исëо типов сеpвеpов пpиëожения,
объеäиняеìых в ãpуппы, s — сìещение пpи связи
сеpвеpа и устpойства хpанения в ãpуппе. Узëы от-
носятся к pазныì ãpуппаì, есëи ìежäу ниìи нет
ни оäной связи. Чисëо ãpупп опpеäеëяется как m/l.

Pассìатpиваеìые ваpианты кëастеpов фоpìиpу-
þтся по сëеäуþщеìу пpавиëу: в кажäой ãpуппе пеp-

вый сеpвеp поäкëþ÷ен к пеpвоìу вхоäу пеpвоãо и
ко втоpоìу вхоäу s-ãо устpойства хpанения, i-й сеp-
веp поäкëþ÷ен к пеpвоìу вхоäу i-ãо и ко втоpоìу
вхоäу (i + s)-ãо устpойства хpанения; (l – s + 1)-й
сеpвеp поäсоеäинен к пеpвоìу вхоäу (l – s + 1)-ãо
устpойства хpанения и ко втоpоìу вхоäу пеpвоãо
устpойства хpанения, втоpой вхоä посëеäнеãо l-ãо
сеpвеpа ãpуппы поäкëþ÷ен ко втоpоìу выхоäу s-ãо
устpойства хpанения. Конфиãуpаöии S1, S2, S3 на
pис. 1, а—в соответствуþт (l = 1, s = 1, r = 2,
m = 2), (l = 2, s = 1, r = 2, m = 2) и (l = 2, s = 2,
r = 2, m = 2) [10].

Поä÷еpкнеì, ÷то все пpеäставëенные ваpианты
кëастеpов хаpактеpизуþтся оäинаковыìи затpата-
ìи на их постpоение, но позвоëяþт äости÷ü pаз-
ëи÷ной наäежности и отказоустой÷ивости, ÷то и
обусëовëивает актуаëüностü иссëеäования ваpиан-
тов объеäинения узëов в кëастеpы.

Соеäинения сеpвеpов и устpойств хpанения по
втоpой (pезеpвной) связи отобpазиì в виäе поäста-
новки [11], пеpвой стpоке (опеpанäу) котоpой со-
ответствуþт сеpвеpы (пpоноìеpованные от 1 äо 2m),
а втоpой стpоке — связанные с ниìи по pезеpвной
(втоpой) связи устpойства хpанения. Поäстановки,
соответствуþщие пpи m = 2 стpуктуpаì S1, S2, S3,
иìеþт виä:

, , .

Стpуктуpу кëастеpа пpеäставиì ìатpиöей S,
эëеìент котоpой sij = 1, есëи i-й сеpвеp соеäинен
с j-ì устpойствоì хpанения, ина÷е sij = 0 [12].

Матpиöы S, соответствуþщие стpуктуpаì S1,
S2, S3, иìеþт виä:

, , .

Пpи m = 4 на основе стpуктуp S1, S2, S3 возìож-
но фоpìиpование конфиãуpаöий, пpеäставëяеìых
пpи (l = 1, s = 1, r = 2, m = 4), (l = 2, s = 1, r = 2,
m = 4), (l = 2, s = 2, r = 2, m = 4) поäстановкаìи

, , ,

1 2 3 4

2 1 4 3⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1 2 3 4

2 3 4 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1 2 3 4

3 4 1 2⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 2 3 4 5 6 7 8

2 1 4 3 6 5 8 7⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 1 6 7 8 5⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1 2 3 4 5 6 7 8

3 4 1 2 7 8 5 6⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Pис. 1. Ваpианты кластеpов с непосpедственным подключением сеpвеpов и устpойств
хpанения:
а — S1; б — S2; в — S3
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котоpыì соответствуþт ìатpиöы связанности:

, , .

Стpуктуpы (l = 4, s = 1, r = 2, m = 4), (l = 4,
s = 2, r = 2, m = 4) пpеäставиìы сëеäуþщиìи поä-
становкаìи и соответствуþщиìи иì ìатpиöаìи
связанности:

, ,

, .

Пустü äëя функöиониpования систеìы тpебуется
испpавностü хотя бы оäноãо сеpвеpа кажäой паpы
(выäеëенной поä соответствуþщее пpиëожение)
пpи усëовии äоступности äëя неãо хотя бы оäноãо
устpойства хpанения.

Pаботоспособностü конфиãуpаöий S1, S2 и S3
теpяется, есëи отказывает паpа äубëиpованных сеp-
веpов хотя бы оäноãо типа. Поìиìо этоãо систеìа
отказывает пpи отказе äëя S1 äвух, äëя S2 тpех,
а äëя S3 ÷етыpех связанных с кажäой паpой сеpве-
pов (оäнотипных пpиëожений) устpойств хpанения.
Такиì обpазоì, ÷исëо отказов устpойств хpанения,
ãаpантиpованно выäеpживаеìых конфиãуpаöияìи
S1, S2 и S3, pавно соответственно äвуì, тpеì и ÷е-
тыpеì. Сëеäоватеëüно, по отказоустой÷ивости äо-
ìиниpует конфиãуpаöия S3, а наихуäøей явëяется
конфиãуpаöия S1.

Надежность кластеpных конфигуpаций S1 без

учета отказов связей. Оöениì наäежностü pассìат-
pиваеìых ваpиантов постpоения кëастеpных сис-
теì с непосpеäственныì поäкëþ÷ениеì сеpвеpов и
устpойств хpанения.

Дëя конфиãуpаöий S1 (сì. pис. 1, а) пpи тpебо-
вании испpавности хотя бы оäноãо сеpвеpа и оä-
ноãо устpойства хpанения в кажäой из m äубëиpо-

ванных ãpупп веpоятностü безотказной pаботы без
у÷ета наäежности связей оöенивается как

P(t) = {[1 – (1 – p1(t)
2][1 – (1 – p2(t))

2]}m,

p1(t) = ехp(–λ1t), p1(t) = еxp(–λ1t),

ãäе λ1, λ2 — интенсивностü отказов сеpвеpа и уст-
pойства хpанения.

Надежность кластеpных конфигуpаций S1 с уче-
том отказов связей. С у÷етоì ненаäежности соеäи-
нений иìееì

P(t) = {p1(t)
2p2(t)

2[1 – (1 – p3(t))
4] +

+ [2p1(t)(1 – p1(t))p2(t)
2 + 2p2(t)(1 – p2(t))p1(t)

2] Ѕ

Ѕ [1 – (1 – p3(t))
2] + 4p1(t)(1 – p1(t)) Ѕ

Ѕ p2(t)(1 – p2(t))p3(t)}
m,

ãäе p3(t) = ехp(–λ3t), λ3 — интенсивностü отказов
связей.

Надежность кластеpных конфигуpаций S3 без
учета надежности отказов связей. Дëя кëастеpов на
основе конфиãуpаöии S3 (сì. pис. 1 в), веpоят-
ностü безотказной pаботы ãpуппы опpеäеëиì как

P(t) = Pi(t),

ãäе Pi(t) — вepoятностü pаботоспособных состоя-
ний с испpавностüþ i из ÷етыpех сеpвеpов в ãpуппе
(i = 2, 3, 4), пpи i = 1 состояние неpаботоспособ-
но, так как äëя кажäой паpы äоëжен бытü испpавен
хотя бы оäин сеpвеp.

Пpи испpавности четыpех сеpвеpов кëастеp pа-
ботоспособен пpи испpавности хотя бы оäноãо из
÷етыpех устpойств хpанения, поэтоìу

P4(t) = p1(t)
4[1 – (1 – p2(t))

4].

Пpи испpавности тpех сеpвеpов ãpуппа pабото-
способна в сëу÷ае испpавности:

— ÷етыpех иëи ëþбых тpех устpойств хpанения;
— äвух устpойства хpанения, кpоìе сëу÷ая, пpеä-

ставëенноãо на pис. 2, а, коãäа оба испpавных уст-
pойства хpанения поäкëþ÷ены к отказавøеìу
сеpвеpу (÷исëо таких pаботоспособных коìбина-
öий — пятü);

— оäноãо устpойства хpанения, есëи оно не поä-
кëþ÷ено к отказавøеìу сеpвеpу (pис. 2, б), таких
коìбинаöий — äве.

1 1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1 1

1 1 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 1 0 1 1

1 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 1

1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 8 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1 2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8 1 2⎝ ⎠
⎜ ⎟
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1 1 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 1 0 0 1

1 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 1

1 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 1

 
i 2=

4

∑

Pис. 2. Ваpианты отказа тpех сеpвеpов (отказавшие сеpвеpы
затемнены)



30 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 2, 2013

Такиì обpазоì, пpи испpавности тpех из ÷еты-
pех сеpвеpов веpоятностü pаботоспособности сис-
теìы буäет

P3(t) = 4p1(t)
3(1 – p1(t))[p2(t)

4 + 4p2(t)
3(1 – p2(t)) +

+ 5p2(t)
2(1 – p2(t))

2 + 2p2(t)(1 – p2(t))
3].

Пpи испpавности двух сеpвеpов в ãpуппе необхо-
äиìыì усëовиеì ее pаботоспособности явëяется
испpавностü äвух сеpвеpов pазной функöионаëü-
ности (пpинаäëежащих pазныì паpаì сеpвеpов).
Есëи испpавны äва сеpвеpа pазной функöионаëü-
ности и они по всеì связяì поäкëþ÷ены тоëüко к
äвуì устpойстваì хpанения (pис. 3, a), то кëастеp
pаботоспособен пpи испpавности хотя бы оäноãо
из этих устpойств хpанения.

Есëи испpавны äва функöионаëüно pазных сеp-
веpа, вìесте поäкëþ÷енные ко всеì устpойстваì
хpанения (pис. 3, б), то кëастеp pаботоспособен
пpи испpавности хотя бы оäноãо устpойства хpане-
ния, поäкëþ÷енноãо к кажäоìу пеpвоìу испpавно-
ìу сеpвеpу.

Такиì обpазоì, пpи испpавности äвух из ÷еты-
pех сеpвеpов веpоятностü pаботоспособности сис-
теìы без у÷ета наäежности связей опpеäеëяется как

P2(t) = 2p1(t)
2(1 – p1(t))

2[1 – (1 – p2(t))
2] +

+ 2p1(t)
2(1 – p1(t))

2[1 – (1 – p2(t))
2]2 =

= 2p1(t)
2(1 – p1(t))

2[1 – (1 – p2(t))
2] Ѕ

Ѕ (1 + [1 – (1 – p2(t))
2]).

Надежность кластеpных конфи-
гуpаций S3 с учетом отказов связей.
Опpеäеëиì веpоятностü безотказ-
ной pаботы конфиãуpаöии S3 по
pис. 1, в с у÷етоì наäежности со-
еäинений. Pас÷ет пpовеäеì, выäе-
ëяя состояния с испpавностüþ i
из ÷етыpех сеpвеpов (i = 4, 3, 2) с
у÷етоì тоãо, ÷то äëя кажäой паpы
сеpвеpов, хотя бы оäин испpав-
ный сеpвеp äоëжен бытü поäкëþ-
÷ен хотя бы к оäноìу устpойству
хpанения (пpи i = 1 кëастеp не pа-
ботоспособен).

Пpи испpавности всех четыpех
сеpвеpов в сëу÷ае отказа оäноãо

устpойства хpанения теpяется оäна из связей с сеpве-
pаìи кажäой паpы оäновpеìенно. Такиì обpазоì,
пpи испpавности i = 4, 3, 2, 1 устpойств хpанения кëа-
стеp pаботоспособен пpи испpавности хотя бы оäной
из i связей пеpвой и втоpой паpы сеpвеpов, т. е.

P4(t) = p1(t)
4[p2(t)

4[1 – (1 – p3(t))
4]2 + 4p2(t)

3 Ѕ

Ѕ (1 – p2(t))[1 – (1 – p3(t))
3]2 + 6p2(t)

2(1 – p2(t))
2 Ѕ

Ѕ [1 – (1 – p3(t))
2]2 + 4p2(t)(1 – p2(t))

3p3(t)
2].

Пpи испpавности тpех из четыpех сеpвеpов ве-
pоятностü безотказной pаботы конфиãуpаöии S3

P3(t) = 4p1(t)
3(1 – p1(t)) P3i(t),

ãäе P3i(t) — веpоятностü pаботоспособности кëа-
стеpа пpи испpавности тpех сеpвеpов и i устpойств
хpанения (i = 4, 3, ..., 1).

У÷итывая инваpиантностü наäежности к ìесту
pаспоëожения еäинственноãо отказавøеãо сеpвеpа,
буäеì с÷итатü, ÷то он пpинаäëежит втоpой паpе.

Пpи испpавности всех четыpех устpойств хpанения
и тpех из ÷етыpех сеpвеpов связанностü хотя бы оä-
ноãо из äвух испpавных сеpвеpов пеpвой паpы с
устpойстваìи хpанения обеспе÷ивается пpи испpав-
ности хотя бы оäной из ÷етыpех связей, а äëя ис-
пpавноãо сеpвеpа втоpой паpы связанностü поääеp-
живается пpи испpавности хотя бы оäной из äвух
еãо связей.

Такиì обpазоì, пpи испpавности тpех сеpвеpов
веpоятностü pаботоспособности кëастеpа pавна

P34(t) = [p2(t)
4[1 – (1 – p3(t))

4][1 – (1 – p3(t))
2].

Пpи испpавности тpех из четыpех устpойств
хpанения и тpех из ÷етыpех сеpвеpов выäеëиì сëу÷аи,
коãäа отказывает устpойство хpанения ëибо связан-
ное (pис. 4, а), ëибо не связанное (pис. 4, б) с от-
казавøиì сеpвеpоì. В обоих сëу÷аях (pис 4, а, б)
связанностü хотя бы оäноãо сеpвеpа пеpвой паpы
хотя бы с оäниì устpойствоì хpанения обеспе÷ива-
ется пpи испpавности хотя бы оäной из тpех связей.

Pис. 3. Ваpианты отказа двух сеpвеpов (отказавшие сеpвеpы
затемнены)

i 1=

4

∑

Pис. 4. Состояния кластеpа пpи испpавности тpех сеpвеpов в случае pаботоспособности
одного (а, б), двух (в, г, д) и тpех устpойств хpанения (е)
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Связанностü еäинственноãо испpавноãо сеpвеpа
втоpой паpы хотя бы с оäниì устpойствоì хpане-
ния äëя стpуктуpы, показанной на pис. 4, а и б,
pеаëизуеìа, соответственно, пpи сохpанении:

— хотя бы оäной из äвух еãо связей с испpав-
ныìи устpойстваìи хpанения;

— еäинственной еãо связи с pаботоспособныì
устpойствоì хpанения.

Такиì обpазоì, веpоятностü безотказности стpук-
туpы S3 пpи испpавности тpех сеpвеpов и тpех из
÷етыpех устpойств хpанения буäет

P33(t) = 2p2(t)
3(1 – p2(t))[1 – (1 – p3(t))

3] Ѕ

Ѕ [1 – (1 – p3(t))
2] + 2p2(t)

3(1 – p2(t)) Ѕ

Ѕ [1 – (1 – p3(t))
3]p3(t) = 2p2(t)

3(1 – p2(t)) Ѕ

Ѕ [1 – (1 – p3(t))
3][[1 – (1 – p3(t))

2] + p3(t)].

Пpи испpавности двух из четыpех устpойств хpа-
нения и усëовии испpавности тpех из ÷етыpех сеp-
веpов выäеëиì pаботоспособные состояния, пpи ко-
тоpых к отказавøеìу сеpвеpу поäкëþ÷ены:

— оба отказавøих устpойства хpанения (pис. 4, в);
— оäно из äвух отказавøих устpойств хpанения

(pис. 4, г).
Состояние, äëя котоpоãо (pис. 4, д) к еäинст-

венноìу испpавноìу сеpвеpу втоpой паpы поäкëþ-
÷ена паpа неиспpавных устpойств хpанения, неpа-

ботоспособно. Из = 6 возìожных коìбинаöий

отказа äвух из ÷етыpех устpойств хpанения, оäна
соответствует pис. 4, в, а ÷етыpе — pис. 4, г. Оäна
коìбинаöия с отказоì äвух устpойств хpанения,
соответствуþщая pис. 2, а, неpаботоспособна.

Дëя стpуктуpы, показанной на pис. 4, в, иìеется
по оäноìу испpавноìу сеpвеpу кажäой паpы, поä-
кëþ÷енноìу к общей паpе испpавных устpойств
хpанения. Связанностü кажäоãо из äвух pаботоспо-
собных сеpвеpов обеспе÷ивается пpи испpавности
хотя бы оäной из äвух еãо связей с функöиониpуþ-
щиìи устpойстваìи хpанения, а веpоятностü свя-
занности обоих pаботоспособных сеpвеpов pавна
[1 – (1 – p3(t))

2]2.
Дëя стpуктуpы, показанной на pис. 4, г, äëя пеp-

вой паpы сеpвеpов связанностü хотя бы с оäниì из
испpавных устpойств хpанения сохpаняется пpи
pаботоспособности хотя бы оäной из äвух связей,
а äëя испpавноãо сеpвеpа втоpой паpы — пpи испpав-
ности еäинственной связи с испpавныì устpойствоì
хpанения. Такиì обpазоì, веpоятностü связанно-
сти обеих паp сеpвеpов pавна 4[1 – (1 – p3(t))

2]p3(t).
Пpи испpавности тpех сеpвеpов и тpех уст-

pойств хpанения веpоятностü безотказной pаботы
кëастеpа вы÷исëяется как

P32(t) = p2(t)
2(1 – p2(t))

2[[1 – (1 – p3(t))
2]2 +

+ 4[1 – (1 – p3(t))
2]p3(t)] = p2(t)

2(1 – p2(t))
2 Ѕ

Ѕ [1 – (1 – p3(t))
2]{[1 – (1 – p3(t))

2] + 4p3(t)}.

Пpи испpавности одного из четыpех устpойств
хpанения и тpех из ÷етыpех сеpвеpов кëастеp pабо-
тоспособен, коãäа испpавное устpойство хpанения
поäкëþ÷ено к паpе испpавных сеpвеpов (pис. 4, е),
такиì обpазоì P31(t) = 2p2(t)(1 – p2(t))

3p3(t)
2.

Испpавность двух из четыpех сеpвеpов. Дëя pа-
ботоспособных состояний в кажäой паpе pезеpви-
pованных сеpвеpов äоëжен бытü оäин испpавный
сеpвеp. Из общеãо ÷исëа = 6 коìбинаöий с отка-
зоì äвух сеpвеpов иìеþтся по äве pаботоспособные
коìбинаöии, пpеäставëяеìые pис. 5, а и б. Дëя äвух
pаботоспособных состояний (pис 5, а) тpебуется,
÷тобы кажäый сеpвеp быë поäкëþ÷ен по испpавной
связи хотя бы к оäноìу не отказавøеìу устpойству
хpанения. Дëя äвух pаботоспособных состояний
(pис. 5, б) äва устpойства хpанения, поäкëþ÷енные
к паpе неpаботоспособных сеpвеpов, не äоступны
äëя вы÷исëитеëüноãо пpоöесса (отìе÷ены øтpихо-
вой ëинией). Пpи испpавности äвух устpойств хpа-
нения, поäкëþ÷енных к испpавныì сеpвеpаì, äëя
кажäоãо из них (pис. 5, б) тpебуется испpавностü
хотя бы оäной связи с устpойстваìи хpанения. Пpи
испpавности оäноãо из устpойства хpанения необ-
хоäиìа еãо связанностü с обоиìи испpавныìи сеp-
веpаìи. Такиì обpазоì, пpи отказе äвух сеpвеpов
кëастеp pаботоспособен с веpоятностüþ

P2(t) = 2p1(t)
2(1 – p1(t))

2{[1 – (1 – p2(t)p3(t))
2] +

+ p2(t)
2[1 – (1 – p3(t))

2]2 + 2p2(t)(1 – p2(t))p3(t)
2}.

Пpимеpы оценки надежности

Pезуëüтаты pас÷ета веpоятностей безотказной
pаботы P(t) конфиãуpаöий S1 и S3 пpеäставëены на
pис. 6, а, б äëя вpеìени pаботы систеìы соответ-
ственно äо 500 ÷ и äо 100 ÷. Pас÷еты пpовеäены пpи
p1(t) = exp(–λ1t), p2(t) = exp(–λ2t), p3(t) = exp(–λ3t)
и λ1 = 10–3 ÷–1, λ2 = 2•10–3 ÷–1, λ1 = 0,5•10–3 ÷–1.

На pис. 6 кpивые 1 и 2 соответствуþт оöенке
P(k) конфиãуpаöий S3 без у÷ета и с у÷етоì нена-
äежности связей, кpивые 3 и 4 пpеäставëяþт ука-
занные зависиìости äëя конфиãуpаöии S1. Кpи-
вые 5 пpеäставëяþт pазниöу наäежности конфиãу-
pаöий S3 и S1 пpи ее pас÷ете с у÷етоì наäежности
связей. Кpивые 6, 7 отpажаþт pазниöу веpоятно-
стей безотказной pаботы, pасс÷итываеìых с у÷етоì
и без у÷ета ненаäежности связей соответственно
äëя конфиãуpаöий S3 и S1.

C4
2

C4
2

Pис. 5. Pаботоспособные ваpианты пpи испpавности двух из че-
тыpех сеpвеpов кластеpной гpуппы
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Пpовеäенные pас÷еты поäтвеpжäаþт существен-
нуþ зависиìостü наäежности кëастеpов с пpяìыì
поäкëþ÷ениеì устpойств хpанения к сеpвеpаì пpи-
ëожений от поpяäка этоãо поäкëþ÷ения пpи явноì
пpеиìуществе конфиãуpаöий S3. Pас÷еты показы-
ваþт необхоäиìостü у÷ета вëияния связей на на-
äежностü кëастеpа.

Заключение

Пpеäëожена оöенка наäежности кëастеpов с пpя-
ìыì поäкëþ÷ениеì устpойств хpанения к äубëи-
pованныì сеpвеpаì, иìеþщих äва поpта (вхоäа) äëя
поäкëþ÷ения äвухвхоäовых устpойств хpанения.

Пpеäëоженная оöенка наäежности у÷итывает
коìбинатоpное вëияние pаспоëожения отказавøих
узëов и их связей на наäежностü кëастеpа.

Показана существенная зависиìостü наäежности
и отказоустой÷ивости pассìатpиваеìых кëастеpов
от ваpиантов поäкëþ÷ения устpойств хpанения к
сеpвеpаì, äëя котоpых пpи оäинаковых затpатах на
постpоение кëастеpа уäается äости÷ü pазëи÷ноãо
уpовня еãо наäежности.

Показано пpеиìущество по наäежности конфи-
ãуpаöий с ìаксиìаëüныì ÷исëоì устpойств хpане-
ния, поäкëþ÷аеìых к кажäой паpе äубëиpованных
сеpвеpов.

Поëу÷енные pезуëüтаты ìоãут бытü испоëüзованы
пpи выбоpе высоконаäежных отказоустой÷ивых
конфиãуpаöий кëастеpов с пpяìыì поäкëþ÷ениеì
устpойств хpанения к pезеpвиpованныì сеpвеpаì.
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Символьный анализ в диалоговом 
pаспаpаллеливании пpогpамм

Введение

Актуаëüностü äанной pаботы вызвана pастущиì
ìноãообpазиеì вы÷исëитеëüных аpхитектуp, кото-
pое веäет к обостpениþ пpобëеìы пеpеносиìости
эффективноãо пpоãpаììноãо обеспе÷ения. В ÷аст-
ности, все важнее становится вопpос pаспаpаëëе-
ëивания — пеpеноса посëеäоватеëüной пpоãpаììы
на паpаëëеëüнуþ аpхитектуpу. Этот ÷астный сëу÷ай
явëяется кëþ÷оì к созäаниþ пеpеносиìых пpоãpаìì
(на уpовне исхоäноãо коäа): пеpеносиìая пpоãpаììа
äоëжна äопускатü автоìати÷еский иëи поëуавто-
ìати÷еский анаëиз и пpеобpазования коìпиëи-
pуþщей систеìой. Вìесте с теì коìпиëиpуþщие
систеìы äоëжны стpеìитüся к pасøиpениþ кëасса
оптиìизиpуеìых пpоãpаìì.

До неäавнеãо вpеìени, коãäа пpоöессоpы быëи
посëеäоватеëüныìи, пpобëеìа пеpеносиìости pе-
øаëасü поääеpжкой систеìы коìанä х86, в кото-
pуþ отобpажаëисü высокоуpовневые пpоãpаììы, и
из котоpой ãенеpиpоваëся коä на аpхитектуpы пpо-
öессоpов. Но х86 сëожно пеpеноситü на pазëи÷ные
виäы паpаëëеëизìа и коììуникаöий [1, 2]. То же
саìое относится и к внутpенниì пpеäставëенияì,
бëизкиì к этой систеìе коìанä. Усëожнение аpхи-

тектуp, в ÷астности буpное pазвитие паpаëëеëüных
аpхитектуp, пpивоäит к необхоäиìости поäнятü
уpовенü пpоìежуто÷ноãо пpеäставëения коìпиëя-
тоpов. Поäнятие уpовня внутpеннеãо пpеäставëения,
необхоäиìое äëя пеpеносиìости, вëе÷ет увеëи÷е-
ние наãpузки на бëок оптиìизаöии коìпиëятоpов.

Возìожности автоìати÷ескоãо pаспаpаëëеëива-
ния иìеþт некотоpые теоpети÷ески непpеоäоëиìые
ãpаниöы. Гëавное сpеäство автоìатизаöии пpеоб-
pазования пpоãpаìì — автоìати÷еский анаëиз за-
висиìостей по äанныì. В кëасси÷еских языках
(Фоpтpан, Си и т. п.) автоìати÷ескоìу анаëизу ìо-
жет ìеøатü отсутствие инфоpìаöии о äиапазонах
äанных. В статüе пpивоäится пpиìеp коäа, кото-
pый пpоãpаììист ìожет pаспаpаëëеëитü вpу÷нуþ,
поскоëüку знает, ÷то эëеìенты еãо ìатpиöы неот-
pиöатеëüны, а коìпиëятоp не ìожет pаспаpаëëе-
ëитü, поскоëüку об эëеìентах ìатpиöы знает тоëüко
то, ÷то они öеëоãо типа. От вставки автоìати÷е-
ской äинаìи÷еской пpовеpки äиапазонов вхоäных
äанных пpоãpаììа ìожет потеpятü эффективностü.
Есëи ввести в язык обязатеëüное описание äиапазо-
нов äанных, то пpоãpаììисту пpиäется выпоëнятü
ìноãо ненужной pаботы — веäü äаëеко не всеãäа
знание äиапазона äанных пеpеìенной ìожет по-
ìо÷ü оптиìизаöии. Наì виäится pазpеøение пpо-
бëеìы в äиаëоãовой коìпиëяöии: систеìа пpосит
уто÷нитü äиапазоны тоëüко äëя тех пеpеìенных,
зависиìостü по котоpыì вëияет на оптиìизаöиþ
пpоãpаììы. Вопpосы фоpìиpуþтся на основании
сиìвоëüноãо анаëиза.

Пpеäëаãаеìый в äанной pаботе поäхоä обещает
pасøиpитü ìножество pаспаpаëëеëиваеìых пpо-
ãpаìì. Но, pазуìеется, поëностüþ пpобëеìа эф-
фективной пеpеносиìости пpоãpаìì pеøена не
буäет, поскоëüку во ìноãих сëу÷аях пpи пеpехоäе к
новой аpхитектуpе необхоäиìа непосиëüная коìпи-
ëятоpаì сìена аëãоpитìа pеøения заäа÷и. Сëеäует
отìетитü, ÷то поäобная ситуаöия набëþäаëасü и
pанее: напpиìеp, появëение кэø-паìяти пpивеëо
к появëениþ бëо÷ных аëãоpитìов [3].

В äанной статüе описывается äиаëоãовое уто÷-
нение инфоpìаöионных зависиìостей ìежäу вхо-
жäенияìи пеpеìенных пpоãpаììы в оптиìизи-
pуþщей pаспаpаëëеëиваþщей систеìе [4]. Pанее
такое уто÷нение выпоëняëосü äëя вхожäений, ëе-
жащих в оäноì ëинейноì у÷астке пpоãpаììы [5].
В äанной pаботе pассìатpиваеìые вхожäения ìо-
ãут пpинаäëежатü pазныì веткаì усëовных опеpа-
тоpов. Дëя кажäоãо вхожäения при сиìвоëüноì
анаëизе вы÷исëяется пpеäикат, котоpый опpеäеëяет
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усëовие обpащения к этоìу пpеäикату пpоãpаììы.
На основе этих пpеäикатов фоpìиpуется вопpос
поëüзоватеëþ систеìы.

Символьный анализ пpогpамм в компилятоpе

Зна÷ения боëüøей ÷асти выpажений в тексте пpо-
ãpаììы на этапе коìпиëяöии неизвестны. Дëя ста-
ти÷ескоãо анаëиза иноãäа испоëüзуется постpое-
ние соответствия ìежäу зна÷енияìи выpажений в
тексте пpоãpаììы и абстpактныìи выpаженияìи
спеöиаëüной ìатеìати÷еской ìоäеëи. Такой ана-
ëиз называþт сиìвоëüныì [6].

Пустü коìпиëятоp в öеëях уто÷нения наëи÷ия
инфоpìаöионной зависиìости äоëжен установитü
отноøения ìежäу выpаженияìи языка С "x*x +
у*у" и "(х + у)*(х – у)", ãäе х, у — öеëо÷исëен-
ные пеpеìенные. Сиìвоëüный анаëиз ставит этиì
выpаженияì в соответствие паpу абстpактных вы-
pажений "ха^2 + уа^2" и "(хb + yb)(xb – yb)",
ãäе х, у пpинаäëежат Z, и а, b — контекст употpеб-
ëения пеpеìенной. Есëи окажется, ÷то контексты
а и b совпаäаþт (пеpеìенные х и у в пеpвоì вы-
pажении иìеþт то же саìое зна÷ение, ÷то и во вто-
pоì), то с поìощüþ анаëиза буäут пеpеìножены
суììы в скобках, установëено pавенство äвух аб-
стpактных выpажений. С у÷етоì опpеäеëенных äо-
пущений это буäет озна÷атü pавенство исхоäных
выpажений языка С.

С поìощüþ сиìвоëüноãо анаëиза, пpеäëаãаеìоãо
в pаботе [6], пpеäназна÷енноãо äëя pаспаpаëëеëи-
вания и ìожно pеøатü сëеäуþщие заäа÷и: сиìвоëü-
ное пpотяãивание констант; обобщенная поäста-
новка инäуктивных пеpеìенных; поäстановка впе-
pеä (в тоì ÷исëе и ìежпpоöеäуpная); опpеäеëение
инваpиантов öикëа и стати÷еская пpофиëиpовка.

В pаботе [7] ввоäится аëãебpа обpащений к эëе-
ìентаì ìассивов и соответствуþщий сиìвоëüный
анаëиз. В äаëüнейøеì в pаботе [8] быë испоëüзован
этот анаëиз äëя постpоения SSA-фоpìы äëя ìас-
сивов и посëеäуþщеãо pаспаpаëëеëивания.

Гpуппа, pаботаþщая наä пpототипоì коìпиëя-
тоpа PROMIS [9], испоëüзоваëа сиìвоëüный анаëиз
äëя уäаëения ìеpтвоãо коäа с öеëüþ оптиìизиpо-
ватü тpансëяöиþ байт-коäа JAVA в ìаøинный.

Сиìвоëüный анаëиз, пpеäставëенный в äанной
pаботе, пpеäназна÷ен äëя фоpìиpования вопpосов
поëüзоватеëþ в пpоöессе pаботы äиаëоãовоãо pас-
паpаëëеëиватеëя.

Пpименение символьного анализа
для анализа инфоpмационных зависимостей

Говоpят, ÷то ìежäу вхожäенияìи пеpеìенной в
пpоãpаììе существует инфоpìаöионная зависи-
ìостü, есëи выпоëняþтся сëеäуþщие усëовия [10]:

1) оба вхожäения обpащаþтся к оäной и той же
я÷ейке паìяти;

2) существует испоëниìый путü на ãpафе потока
упpавëения [10] ìежäу äанныìи вхожäенияìи.

В наøей pаботе сиìвоëüный анаëиз пpиìенен äëя
тоãо, ÷тобы показатü, ÷то ìежäу вхожäенияìи невоз-
ìожна пеpеäа÷а упpавëения, и сëеäоватеëüно, инфоp-
ìаöионная зависиìостü ìежäу ниìи невозìожна.

Назовеì пpеäикатоì путей из веpøины А в веp-
øину В на ãpафе потока упpавëения набоp усëо-
вий, котоpые äоëжны бытü выпоëнены, ÷тобы
упpавëение пеpеøëо из А в В. Дëя тоãо ÷тобы су-
ществоваë испоëниìый путü на ãpафе потока
упpавëения ìежäу А и В, необхоäиìо, ÷тобы поток
упpавëения пpоøеë сна÷аëа ÷еpез А и посëе этоãо
попаë в В. То естü необхоäиìо, ÷тобы выпоëниëся
пpеäикат путей от истока ãpафа потока упpавëения
(т. е. от на÷аëа пpоãpаììы иëи поäпpоãpаììы) äо А
и пpеäикат путей из А в В. Сиìвоëüный анаëиз по-
звоëяет äëя паpы вхожäений (А, В) найти такие
пpеäикаты и составитü усëовие, пpи котоpоì воз-
ìожна пеpеäа÷а упpавëения от А к В. Кpоìе тоãо,
сиìвоëüный анаëиз ÷асто позвоëяет упpоститü по-
ëу÷енное выpажение и опpеäеëитü, явëяется ëи
оно тожäествоì иëи нет.

Пpимеp 1.

for(i = 0; i < 10; i ++)

X[i] = X[i – 1];

Зäесü усëовие существования зависиìости ìе-
жäу вхожäенияìи ìассива X явëяется тожäествен-
но истинныì.

Конеö пpиìеpа.

Пpимеp 2.

for(i = 15; i < 20; i++)

X[i] = X[i – N];

Зäесü зависиìостü ìежäу вхожäенияìи ìассива
X явëяется усëовной, так как существует, тоëüко
есëи N пpиниìает зна÷ения из интеpваëа (–5, 5).

Конеö пpиìеpа.

Пpимеp 3.

for(i = 0; i < 10; i++)

if (х*х*х + у*у*у == z*z*z)

X[i] = X[i – 1];

ãäе х, у, z — öеëые ÷исëа. Соãëасно теоpеìе Феpìа
[11], пpеäикат в усëовноì опеpатоpе явëяется тож-
äественно ëожныì. Оäнако äоказатеëüство теоpеìы
Феpìа выхоäит äаëеко за пpеäеëы возìожностей
ëþбоãо совpеìенноãо автоìати÷ескоãо анаëиза.
Поэтоìу на сеãоäняøний äенü автоìати÷еский
анаëиз не сìожет опpеäеëитü тожäественнуþ ëож-
ностü äанноãо усëовия.

Конеö пpиìеpа.

Пpимеp 4.

for(i = 1; i < n; i ++)

for(j = 0; j < n; j++)

{

if(A[i][j] = = 0)

A[i] [j] = A[i – 1] [j];

}
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Пустü тpебуется pаспаpаëëеëитü öикë по i. Дëя
этоãо необхоäиìо äоказатü, ÷то итеpаöии этоãо
öикëа ìожно выпоëнятü независиìо. То естü, ÷то
öикëи÷ески поpожäенной зависиìости ìежäу вхо-
жäенияìи ìассива А на вхоäных äанных не суще-
ствует [10]. Это веpно, коãäа во вхоäноì ìассиве А
нет нуëевых эëеìентов.

Конеö пpиìеpа.

Символьный анализ в диалоге

Матеìати÷еский аппаpат существуþщих аëãо-
pитìов сиìвоëüноãо анаëиза способен установитü
ëиøü о÷енü пpостые свойства пpоãpаììы. Кpоìе
тоãо, зна÷ения ìноãих пеpеìенных неизвестны на
этапе коìпиëяöии, так как они с÷итываþтся из
файëов. Поэтоìу в боëüøинстве сëу÷аев усëовия
существования зависиìости кëассифиöиpуþтся как
не явëяþщиеся тожäественныìи. В äиаëоãовоì pе-
жиìе, оäнако, естü возìожностü заäатü вопpос
пpоãpаììисту, ÷то позвоëяет иноãäа уто÷нитü pе-
зуëüтаты автоìати÷ескоãо анаëиза и избавитüся от
некотоpых зависиìостей.

Напpиìеp, äëя уто÷нения зависиìостей фpаã-
ìента из пpиìеpа 2 ìожно заäатü поëüзоватеëþ во-
пpос: "Пpавäа ëи ÷то в äанноì фpаãìенте всеãäа вы-
поëняется –5 < N < 5?". Дëя пpиìеpа 3 вопpос буäет
зву÷атü так: "Пpавäа ëи ÷то в äанноì фpаãìенте
всеãäа выпоëняется х*х*х + у*у*у == z*z*z äëя
всех äопустиìых зна÷ений пеpеìенных?".

Диаëоãовый анаëиз зависиìостей äоëжен заäа-
ватü поëüзоватеëþ как ìожно ìенüøе вопpосов, и
заäаватü их в наскоëüко возìожно уäобной äëя
поëüзоватеëя фоpìе. Из этоãо сëеäует нескоëüко
важных пpинöипов pаботы äиаëоãовоãо pаспаpаë-
ëеëиватеëя. Во-пеpвых, пеpеä теì как спpаøиватü
поëüзоватеëя о ÷еì-то сëеäует сна÷аëа
попpобоватü пpовести автоìати÷еский
анаëиз. Во-втоpых, заäаватü вопpос о
существовании зависиìости нужно
тоëüко в тоì сëу÷ае, коãäа ответ ìожет
способствоватü оптиìизаöии. Может
бытü так, ÷то в öикëе кpоìе неясной
зависиìости естü и äpуãие пpепятствуþ-
щие pаспаpаëëеëиваниþ зависиìости,
котоpые сиìвоëüный анаëиз уäаëитü
не ìожет. Тоãäа уäаëение усëовной за-
висиìости никак не поìожет pаспа-
pаëëеëитü öикë, а зна÷ит, и нет сìысëа
заäаватü вопpос о ней. В-тpетüих, во-
пpос заäаватü наäо так, ÷тобы поëüзо-
ватеëü ìоã понятü и ответитü.

Pеализация символьного анализа 
в ДВОP

Описанный анаëиз pеаëизован в pаì-
ках пpоекта "Диаëоãовый высокоуpов-
невый оптиìизиpуþщий pаспаpаëëе-
ëиватеëü" (ДВОP). Pассìотpиì pаботу

сиìвоëüноãо анаëизатоpа ДВОP на пpиìеpе аëãо-
pитìа Фëойäа—Уоpøеëëа, яäpо котоpоãо пpивеäено
в сëеäуþщеì пpиìеpе.

Пpимеp 5. Фpаãìент pеаëизаöии аëãоpитìа
Фëойäа—Уоpøеëëа:

for (int k = 0; k < n; k++)

for (int i = 0; i < n; i++)

for (int j = 0; j < n; j++)

if (d[i][j] > d[i][k] + d[k][j])

d[i][j] = d[i][k] + d[k][j];

Конеö пpиìеpа.

Возìожности паpаëëеëüноãо выпоëнения этоãо
аëãоpитìа описаны в pаботах [12], [13]. Эти паpаë-
ëеëüные pеаëизаöии коppектны тоëüко пpи неотpи-
öатеëüной вхоäной ìатpиöе сìежностей (это буäет
показано äаëüнейøиì анаëизоì).

Систеìа ДВОP во вpеìя анаëиза автоìати÷ески
опpеäеëит, ÷то äëя pаспаpаëëеëивания оäноãо из
öикëов äанноãо ãнезäа необхоäиìо пpеäоставëе-
ние поëüзоватеëеì äопоëнитеëüной инфоpìаöии.

Дëя выпоëнения анаëиза необхоäиìо pазобpатü
пpоãpаììу во внутpеннее пpеäставëение ДВОP,
а затеì нажатü кнопку "Analyse". Пpи пеpвона÷аëü-
ноì анаëизе на вкëаäке "Issues" ìожно увиäетü, ÷то
ни оäин из öикëов äанноãо ãнезäа не pаспаpаëëе-
ëивается всëеäствие наëи÷ия зависиìостей.

Откpыв окно "Solutions" (сì. pисунок), ìожно
увиäетü, ÷то в pезуëüтате анаëиза быëи сфоpìиpо-
ваны äва вопpоса к поëüзоватеëþ. Pассìотpиì äëя
пpиìеpа пеpвый из них:

"What is possible to tell about expression!
(((k < 10 && k < 10) && j < 10) &&

d[k] [j] > d[k] [k] + d[k] [j])

at all admissible values of variables?".

Экpанная фоpма ДВОP со списком вопpосов пользователю, сгенеpиpованных пpи
анализе пpогpаммы, pеализующей алгоpитм Флойда
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Как виäно, вопpос соäеpжит пpеäикат, состоя-
щий из äвух ÷астей. Пеpвая ÷астü — усëовие äëя
с÷ет÷иков öикëов, втоpая — оãpани÷ения на эëе-
ìенты ìассива d. Из заãоëовков öикëов виäно, ÷то
усëовие äëя с÷ет÷иков öикëов всеãäа истинно
внутpи ãнезäа. Пpивеäя поäобные сëаãаеìые в оã-
pани÷ениях на эëеìенты ìассива, поëу÷аеì

"0 > d[k] [k]".

Есëи ìассив d — это ìатpиöа весов ãpафа, о ко-
тоpых известно, ÷то они неотpиöатеëüны, то äан-
ный пpеäикат всеãäа ëожен. Отìетиì, ÷то äанная
инфоpìаöия известна пpоãpаììисту, но в коäе
пpоãpаììы в явноì виäе не соäеpжится, и поэтоìу
без у÷астия поëüзоватеëя коìпиëятоp не ìожет оп-
pеäеëитü еãо истинностü. Поëüзоватеëü ввоäит от-
pиöатеëüный ответ на вопpос систеìы.

Необхоäиìо отìетитü, ÷то пpеäикат, соäеpжа-
щийся в вопpосе, вы÷исëяется автоìати÷ески, по-
этоìу он не всеãäа иìеет уäобо÷итаеìый виä. Но
pеаëизовав сеpиþ упpощаþщих пpеобpазований,
ìожно пpивести еãо к виäу "d[k][k]>= 0".

Посëе ответа на пеpвый вопpос необхоäиìо по-
втоpно пpоанаëизиpоватü пpоãpаììу, ÷тобы новое
знание быëо у÷тено. Нажав кнопку "Analyse", в окне
"Solutions", поëу÷иì новый вопpос: "The loop can be
executed in parallel. Do you want to parallelize it with
OpenMP?". Это зна÷ит, ÷то анаëизатоp pаспаpаë-
ëеëиваеìости öикëов на основе ввеäенной инфоp-
ìаöии опpеäеëиë, ÷то итеpаöии öикëа по i ìожно
выпоëнятü паpаëëеëüно. В сëу÷ае ответа "Yes" пpи
ãенеpаöии коäа этот öикë буäет поìе÷ен пpаãìой
ОpепМP и буäет выпоëнятüся паpаëëеëüно.

Алгоpитм символьного анализа
для диалогового pаспаpаллеливания

На вхоä аëãоpитìу сиìвоëüноãо анаëиза поäается
зависиìостü в виäе паpы вхожäений (А, В), а также
äопоëнитеëüные хаpактеpистики этой зависиìости
(öикëи÷еская поpожäенностü, антизависиìостü, ...).

Анаëиз стpоит все возìожные пути из В в А на
инвеpтиpованноì ãpафе потока упpавëения. Чтобы
поток упpавëения пpоøеë от А к В, еìу необхоäиìо
пpойти по оäноìу из путей и на этоì пути äоëжны
бытü выпоëнены все усëовия ветвëения. Дëя кажäоãо
пути стpоится пpеäикат, собpанный из всех усëовий
ветвëения на этоì пути, объеäиненных опеpатоpоì
конъþнкöии. Посëе этоãо все пpеäикаты путей
объеäиняþт с поìощüþ опеpатоpа äизъþнкöии.

В пpиìеpе 4 всеãо оäин путü в ãpафе потока
упpавëения от вхожäения а[i][j] к вхожäениþ
а[i – 1][j]). Этот путü пpохоäит ÷еpез заãоëовки
äвух öикëов и усëовный опеpатоp. На этоì пути
тpи усëовия, из котоpых констpуиpуется пpеäикат
((i < 10 & & j < 10) & & j < 10) && А [i]

[j] == 0.

Посëе составëения пpеäиката, он анаëизиpуется
и упpощается. В пpиìеpе 5 пpи анаëизе öикëи÷ески

поpожäенной зависиìости ìежäу вхожäенияìи
d[i][j] и d[k][j] вы÷исëяется усëовие существо-
вания такой зависиìости: "i = k". Выпоëнив поä-
становку i = k в выpажение "d[i][j] > d[i][k] +
d[k][j]", поëу÷иì "d[k][j] > d[k][k] +

d[k][j])". Посëе упpощения поëу÷иì "d[k]

[k] < 0". Поëу÷енное выpажение озна÷ает усëо-
вие, пpи котоpоì зависиìостü существует. В äиаëоã
поëüзоватеëþ напpавëяется вопpос: веpно ëи отpи-
öание этоãо выpажения? В сëу÷ае поëожитеëüноãо
ответа анаëизиpуеìуþ зависиìостü ìожно с÷итатü
несуществуþщей.

Pазpаботка äиаëоãа äëя уто÷нения инфоpìаöи-
онных зависиìостей выпоëнена P. И. Моpыëевыì,
сиìвоëüный анаëиз pазpаботан В. Н. Шаповаëо-
выì, постановка заäа÷и Б. Я. Штейнбеpãа.

Pабота поддеpжана ФЦП "Научные и научно-
педагогические кадpы инновационной Pоссии",
ГК № 14.740.11.0006 от 1 сентябpя 2010.
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О pазвитии сpеды 
виpтуального pабочего стола

Введение

Коìпüþтеpы (ПК и ЭВМ) явëяþтся сеãоäня не-
отъеìëеìыì эëеìентоì быта, а также pабо÷их ìест
в ìассовых виäах пpофессий. Поэтоìу уäобства и
пpостота pаботы с их пpоãpаììныì обеспе÷ениеì,
испоëüзуеìыì как в пpофессионаëüной äеятеëüно-
сти, так и в повсеäневной жизни, о÷енü важны äëя
поëüзоватеëей. Коììеp÷еские успехи пpоãpаììноãо
обеспе÷ения (ПО) во ìноãоì опpеäеëяþтся уäоб-
ствоì и пpостотой еãо экспëуатаöии, ÷то вынужäает
пpоизвоäитеëей ПО совеpøенствоватü пpинöипы и
сpеäства оpãанизаöии ÷еëовеко-коìпüþтеpноãо взаи-
ìоäействия (human-computer interaction, HCI [1]).
Необхоäиìой составëяþщей ëþбоãо ПО, пpеäна-
зна÷енноãо äëя испоëüзования в интеpактивноì
pежиìе, явëяется поëüзоватеëüский интеpфейс —
совокупностü сpеäств, ìетоäов и пpавиë, pеãëаìен-
тиpуþщая и обеспе÷иваþщая взаиìоäействие ÷е-
ëовека с пpоãpаììныì пpоäуктоì и коìпüþтеpоì.

Гpафи÷еский поëüзоватеëüский интеpфейс (ГПИ)
(graphical user interface, GUI) — это pазновиäностü
поëüзоватеëüскоãо интеpфейса, эëеìенты котоpоãо
(ìенþ, кнопки, списки и т. п.) пpеäставëены на
äиспëее и выпоëнены в виäе ãpафи÷еских изобpа-
жений. В настоящее вpеìя ГПИ øиpоко pаспpо-
стpанены, а их эëеìенты pеаëизованы на основе
pазëи÷ных ìетафоp, ÷то обëеã÷ает пониìание и
освоение функöионаëüных возìожностей пpо-
ãpаìì поëüзоватеëяìи.

Метафоpа "pабо÷ий стоë" испоëüзуется в боëü-
øинстве совpеìенных ГПИ, виpтуаëüный pабо÷ий
стоë основан на анаëоãии с офисныì, поэтоìу
поëüзоватеëи ëеãко пониìаþт пpинöипы pаботы с
pаспоëоженныìи на неì папкаìи и файëаìи [2].
Вìесте с теì набëþäается тенäенöия к pасøиpениþ
функöионаëüности виpтуаëüноãо pабо÷еãо стоëа и
pазвитиþ соответствуþщей ìетафоpы — спеöиаëü-

ные визуаëüные и аниìаöионные эффекты пpиìе-
няþтся äëя сиìуëяöии тpехìеpноãо пpостpанства,
соответствуþщеãо пpивы÷ной сpеäе äеятеëüности
÷еëовека. Виpтуаëüный pабо÷ий стоë явëяется ос-
новной (пеpви÷ной) обëастüþ pаботы поëüзоватеëя
с коìпüþтеpоì и совеpøенствование соответствуþ-
щих пpинöипов оpãанизаöии ÷еëовеко-коìпüþтеp-
ноãо взаиìоäействия оказывает поëожитеëüное вëия-
ние на все аспекты экспëуатаöии ПК, ЭВМ и ПО.

Steven Sinofsky, pуковоäитеëü поäpазäеëения
Microsoft по pазpаботке Windows и Windows Live, в
авãусте 2011 ã. опубëиковаë в своеì бëоãе "Building
Windows 8" статüþ "Designing for Metro style and the
desktop" о новоì ГПИ äанной опеpаöионной сис-
теìы. Пpивеäеì пеpевоä öитат о pабо÷еì стоëе:
"В обозpиìоì буäущеì pабо÷ий стоë буäет по-пpеж-
неìу иãpатü кëþ÷евуþ pоëü в жизни ìноãих поëü-
зоватеëей. Поэтоìу ìы собиpаеìся еãо усовеpøен-
ствоватü. Мы ãотовы обсужäатü наø äизайнеpский
выбоp с поëüзоватеëяìи, но в то же вpеìя хотиì пpи-
ниìатü pеøения в боëее øиpокоì контексте не-
пpевзойäенной функöионаëüности pабо÷еãо стоëа"
[3]. Вниìание к äанноìу вопpосу pуковоäитеëей
оäной из веäущих фиpì pазpабот÷иков ПО поä-
твеpжäает актуаëüностü поиска pеøений по pазви-
тиþ сpеäы виpтуаëüноãо pабо÷еãо стоëа.

Ментальная модель, метафоpа
и сpеда pабочего стола

Оpãанизаöия ÷еëовеко-коìпüþтеpноãо взаиìо-
äействия основана на фоpìиpовании у поëüзова-
теëей ìентаëüной ìоäеëи ПО — конöептуаëüноãо
пpеäставëения об особенностях и пpинöипах еãо
pаботы. В психоëоãии ìентаëüной ìоäеëüþ назы-
ваþт тpуäно фоpìаëизуеìуþ совокупностü эìпи-
pи÷еских знаний, котоpая фоpìиpуется в сознании
÷еëовека пpи взаиìоäействии с некотоpыì объектоì.

Фоpìиpование у поëüзоватеëя ìентаëüной ìоäеëи
пpоисхоäит на основе опыта экспëуатаöии коìпü-
þтеpа и ПО, а также тpебует у÷ета особенностей
взаиìоäействия ÷еëовека с объектаìи pеаëüноãо
ìиpа. Дëя пеpеноса знаний поëüзоватеëя о pеаëü-
ноì окpужаþщеì ìиpе в сpеäу ÷еëовеко-коìпüþ-
теpноãо взаиìоäействия пpиìеняется конöепöия
ìетафоp [2].

В общеì сëу÷ае ìетафоpа — это понятие, пеpе-
носящее свойства иëи пpизнаки оäноãо объекта на
äpуãой äëя выявëения их схоäства иëи анаëоãии.
Напpиìеp, Baecker так хаpактеpизует ìетафоpы:
"Метафоpы поìоãаþт пpоектиpовщикаì, так как
испоëüзование ìетафоp позвоëяет иì стpуктуpи-
pоватü эëеìенты интеpфейса по анаëоãии с извест-
ной поëüзоватеëяì обëастüþ" [4].

В. Д. Маãазан÷ик так ãовоpит об испоëüзовании
ìетафоp в ГПИ [5]: "В боëüøинстве сëу÷аев не сëе-
äует заставëятü поëüзоватеëя созäаватü своþ субъ-

Пpедставлено описание пpогpаммной модели, pеали-

зующей оpигинальную интеpактивную сpеду виpтуально-

го pабочего стола, pазвивающую актуальные pешения в

данной сфеpе человеко-компьютеpного взаимодействия.

Ключевые слова: гpафический интеpфейс, эpгоно-

мика пpогpаммного обеспечения, человеко-компьютеp-

ное взаимодействие, pабочий стол
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ективнуþ ìоäеëü систеìы, а хоpоøо бы воспоëü-
зоватüся субъективныìи, уже ãотовыìи ìоäеëяìи,
котоpые быëи постpоены по äpуãоìу повоäу, но
ìоãут испоëüзоватüся äëя pаботы с ГПИ. Таковыì
сpеäствоì явëяется ìетафоpа".

Метафоpа pабо÷еãо стоëа pассìатpивает äиспëей
как анаëоã стоëеøниöы, на котоpой ìоãут нахо-
äитüся объекты (äокуìенты, папки) и äопоëнения,
обеспе÷иваþщие pаботу поëüзоватеëя, напpиìеp,
коpзина и яpëыки. Докуìенты и папки откpыва-
þтся в окнах, котоpые явëяþтся анаëоãаìи их бу-
ìажных копий.

Метафоpу pабо÷еãо стоëа pазpаботаë Alan Kay в
Xerox PARC в 1970 ã., ее пеpвая pеаëизаöия быëа
выпоëнена в 1984 ã. в коìпüþтеpе Apple Macintosh.
С pасøиpениеì возìожностей коìпüþтеpной тех-
ники и ìуëüтиìеäиа äанная ìетафоpа потpебоваëа
пеpесìотpа и pазвития.

В теpìиноëоãии ГПИ pабо÷ий стоë (desktop —
кpыøка стоëа, стоëеøниöа) — это основное окно
ãpафи÷еской сpеäы поëüзоватеëя вìесте с äобавëяе-
ìыìи в неãо объектаìи и фоновыì изобpажениеì.
В некотоpых сpеäах (Windows, KDE, GNOME и
т. п.) pабо÷еìу стоëу соответствует опpеäеëенный
катаëоã. Pабо÷ий стоë пpеäоставëяет поëüзоватеëþ
пеpви÷нуþ pабо÷уþ обëастü — запоëняет экpан и
фоpìиpует визуаëüный фон äëя всех выпоëняеìых
опеpаöий [6].

Сpеäа pабо÷еãо стоëа (desktop environment) —
это pазновиäностü ГПИ, основанная на соответст-
вуþщей ìетафоpе и обеспе÷иваþщая поëüзоватеëþ
обëастü, называеìуþ pабо÷иì стоëоì. В настоящее
вpеìя pазpаботано ìножество сpеä pабо÷еãо стоëа,
pазëи÷аþщихся тpактовкаìи еãо ìетафоpы и ис-
поëüзуеìыìи визуаëüныìи и аниìаöионныìи эф-
фектаìи, их пpиìеpаìи явëяþтся BumpTop,
GNOME, KDE, Xfce, LXDE, EDE, IRIX Interactive
Desktop, OpenWindows, Ambient desktop, Mezzo,
ROX Desktop, Unity и т. п.

Из-за существенной ìоäификаöии исхоäной ìе-
тафоpы pабо÷еãо стоëа, тpактовавøейся как пëос-
костü pазìещения объектов, в настоящее вpеìя
пpиìеняется теpìин виpтуаëüный pабо÷ий стоë,

хаpактеpизуþщий pеøения, пpи pеаëизаöии кото-
pых сpеäа pабо÷еãо стоëа pасøиpяется вне физи-
÷еских пpеäеëов äиспëея с поìощüþ спеöиаëüных
функöионаëüных возìожностей ПО.

Актуальные pешения
в оpганизации виpтуального pабочего стола

Pассìотpиì актуаëüные pеøения в оpãанизаöии
виpтуаëüноãо pабо÷еãо стоëа, пpиìеpы pеаëизуþщих
их пpиëожений и тpактовок äанной ìетафоpы.

BumpTop — сpеäа pабо÷еãо стоëа с øиpокиìи воз-
ìожностяìи тpехìеpных аниìаöионных эффектов,
напpиìеp, кpуãовой обзоp, изìенение pазìеpа объ-
ектов, их pазìещение на "стенах" и т. ä. [7] (pис. 1).
Метафоpа pабо÷еãо стоëа ìожет тpактоватüся как
тpехìеpное пpостpанство, оãpани÷енное стоëеø-
ниöей и офисныìи пеpеãоpоäкаìи, анаëоãоì ко-
тоpых явëяется фоновое изобpажение.

Pежиì пеpекëþ÷ения заäа÷ в Windows Vista и
Windows 7 pеаëизует отобpажение окон в тpехìеp-
ноì пpостpанстве pабо÷еãо стоëа, ÷то обëеã÷ает их
обзоp (pис. 2). В äанноì сëу÷ае ìетафоpа pабо÷еãо
стоëа ìожет тpактоватüся как пpостpанство pазìе-
щения окон, оãpани÷енное фоновыì изобpажениеì.

Eaglemode — пpиëожение, pеаëизуþщее ìасøта-
биpуеìый интеpфейс (Zooming User Interface,
Zoomable User Interface), в котоpоì pабо÷ая обëастü
пpеäставëяет собой пëоскостü pазìещения объектов,
свойства и соäеpжание котоpых становятся äоступ-
ны по ìеpе их "пpибëижения" пpи увеëи÷ении ìас-
øтаба (pис. 3). В äанноì пpиëожении ìетафоpа pа-
бо÷еãо стоëа ìожет тpактоватüся как ìасøтабиpуе-
ìая пëоскостü отобpажения объектов.

Kool Desktop Environment (KDE), Cube Desktop
Switcher — пpиëожение, pеаëизуþщее pежиì отобpа-
жения pабо÷их стоëов на ãpанях вpащаеìоãо куба
(pис. 4). В äанноì пpиëожении ìетафоpа pабо÷еãо
стоëа ìожет тpактоватüся как оãpани÷енное фоно-
выì изобpажениеì пpостpанство, соäеpжащее ин-
стpуìент взаиìоäействия с набоpоì пеpви÷ных pа-
бо÷их обëастей.

Интеpфейс "Metro" Windows 8 оpиентиpован на
сенсоpные устpойства (pис. 5). Вìесто типовоãо

Pис. 1. Интеpфейс сpеды pабочего стола BumpTop Pис. 2. Pежим пеpеключения задач в Windows Vista и Windows 7
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pабо÷еãо стоëа с кнопкой "Пуск" и панеëüþ заäа÷
pеаëизован стаpтовый экpан с интеpактивныìи
панеëяìи. Данные панеëи отобpажаþт названия и
фpаãìенты пpиëожений, пpеäусìотpены опöии их
пpокpутки, ãpуппиpовки, а также изìенения pаз-
ìеpов и pаспоëожения. Метафоpа pабо÷еãо стоëа
ìожет тpактоватüся как пëоскостü pазìещения па-
неëей с заставкаìи и äанныìи äоступных поëüзо-
ватеëþ пpиëожений.

Pазëи÷ные сpеäы виpтуаëüноãо pабо÷еãо стоëа
äоступны äëя боëüøинства опеpаöионных систеì
(ОС), они pазëи÷аþтся тpактовкаìи соответствуþ-
щей ìетафоpы, функöионаëüныìи возìожностяìи
и аниìаöионныìи эффектаìи, но иìеþт общуþ
особенностü — фоновое изобpажение явëяется не-
функöионаëüныì эëеìентоì, визуаëüныì фоноì,
оãpани÷ениеì инфоpìаöионноãо пpостpанства.

Даëее пpеäставëено описание pазpаботанной
автоpоì пpоãpаììной ìоäеëи, pеаëизуþщей пpо-
тотип оpиãинаëüной сpеäы виpтуаëüноãо pабо÷еãо
стоëа, искëþ÷аþщей опpеäеëяеìое еãо фоновыì
изобpажениеì оãpани÷ение на äоступное поëüзо-
ватеëþ инфоpìаöионное пpостpанство.

Пpогpаммная модель
Interactive Desktop Environment (InDeviron)

Данная ìоäеëü не явëяется поëнофункöионаëü-
ной сpеäой pабо÷еãо стоëа, но позвоëяет оöенитü
новøества и уäобства pаботы поëüзоватеëя, обес-
пе÷енные пpеäëоженныìи pеøенияìи, а также
сäеëатü вывоä о öеëесообpазности pеаëизаöии ее
функöионаëüных возìожностей в совpеìенных
сpеäах pабо÷еãо стоëа. Основныìи новøестваìи
ìоäеëи InDeviron явëяþтся сëеäуþщие опöии:
� созäание äопоëнитеëüных pабо÷их стоëов и пе-

pехоäов ìежäу ниìи (основныì с÷итается pабо-
÷ий стоë опеpаöионной систеìы);

� выäеëение на фоновоì изобpажении pабо÷еãо
стоëа обëастей пpоизвоëüной фоpìы и опpеäе-
ëение äëя них pаспознаваеìых возäействий
поëüзоватеëя;

� опpеäеëение äëя выäеëенных обëастей событий,
наступаþщих пpи pеаëизаöии поëüзоватеëеì со-
ответствуþщих возäействий, — откpытие папки,
файëа, Интеpнет-аäpеса иëи пеpехоä к äpуãоìу
pабо÷еìу стоëу;

Pис. 3. Масштабиpуемый интеpфейс пpиложения Eaglemode

Pис. 4. Интеpфейс пpиложения KDE Cube Desktop Switcher

Pис. 5. Сpеда pабочего стола Windows 8 в стиле "Metro"
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� pеаëизаöия событий и пеpехоäов ìежäу pабо÷иìи
стоëаìи в pезуëüтате выпоëнения опpеäеëенных
возäействий на обëасти фоновоãо изобpажения;

� визуаëüное отобpажение выäеëенных обëастей
тоëüко в pежиìе настpойки ìоäеëи, ÷то позво-
ëяет pеаëизоватü в pежиìе ее экспëуатаöии как
обы÷нуþ функöионаëüностü pабо÷еãо стоëа,
так и интеpактивное взаиìоäействие с еãо фо-
новыì изобpажениеì.
Pеаëизаöия пеpе÷исëенных новøеств обеспе÷и-

вает интеpактивностü фоновоãо изобpажения pа-
бо÷еãо стоëа и пpеäоставëяет поëüзоватеëþ воз-
ìожности настpойки еãо функöионаëüности.

Интеpфейс ìоäеëи InDeviron с пpиìеpоì фоно-
воãо изобpажения пpеäставëен на pис. 6. Кëþ÷е-
выìи эëеìентаìи, pеаëизуþщиìи ее основные
функöионаëüные возìожности, явëяþтся: pабо÷ий
стоë (соäеpжит фоновое изобpажение), контекст-
ное ìенþ (вызывается нажатиеì пpавой кнопки
ìыøи) и панеëü опöий (отобpажается вìесто па-
неëи заäа÷ ОС в pежиìе настpойки).

Контекстное ìенþ ìоäеëи соäеpжит сëеäуþ-
щие пункты:
� показатü обëасти — pеаëизует визуаëüное ото-

бpажение выäеëенных поëüзоватеëеì обëастей
фоновоãо изобpажения (ìоãут бытü отобpажены
все обëасти ëибо отäеëüно соответствуþщие
файëаì, папкаì, интеpнет-аäpесаì и äопоëни-
теëüныì pабо÷иì стоëаì);

� скpытü обëасти — отìеняет визуаëüное отобpа-
жение выäеëенных обëастей;

� pежиì настpойки — выпоëняет пеpехоä в pежиì
настpойки ìоäеëи;

� экpанная ëупа — обеспе÷ивает отобpажение в
веpхней ÷асти pабо÷еãо стоëа увеëи÷енноãо
изобpажения обëасти текущеãо pаспоëожения
куpсоpа;

� навиãаöия — отве÷ает за вызов каpты пеpехоäов
ìежäу pабо÷иìи стоëаìи, а также за пеpехоä к
основноìу и пpеäыäущеìу pабо÷иì стоëаì;

� фоновое изобpажение — соäеpжит типовые оп-
öии позиöиониpования фоновоãо изобpажения
на pабо÷еì стоëе;

� спpавка — откpывает файë с текстоì описания
ìоäеëи.
Pежим настpойки модели. Настpойка ìоäеëи

осуществëяется с поìощüþ панеëи опöий (pис. 7),
соäеpжащей сëеäуþщие pазäеëы:
� ìенþ — вызывает ìенþ опöий, анаëоãи÷ное

контекстноìу ìенþ;
� завеpøитü настpойку — выпоëняет выхоä из pе-

жиìа настpойки;
� настpойка — вызывает ìенþ настpоек ìоäеëи.

На pис. 8 пpивеäено окно "Свеäения об обëастях",
в стоëбöах табëиöы пpеäставëены их паpаìетpы:
ноìеpа, öвета выäеëения и соответствуþщие коäы,
указанные пpи созäании кpаткие описания, ссыëки
на связанные объекты и их типы (файëы, папки,
Интеpнет-аäpеса иëи pабо÷ие стоëы), коìбинаöии
кëавиø в соответствуþщих возäействиях. Отìе÷ен-
ные в пеpвоì стоëбöе обëасти ìожно отобpазитü и
скpытü на фоновоì изобpажении pабо÷еãо стоëа,
pеäактиpоватü иëи уäаëитü с поìощüþ соответст-
вуþщих кнопок в нижней ëевой ÷асти окна.

На pис. 9 пpеäставëено окно "Созäатü обëастü",
обеспе÷иваþщее выбоp и ввоä сëеäуþщих паpа-
ìетpов:
� öвет обëасти — вызывает станäаpтное окно вы-

боpа и настpойки öветов (öветовое выäеëение
обëасти ìожет бытü опpеäеëено автоìати÷ески);

� фоpìа обëасти — пpеäусìотpено тpи ваpианта
выäеëения обëастей на фоновоì изобpажении:
пpоизвоëüная фоpìа (опpеäеëяется тpаектоpи-
ей пеpеìещения куpсоpа ìыøи), пpяìоуãоëü-
ник и оваë;

� описание обëасти — ввоä кpаткоãо текстовоãо
описания;

Pис. 7. Панель опций

Pис. 6. Пpимеp интеpфейса модели InDeviron
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� тип связанноãо объекта — äëя файëа и папки
пpеäусìотpено äиаëоãовое окно выбоpа объек-
та, äëя Интеpнет-аäpеса соответствуþщий URI
тpебуется ввести в текстовое поëе, äëя pабо÷еãо
стоëа pеаëизовано окно выбоpа äопоëнитеëü-
ных (созäанных поëüзоватеëеì) pабо÷их стоëов;

� коìбинаöия кëавиø — посëе установки куpсоpа
в äанное поëе тpебуется нажатü коìбинаöиþ
кëавиø, соответствуþщуþ pаспознаваеìоìу
возäействиþ, выпоëняеìоìу совìестно с нажа-
тиеì кнопки ìыøи.
Дëя созäания обëасти тpебуется выпоëнитü сëе-

äуþщие äействия:
1. Выбpатü öвет, фоpìу, тип связанноãо объекта

и ввести текст описания.
2. Заäатü коìбинаöиþ кëавиø в pаспознавае-

ìоì äëя обëасти возäействии.
3. Пеpеìещениеì куpсоpа ìыøи выäеëитü об-

ëастü (ëþбоãо pазìеpа) на фоновоì изобpажении
pабо÷еãо стоëа.

4. В äиаëоãовоì окне выбpатü связанный с об-
ëастüþ объект иëи ввести URI (соответствуþщее
событие буäет опpеäеëено автоìати÷ески).

На pис. 10 пpеäставëен пpиìеp визуаëüноãо вы-
äеëения обëастей фоновоãо изобpажения в pежиìе
настpойки ìоäеëи. В pежиìе экспëуатаöии ìоäеëи
обëасти не выäеëяþтся, но пpи выпоëнении поëü-
зоватеëеì в их пpеäеëах соответствуþщих возäей-
ствий pеаëизуþтся опpеäеëенные äëя них события.

На pис. 11 пpеäставëено окно "Pабо÷ие стоëы",
соäеpжащее табëиöу и эëеìенты упpавëения, по-
звоëяþщие созäаватü, pеäактиpоватü и уäаëятü äо-

поëнитеëüные pабо÷ие стоëы, а также пеpехоäитü
ìежäу ниìи. Дëя созäания pабо÷еãо стоëа тpебует-
ся указатü путü к папке, соäеpжащей pазìещаеìые
на неì объекты, путü к файëу с фоновыì изобpа-
жениеì и кpаткое описание.

Pабота с моделью. Дëя pеаëизаöии события, со-
ответствуþщеãо конкpетной обëасти фоновоãо
изобpажения, поëüзоватеëü äоëжен нажатü заäан-
нуþ пpи ее созäании коìбинаöиþ кëавиø и кëик-
нутü кнопкой ìыøи в ее пpеäеëах.

Есëи обëасти соответствуþт файë, папка иëи
Интеpнет-аäpес, то файë буäет откpыт в соответ-
ствуþщеì еãо фоpìату пpиëожении, папка — в окне
опеpаöионной систеìы, а Интеpнет-аäpес — в вы-
бpанноì по уìоë÷аниþ бpаузеpе. Есëи обëасти соот-
ветствует pабо÷ий стоë, то буäет pеаëизован pежиì
пеpехоäа ìежäу pабо÷иìи стоëаìи (pис. 12) —
в öентpе äиспëея отобpазится уìенüøенное фоно-
вое изобpажение соответствуþщеãо pабо÷еãо стоëа,
а текущее фоновое изобpажение буäет затеìнено.
Возäействие ìыøüþ на обëастü в öентpе äиспëея
pеаëизует пеpехоä на соответствуþщий pабо÷ий
стоë, а возäействие на затеìненнуþ обëастü pеаëи-
зует выхоä из pежиìа пеpехоäа ìежäу стоëаìи.

Дëя упpощения навиãаöии ìежäу pабо÷иìи
стоëаìи в контекстноì ìенþ pеаëизовано поäìе-

Pис. 8. Окно "Сведения об областях"

Pис. 9. Окно "Создать область"

Pис. 10. Пpимеp визуального выделения областей в pежиме на-
стpойки

Pис. 11. Окно "Pабочие столы"
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нþ "Навиãаöия" (сì. pис. 6), соäеpжащее сëеäуþ-
щие пункты:
� на основной стоë — сëужит äëя пеpехоäа к ос-

новноìу pабо÷еìу стоëу ОС;
� на пpеäыäущий стоë — выпоëняет пеpехоä к

пpеäыäущеìу pабо÷еìу стоëу;
� каpта pабо÷их стоëов — отобpажает автоìати÷е-

ски фоpìиpуеìуþ каpту пеpехоäов ìежäу pабо-
÷иìи стоëаìи (pис. 13).
С поìощüþ каpты поëüзоватеëü ìожет пеpеìе-

щатüся ìежäу pабо÷иìи стоëаìи, äëя обозна÷ения
котоpых испоëüзованы соответствуþщие уìенü-
øенные фоновые изобpажения, текущий pабо÷ий
стоë выäеëен pаìкой. Дëя пеpехоäа на сëеäуþщий
pабо÷ий стоë тpебуется:

1. Нажатü коìбинаöиþ кëавиø, заäаннуþ пpи
созäании соответствуþщей обëасти фоновоãо изо-
бpажения текущеãо pабо÷еãо стоëа.

2. Дважäы кëикнутü кнопкой ìыøи по изобpа-
жениþ тpебуþщеãося стоëа.

Заключение

Моäеëü InDeviron явëяется актуаëüной и оpиãи-
наëüной pазpаботкой, соответствуþщей пеpеäовоìу
уpовнþ оpãанизаöии интеpактивноãо взаиìоäейст-
вия поëüзоватеëя с коìпüþтеpоì. Pеаëизованные в
ней pеøения позвоëяþт pазвитü конöепöиþ оpãа-
низаöии ÷еëовеко-коìпüþтеpноãо взаиìоäействия,
основаннуþ на испоëüзовании ìетафоpы и сpеäы
виpтуаëüноãо pабо÷еãо стоëа, искëþ÷аþт опpеäе-
ëяеìое фоновыì изобpажениеì оãpани÷ение на
äоступное инфоpìаöионное пpостpанство, обеспе-
÷иваþт еãо интеpактивностü и позвоëяþт созäаватü
äопоëнитеëüные пеpви÷ные pабо÷ие обëасти. Пpи
этоì ìетафоpа pабо÷еãо стоëа ìожет тpактоватüся
как интеpактивная pабо÷ая обëастü pазìещения
объектов, обëаäаþщая настpаиваеìой функöио-
наëüностüþ.

Пpеäставëенная ìоäеëü явëяется пpототипоì,
позвоëяþщиì оöенитü пpеäëоженные новøества,
а также обосноватü öеëесообpазностü их pеаëизаöии,
в тоì ÷исëе в совpеìенных сpеäах виpтуаëüноãо pа-
бо÷еãо стоëа. Пpи интеãpиpовании функöионаëüных
возìожностей ìоäеëи в опеpаöионнуþ систеìу иëи
сpеäу pабо÷еãо стоëа набоp pеаëизуеìых событий
(откpытие файëа, папки и Интеpнет-аäpеса) ìожет
бытü pасøиpен. Пpеäставëенные в ìоäеëи pеøения
ìоãут бытü pеаëизованы также в pассìотpенных в
статüе пpиëожениях äëя обеспе÷ения интеpактив-
ности фоновоãо изобpажения их pабо÷их стоëов.
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Pаспознавание плоских объектов 
пpи их наложении

Введение

В настоящее вpеìя автоìати÷еские систеìы pас-
познавания (АСP) нахоäят øиpокое пpиìенение в
pазëи÷ных обëастях пpоìыøëенности. Пpи этоì
основной заäа÷ей АСP явëяется узнавание объек-
тов, pаспоëоженных в поëе зpения виäеоäат÷ика.
Эта заäа÷а вкëþ÷ает в себя по степени сëожности
нескоëüко поäзаäа÷:
� pаспознавание оäино÷ноãо объекта;
� pаспознавание нескоëüких изоëиpованных äpуã

от äpуãа объектов;
� pаспознавание äвух и боëее сопpикасаþщихся и

наëоженных äpуã на äpуãа объектов.
На пpактике возìожно возникновение ëþбой

из пеpе÷исëенных ситуаöий по отäеëüности и в со-
вокупности.

На äанный ìоìент заäа÷а pаспознавания оäи-
но÷ных и изоëиpованных объектов pеøена с высо-
кой степенüþ äостовеpности путеì испоëüзования
несëожных аëãоpитìов иäентификаöии [1—3]. Как
пpавиëо, основные тpуäности возникаþт пpи pе-
øении заäа÷и pаспознавания сопpикасаþщихся и
наëоженных объектов pазëи÷ных типов. Это свя-
зано с теì, ÷то пpи наëожении оäин объект ìожет
закpытü боëüøуþ ÷астü äpуãоãо, поэтоìу ÷асто за-
кpытый объект иäентифиöиpоватü не уäается.

Ниже пpеäëаãается аëãоpитì иäентификаöии
äвух пëоских объектов пpи их наëожении.

Алгоpитм идентификации

Аëãоpитì иäентификаöии состоит из äвух этапов.
Этап 1. Обу÷ение.
Этап 2. Pаспознавание.

Этап обучения

А. Фоpмиpование эталонных α-функций исходных
объектов.

Пустü испоëüзуется n исхоäных объектов. Дëя
кажäоãо исхоäноãо объекта вы÷исëяþтся зна÷ения
α-функöии.

Поä α-функöией пониìается посëеäоватеëüностü
зна÷ений кpивизны, вы÷исëенной в кажäой то÷ке
äискpетноãо контуpа изобpажения объекта [1, 4—7].

Б. Генеpация эталонов наложенных объектов для
каждого сочетания исходных объектов и фоpмиpование
классов наложенности. Pазìеp поëя äëя ãенеpаöии
быë выбpан pавныì 800 Ѕ 800 то÷ек. Пpи этоì pаз-
ìеp pабо÷ей обëасти (поëя зpения виäеоäат÷ика)
составëяет 799 Ѕ 799 то÷ек. Такое оãpани÷ение быëо
ввеäено äëя тоãо, ÷тобы избежатü ситуаöии, коãäа
объект касается кpаев поëя зpения, поскоëüку в та-
ких сëу÷аях объект с÷итается не поëностüþ воøеä-
øиì в каäp, и в АСP он не анаëизиpуется.

Исхоäной инфоpìаöией äëя ãенеpаöии со÷ета-
ний пëоских наëоженных объектов явëяþтся ко-
оpäинаты то÷ек х и у исхоäных объектов и их уãоë
накëона. Зна÷ения паpаìетpов заäаþтся с поìо-
щüþ нескоëüких äат÷иков сëу÷айных ÷исеë. Пpи
этоì зна÷ения уãëа накëона изìеняþтся в пpеäеëах
от 0 äо 360° (øаã pавен 1°), а зна÷ения кооpäинат
х и у äëя кажäоãо объекта — в пpеäеëах от 0 äо 799
(øаã pавен 1) [8]. Дëя иссëеäования выбиpаþтся
сëу÷аи касания и наëожения объектов.

В. Ноpмализация изобpажений сгенеpиpованных
наложенных объектов. Поä ноpìаëизаöией пони-
ìается пpивеäение изобpажения, поëу÷енноãо с
виäеоäат÷ика, к некотоpоìу станäаpтноìу виäу
с испоëüзованиеì ãpуппы пpеобpазований, связы-
ваþщих этаëонные и вхоäные изобpажения.

В настоящее вpеìя в ëитеpатуpе описан öеëый
pяä аëãоpитìов ноpìаëизаöии изобpажений в сис-
теìах техни÷ескоãо зpения (СТЗ). Пpи этоì к äан-
ныì аëãоpитìаì пpеäъявëяþтся äва основных тpе-
бования:
� опеpаöия пеpехоäа от вхоäноãо изобpажения

к ноpìаëизованноìу äоëжна бытü пpостой äëя

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

Пpедложен алгоpитм идентификации двух наложен-

ных pеальных плоских объектов на основе метода Байе-

са. В качестве основного пpизнака использованы значе-

ния кpивизны в точках контуpа. Дополнительными пpи-

знаками являются длины выпуклых и вогнутых участков

и коэффициенты выпуклости и вогнутости контуpа

объекта. Pабота алгоpитма показана на пpимеpах.

Ключевые слова: идентификация наложенных pе-

альных объектов, значение α-функции, метод Байеса,

pаспознавание, пpизнак, кластеp
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pеаëизаöии на пpоãpаììноì и аппаpатноì
уpовне;

� опеpаöия пеpехоäа äоëжна бытü поìехоустой-
÷ивой.
Наибоëüøее pаспpостpанение в СТЗ поëу÷иëа

посëеäоватеëüная ноpìаëизаöия. Это связано с оãpа-
ни÷енныìи возìожностяìи СТЗ. Поä посëеäова-
теëüной ноpìаëизаöией пониìается ìноãоøаãовая
пpоöеäуpа, в котоpой на кажäоì øаãе осуществëяется
ноpìаëизаöия тоëüко оäной ãpуппы базовых пpеоб-
pазований (сìещение, ìасøтабиpование, повоpот).

В äанной pаботе ноpìаëизаöия осуществëяется
с испоëüзованиеì аëãоpитìа, основанноãо на ìе-
тоäе ãëавных коìпонент, описанноãо в pаботе [9].

Достоинствоì äанноãо аëãоpитìа явëяется воз-
ìожностü снижения pазìеpности, поскоëüку уже
нескоëüко пеpвых ãëавных коìпонент соäеpжат
боëüøуþ ÷астü инфоpìаöии.

Аëãоpитì состоит в сëеäуþщеì.
Пустü бинаpное изобpажение объекта В0(х, у)

соäеpжит N то÷ек. Эти то÷ки буäеì pассìатpиватü
как ìножество pеаëизаöий X сëу÷айноãо вектоpа
x = [i, j]т, ãäе i — ноìеp стpоки, соответствуþщей
äанной то÷ке изобpажения; j — ноìеp стоëбöа.

Поä пpеобpазованиеì пеpвых ãëавных коìпо-
нент (ПГК) пониìаþт пpеобpазование виäа:

Y = V т(X – X0), (1)

ãäе Х0 = Е{Х } — сpеäнее зна÷ение pезуëüтатов из-
ìеpения всех паpаìетpов сëу÷айноãо вектоpа х; V —
собственные вектоpы коваpиаöионной ìатpиöы

C = E{(X – X0)(X – X0)
т}. (2)

В pезуëüтате пpеобpазования (1) поëу÷иì изобpа-
жение В1(х, у), на котоpоì объект повеpнется так,
÷то напpавëения ãëавных осей объекта (собствен-
ных вектоpов) буäут совпаäатü с осяìи х и у соот-
ветственно.

Г. Вычисление пpизнаков объектов и фоpмиpование
на их основе вектоpов-пpизнаков эталонов наложенных
объектов. Основныì пpизнакоì, испоëüзуеìыì
пpи иäентификаöии, явëяþтся зна÷ения α-функ-
öии контуpов изобpажений наëоженных объектов.

На основе α-функöии вы÷исëяþтся äопоëни-
теëüные пpизнаки: äëины воãнутых и выпукëых
у÷астков контуpа объекта и коэффиöиенты воãну-
тости и выпукëости контуpа.

Поä воãнутыì у÷асткоì контуpа объекта пониìа-
ется у÷асток кpивой, на котоpоì зна÷ение кpивизны
то÷ек, составëяþщих этот у÷асток, отpиöатеëüны.

Поä выпукëыì у÷асткоì контуpа объекта пониìа-
ется у÷асток кpивой, на котоpоì зна÷ение кpивизны
то÷ек, составëяþщих этот у÷асток, поëожитеëüны.

Дëины выпукëых и воãнутых у÷астков опpеäе-
ëяþтся по фоpìуëе [10]:

lвоãн, вып = 1k4 + kd,

ãäе k4 — ÷исëо ÷етыpехсвязных то÷ек; kd — ÷исëо
d-связных то÷ек.

Коэффиöиенты воãнутости и выпукëости кон-
туpа вы÷исëяþтся так [10]:

kвоãн, вып = ,

ãäе Lвоãн, вып = l
iвоãн, вып — суììаpная äëина

воãнутых (выпукëых) у÷астков контуpа; k
l
(lвоãн, вып) —

÷исëо воãнутых (выпукëых) у÷астков контуpа; l —
общая äëина контуpа.

Поскоëüку пpизнаки объектов пpеäставëены
в pазных еäиниöах изìеpения, то опpеäеëитü pас-
стояние ìежäу объектаìи не уäается. В такоì сëу-
÷ае соãëасно статисти÷ескоìу анаëизу, äанные
поäвеpãаþтся ноpìиpовке, котоpая пеpевоäит их
в безpазìеpные веëи÷ины.

Ноpìиpовка зна÷ений пpизнаков пpеäставëяет
собой пеpехоä к ввеäениþ новой усëовной еäини-
öы изìеpения, äопускаþщей фоpìаëüное сопос-
тавëение объектов. Наибоëее pаспpостpаненныì
способоì ноpìиpования ввиäу пpостоты и уäобст-
ва испоëüзования явëяется сëеäуþщий:

z = ,

ãäе хmax — наибоëüøее зна÷ение пpизнака х.
Такиì обpазоì, на этапе обу÷ения фоpìиpу-

ется K кëастеpов. В состав кажäоãо кëастеpа Qr
(r = 1, ..., K) вхоäят зна÷ения Мr этаëонных векто-
pов-пpизнаков äëя кажäоãо со÷етания n исхоäных
объектов. Общее ÷исëо этаëонов составëяет М.

Вектоpы-пpизнаки кажäоãо объекта состоят из
äвух ÷астей. В общеì виäе они ìоãут бытü пpеä-
ставëены сëеäуþщиì обpазоì:

Этап pаспознавания

Пустü иìеется обу÷аþщая выбоpка, состоящая
из N изобpажений наëоженных объектов äëя каж-
äоãо из K кëастеpов.

Дëя кажäоãо изобpажения в кëастеpе сфоpìиpо-
ван n-коìпонентный вектоp-пpизнак X * = [x1, x2,
..., xn].

Заäа÷а состоит в сpавнении вектоpов-пpизна-
ков экзаìенаöионноãо (неизвестноãо) объекта со
всеìи вектоpаìи-пpизнакаìи этаëонов по кëасте-
pаì наëоженных объектов с испоëüзованиеì ìето-
äа Байеса.

Pеøение о пpинаäëежности пpиниìается на ос-
нове сëеäуþщеãо пpавиëа:

2

x1 x2 ... xn

α1 α2 ... αn

y1 y2 y3 y4

lвоãн lвып kвоãн kвып

Lвоãн, вып

l
--------------------

 
i 1=

kl lвоãн, вып( )

∑

x

xmax

---------
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Объект с номеpом i и вектоpом-пpизнаком X* счи-
тается пpинадлежащим к кластеpу Q в случае мак-
симума апостеpиоpной веpоятности, т. е.

X * ∈ Q*, есëи Pi(Q*|X *) = maxPi(Qr |Х *),

ãäе

Pi(Qi |Х*) = P(Qr) . (3)

Вхоäящие в фоpìуëу (3) коìпоненты опpеäеëя-
þтся сëеäуþщиì обpазоì.

1. P (Qr) =  — апpиоpная веpоятностü сущест-

вования r-ãо кëасса, ãäе Мr — ÷исëо объектов r-ãо

кëасса в обу÷аþщей выбоpке; М — общее ÷исëо
объектов в обу÷аþщей выбоpке.

2. P (Х*|Qr) = P ( |Qr) — веpоятностü пpи-

нятия j-ì вектоpоì-пpизнакоì зна÷ения .

Зна÷ение P ( |Qr) опpеäеëяется сëеäуþщиì
обpазоì:

P( |Qr) = ,

ãäе Мrj — ÷исëо объектов обу÷аþщей выбоpки,
пpинаäëежащих r-ìу кëассу, у котоpых j-й пpизнак
пpиниìает зна÷ение ; М — общее ÷исëо объек-
тов в обу÷аþщей выбоpке.

3. P (X*) = P(Qr)P(X*|Qr) — веpоятностü воз-

никновения в обу÷аþщей выбоpке конкpетноãо со-
÷етания конкpетных вектоpов-пpизнаков.

Экспеpиментальные исследования

Дëя статисти÷ескоãо иссëеäования pазpаботан-
ноãо аëãоpитìа иäентификаöии наëоженных äвух
pеаëüных пëоских объектов испоëüзоваëасü выбоpка,
вкëþ÷аþщая по 2000 изобpажений äëя кажäоãо со-
÷етания исхоäных объектов. Изобpажения исхоä-
ных 10 объектов и пpиìеpы наëожения äëя неко-
тоpых со÷етаний объектов пpивеäены на pис. 1, 2.

Вектоpы-пpизнаки некотоpых наëоженных объ-
ектов пpивеäены в табë. 1.

В табë. 2 и на ãpафике (pис. 3) пpивеäена ÷астü
pезуëüтатов иäентификаöии наëоженных объектов
по α-функöии.

Пpовеäенные экспеpиìенты показаëи:
1) äанный аëãоpитì явëяется в боëüøинстве

сëу÷аев нестабиëüныì;
2) пpоöент относитеëüной оøибки pаспознава-

ния составëяет 15 %.
Дëя уëу÷øения pезуëüтатов необхоäиìо ввести

äопоëнитеëüные пpизнаки, котоpые бы позвоëиëи
анаëизиpоватü не весü контуp объекта, а ëиøü от-
äеëüные еãо у÷астки.

P X* Qr( )

P X*( )
------------------

Mr

M
-----

j 1=

N

∑ Xj
*

Xj
*

Xj
*

Xj
*

Mrj

M
------

Xj
*

j 1=

K

∑

Pис. 1. Изобpажения исходных объектов

Pис. 2. Пpимеpы изобpажений касающихся и наложенных
объектов

Табëиöа 1

Значения векторов-признаков

Признак
Приìеры векторов-признаков

1 2 3 ... N

α
1

–0,333 –0,667 –0,667 ... –0,333

α
2

0 0,667 0,333 ... 0

α
3

–0,333 –0,667 0 ... 0

α
4

0,333 –0,333 –0,667 ... 0

... ... ... ... ... ...
α
25

–0,333 0 0,667 ... 0

... ... ... ... ... ...

Табëиöа 2

Результаты идентификации наложенных объектов
по a-функции

№ 
п.п.

Со÷етания 
объектов

Чисëо
испытаний

Относитеëüное зна÷ение 
оøибки распознавания

1 1 и 1 2000 0,9
2 1 и 2 2000 0,84
... ... ... ...
21 3 и 4 2000 0,83
22 3 и 5 2000 0,89
... ... ... ...
41 6 и 7 2000 0,83
42 6 и 8 2000 0,89
... ... ... ...
54 9 и 10 2000 0,83
55 10 и 10 2000 0,83
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Частü pезуëüтатов иäентификаöии наëоженных
объектов с испоëüзованиеì äопоëнитеëüных пpи-
знаков пpивеäена в табë. 3 и на ãpафике (pис. 4).

Заключение

На основе пpеäëоженноãо аëãоpитìа быëо соз-
äано пpоãpаììное пpиëожение, котоpое позвоëяет
pаспознаватü äва наëоженных как оäнотипных, так
и pазнотипных объекта на основе ìетоäа Байеса.

В ка÷естве основноãо пpизнака быëи испоëüзо-
ваны зна÷ения α-функöии. Допоëнитеëüныìи пpи-
знакаìи явëяþтся äëины выпукëых и воãнутых
у÷астков, коэффиöиенты выпукëости и воãнутости
контуpов объектов.

Экспеpиìентаëüно быëи поëу÷ены äанные по
pаспознаваниþ pазëи÷ных со÷етаний исхоäных
объектов. Иссëеäования показаëи, ÷то аëãоpитì
pаспознавания наëоженных объектов на основе
зна÷ений α-функöии явëяется нестабиëüныì.
Максиìаëüный пpоöент оøибки составëяет 17 %
(сì. табë. 2, pис. 3).

Ввеäение äопоëнитеëüных пpизнаков позвоëиëо
ìиниìизиpоватü ÷исëо оøибок пpи иäентифика-
öии. Как виäно из табë. 3 ìаксиìаëüная относитеëü-
ная оøибка pаспознавания не пpевосхоäит 8 %.
Исхоäя из анаëиза пpовеäенных иссëеäований
ìожно сäеëатü вывоä, ÷то аëãоpитì äает хоpоøие
pезуëüтаты и ìожет бытü испоëüзован äëя пpакти-
÷ескоãо пpиìенения в пpоìыøëенных СТЗ.

Основное ÷исëо оøибок пpи pаспознавании на-
ëоженных объектов пpихоäится на ситуаöии с боëü-
øиì пpоöентоì наëожения (от 60 %). В pезуëüтате
поëу÷ается, ÷то боëüøая ÷астü оäноãо объекта
пpакти÷ески поëностüþ закpыта äpуãиì объектоì,
и еãо иäентифиöиpоватü не уäается.

Аëãоpитì совеpøенствуется в öеëях еãо äаëü-
нейøеãо испоëüзования äëя иäентификаöии тpех
pеаëüных пëоских объектов и ìиниìизаöии вpе-
ìенных затpат на еãо pаботу.
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Табëиöа 3

Результаты идентификации наложенных объектов
и с использованием дополнительных признаков

№ 
п.п.

Со÷етания 
объектов

Чисëо
испытаний

Относитеëüное зна÷ение 
оøибки распознавания

1 1 и 1 2000 0,98
2 1 и 2 2000 0,96
... ... ... ...
21 3 и 4 2000 0,92
22 3 и 5 2000 0,99
... ... ... ...
41 6 и 7 2000 0,93
42 6 и 8 2000 0,96
... ... ... ...
54 9 и 10 2000 0,94
55 10 и 10 2000 0,99

Pис. 3. Гpафик изменения веpоятности пpавильно pаспознан-
ных объектов в зависимости от сочетания объектов

Pис. 4. Гpафик изменения веpоятности пpавильно pаспознан-
ных объектов в зависимости от сочетания объектов



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 2, 2013 47

УДК 519.688

Т. О. Пеpемитина, канä. техн. наук, нау÷. сотp.,

С. В. Лучкова, аспиpант,

e-mail: sonetta27@gmail.com,

Институт хиìии нефти СО PАН, Тоìск

Пpименение 
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"Нечеткая система на основе 
эволюционной стpатегии" 
для задачи импутиpования

Введение

Мноãие иссëеäования связаны со сбоpоì и об-
pаботкой äанных, пpеäставëенных в виäе табëиö
набëþäений. Данные из этих табëиö испоëüзуþт в
pазëи÷ных заäа÷ах анаëиза и заäа÷ах постpоения
ìоäеëей пpоãноза. Но ÷асто, по саìыì pазëи÷ныì
пpи÷инаì, эти табëиöы соäеpжат пpопущенные
зна÷ения.

Боëüøинство аëãоpитìов не ìоãут обpабатыватü
непоëные äанные, так как поëу÷аþтся неаäекватные
ìоäеëи, ëибо ìоäеëи вообще постpоитü невозìожно.
Поэтоìу иìпутиpование, иëи восстановëение äан-
ных явëяется о÷енü важныì ìоìентоì в обpаботке
äанных.

Анаëиз пpеиìуществ и неäостатков известных
аëãоpитìов восстановëения äëя pеøения заäа÷и
иìпутиpования показаë, ÷то наибоëее оптиìаëü-
ныìи ìетоäаìи восстановëения пpопущенных зна-
÷ений явëяþтся ìетоäы, основанные на не÷етких
ìоäеëях. Основное пpеиìущество этих ìоäеëей —
снятие тpебований ноpìаëüности pаспpеäеëения,
оäноpоäности и поëноты äанных. Все пеpе÷исëен-
ные тpебования к исхоäныì äанныì äоëжны вы-
поëнятüся äëя пpиìенения статисти÷еских ìето-
äов восстановëения пpопущенных зна÷ений, ÷то
усëожняет пpоöесс пpеäваpитеëüной поäãотовки
выбоpки äанных, заìеäëяет пpоöесс анаëиза в öе-
ëоì и снижает то÷ностü.

Цеëü äанной pаботы — описатü пpоãpаììный
коìпëекс "Не÷еткая систеìа на основе эвоëþöи-
онной стpатеãии" äëя заäа÷и иìпутиpования и
пpоанаëизиpоватü еãо pаботу.

Модель восстановления

За основу ìоäеëи возüìеì не÷еткуþ систеìу типа
синãëтон [1], в котоpой i-е пpавиëо выãëяäит сëе-
äуþщиì обpазоì:

IF x1 = A1i AND ... AND xm = Ami THEN у = ri,

ãäе Аij — ëинãвисти÷еский теpì, котоpыì оöени-
вается пеpеìенная xi; ri — äействитеëüное ÷исëо,
котоpыì оöенивается выхоä у.

Не÷еткая систеìа осуществëяет отобpажение
f :ℜm → ℜ, заìеняя опеpатоp не÷еткой конъþнкöии
пpоизвеäениеì, а опеpатоp аãpеãаöии не÷етких пpа-
виë сëожениеì. Поëу÷аеì выхоäное зна÷ение F(x):

F(х) = ,

ãäе x =[x1, ..., xn]
т ∈ ℜn — зна÷ение i-ãо вхоäа,

(xj) — функöия пpинаäëежности не÷еткоãо теp-

ìа Aij; rj — выхоäное зна÷ение в j-ì пpавиëе.

Функöии пpинаäëежности äëя не÷етких систеì
пpеäставëяþт собой субъективное пpеäставëение
экспеpта о пpеäìетной обëасти. Часто такая субъек-
тивностü поìоãает снизитü степенü неопpеäеëен-
ности пpи pеøении сëабо фоpìаëизованных заäа÷.
Существует свыøе äесятка типовых фоpì кpивых
äëя заäания функöий пpинаäëежности. Наибоëüøее
pаспpостpанение поëу÷иëи тpеуãоëüная, тpапеöеи-
äаëüная и ãауссова функöии пpинаäëежности. В pа-
боте äëя иäентификаöии воспоëüзуеìся тpеуãоëü-
ной функöией, котоpая опpеäеëяется тpойкой ÷исеë
(а, b, с), и ее зна÷ение в то÷ке х вы÷исëяется со-
ãëасно выpажениþ:

(xj) =

Паpаìетpы функöии пpинаäëежности теpìов
вхоäных пеpеìенных не÷еткой систеìы ìожно пpеä-
ставитü в виäе вектоpа [1]. Напpиìеp, пpи n вхоäных
пеpеìенных, опpеäеëенных на t теpìах с тpеуãоëü-
ныìи функöияìи пpинаäëежности, описываеìыìи
тpойкой паpаìетpов, в ìоäеëи типа синãëтон вектоp
паpаìетpов буäет выãëяäетü сëеäуþщиì обpазоì:

θn = [a11b11c11...a1tb1tc1ta21b21c21...

...a2tb2tc2t ...an1bn1cn1...antbntcnt ],

ãäе aij, cij, bij — паpаìетpы тpеуãоëüной функöии
пpинаäëежности фоpìуëы (1) i-й ëинãвисти÷еской
пеpеìенной j-ãо теpìа.

Pассматpивается модель восстановления данных,

pеализованная в пpогpаммном комплексе "Нечеткая

система на основе эволюционной стpатегии" для задачи

импутиpования. Описывается нечеткая система, эво-

люционная стpатегия и задача импутиpования. Пpиве-

дены pезультаты экспеpиментальных исследований.

Ключевые слова: нечеткая система, эволюционная

стpатегия, задача импутиpования
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Дëя настpойки вектоpа паpаìетpов не÷еткой
систеìы воспоëüзуеìся ìетоäоì эвоëþöионной
стpатеãии.

Эвоëþöионная стpатеãия — эвpисти÷еский ìетоä
оптиìизаöии в pазäеëе эвоëþöионных аëãоpитìов,
основанный на аäаптаöии и эвоëþöии. Стpатеãия
основана на ìеханизìах естественноãо отбоpа и на-
сëеäования. В ней испоëüзуется пpинöип "выжи-
вания" наибоëее пpиспособëенных особей. Пpеиìу-
щества аëãоpитìа пеpеä äpуãиìи ìетоäаìи опти-
ìизаöии закëþ÷аþтся в паpаëëеëüной обpаботке
ìножества аëüтеpнативных pеøений [2, 3].

Аëãоpитì pаботает с попуëяöией особей (хpоìо-
соì), кажäая из котоpых пpеäставëяет собой упо-
pяäо÷енный набоp паpаìетpов заäа÷и, поäëежа-
щих оптиìизаöии. Основной хаpактеpистикой ка-
жäой особи явëяется ее ìеpа пpиспособëенности.

Пpи поиске pеøения в эвоëþöионной стpате-
ãии вна÷аëе пpоисхоäит ìутаöия и скpещивание
особей äëя поëу÷ения потоìков, затеì äетеpìини-
pованный отбоp без повтоpений ëу÷øих особей из
общеãо покоëения pоäитеëей и потоìков.

Pабота аëãоpитìа пpеäставëяет собой итеpаöи-
онный пpоöесс, котоpый пpоäоëжается äо выпоë-
нения усëовия останова — выпоëнение заäанноãо
÷исëа покоëений.

Постановка задачи восстановления пpопусков 
в интеpпpетации нечеткой системы

Pассìотpиì особенности стpуктуpы табëиö
äанных äëя испоëüзования пpеäëоженноãо ìетоäа.
Пустü X = (X1, X2, ..., Xn) — вектоp вхоäных паpа-

ìетpов; m — ÷исëо записей в табëиöе; A =

= (аij  — ìатpиöа исхоäной инфоpìаöии.

Она иìеет пpопуски, обозна÷енные звезäо÷каìи
(табë. 1). Допускается по оäноìу пpопуску на записü,
так как пpопущенное зна÷ение буäет явëятüся вы-
хоäныì зна÷ениеì äëя äанной записи.

Такиì обpазоì, оäно пpопущенное зна÷ение в
äанных восстанавëивается по зна÷енияì всех
иìеþщихся записей.

Аëãоpитì восстановëения [4] буäет выãëяäетü так:
Вход: табëиöа набëþäений с пpопускаìи в

записях.
Шаг 1. Заäаеì паpаìетpы не÷еткой систеìы.

Шаг 2. Заãpужаеì вхоäные äанные (табëиöу на-
бëþäения).

Шаг 3. Выбиpаеì паpаìетpы аëãоpитìа эвоëþ-
öионной стpатеãии.

Шаг 4. Пpиìеняеì эвоëþöионнуþ стpатеãиþ.
Шаг 5. Отбиpаеì ëу÷øуþ хpоìосоìу. Есëи äос-

тиãнуто усëовие выхоäа — Шаг 7, ина÷е Шаг 4.
Шаг 6. Поäставëяеì в базу пpавиë записи с пpо-

пускаìи из табëиöы набëþäения и восстанавëиваеì
пpопуск на основе сфоpìиpованной базы пpавиë и
ëу÷øей хpоìосоìы.

Шаг 7. Вывоäиì pеøения.
Выход: табëиöа набëþäений с восстановëенныìи

зна÷енияìи.

Выбоp сpедства pеализации

В ка÷естве сpеäства pеаëизаöии пpоãpаììноãо
коìпëекса "Не÷еткая систеìа на основе эвоëþöи-
онной стpатеãии" äëя заäа÷и иìпутиpования быë
выбpан язык объектно-оpиентиpованноãо пpоãpаì-
ìиpования С#, а сpеäой pазpаботки — Microsoft
Visual Studio 2010.

С# — это объектно-оpиентиpованный язык пpо-
ãpаììиpования общеãо назна÷ения. С# äает pазpа-
бот÷икаì, заниìаþщиìся написаниеì коäа, øиpо-
кие возìожности и языковуþ поääеpжку äëя соз-
äания сëожных пpиëожений [5]. К тоìу же С# —
оäин из языков пpоãpаììиpования, котоpый ìожет
испоëüзоватüся äëя созäания пpиëожений, выпоë-
няеìых в сpеäе .NET CLR. Этот язык — pезуëüтат
эвоëþöии языков С и C++, созäанный коìпанией
Microsoft спеöиаëüно äëя испоëüзования на пëат-
фоpìе .NET. Этот язык вкëþ÷ает в себя саìуþ
поëнуþ поääеpжку стpуктуpноãо, коìпонентно-
оpиентиpованноãо и объектно-оpиентиpованноãо
пpоãpаììиpования, котоpуþ тоëüко ìожно ожи-
äатü от совpеìенноãо языка [6].

Сpеäа pазpаботки Microsoft Visual Studio 2010 —
это набоp инстpуìентов и сpеäств, пpеäназна÷ен-
ных äëя поìощи pазpабот÷икаì пpоãpаìì ëþбоãо
уpовня кваëификаöии в pеøении сëожных заäа÷.
Visual Studio уëу÷øает пpоöесс pазpаботки и упpо-
щает pазpаботку высокоэффективных пpоãpаìì.
Сpеäства Visual Studio позвоëяþт pазpабот÷икаì
pаботатü с боëüøей отäа÷ей и затpа÷иватü ìенüøе
усиëий на повтоpяþщиеся заäа÷и. В веpсиях Visual
Studio постоянно появëяþтся новые сpеäства, позво-
ëяþщие pазpабот÷икаì сосpеäото÷итüся на pеøе-
нии основных пpобëеì, а не на pутинной pаботе.
Напpиìеp, äопоëнение ReSharper, созäанное äëя
повыøения эффективности pаботы, пpовоäит ста-
тисти÷еский анаëиз коäа в ìасøтабе всеãо pеøения,
пpеäусìатpивает äопоëнитеëüные сpеäства автоза-
поëнения, навиãаöии, поиска, поäсветки синтаксиса,
фоpìатиpования, оптиìизаöии и ãенеpаöии коäа.
Также Visual Studio pазpабатывается такиì обpазоì,
÷тобы обеспе÷итü высокуþ наäежностü и совìес-
тиìостü. Visual Studio обëаäает уäа÷ныì со÷етаниеì

)i 1= j, 1=
m       n

Табëиöа 1
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безопасности, ìасøтабиpуеìости и взаиìоäействия.
В Visual Studio всеãäа поääеpживаþтся новейøие
техноëоãии, и по возìожности, обеспе÷ивается об-
pатная совìестиìостü.

Описание стpуктуpы пpогpаммного комплекса

Посëе изу÷ения основных заäа÷ пpоãpаììы и осо-
бенностей не÷етких систеì быëо спpоектиpовано и
pеаëизовано пpиëожение äëя выпоëнения основных
функöий не÷еткой систеìы: ее постpоения, заãpуз-
ки, сохpанения, паpаìетpи÷еской настpойки ìето-
äоì эвоëþöионной стpатеãии, pас÷ета оøибок вы-
÷исëения. И äëя pеøения заäа÷и иìпутиpования
быëи äобавëены ìоäуëü äëя иìитаöии восстанов-
ëения пpопусков с поìощüþ ìетоäа скоëüзящеãо
экзаìена [7] и ìоäуëü восстановëения пpопусков.

Тpебования к систеìе:
1) унивеpсаëüностü кëассов систеìы;
2) унивеpсаëüностü ìетоäов и функöий;
3) оптиìаëüностü хpанения инфоpìаöии и уäоб-

ное обpащение к ней;
4) pасøиpяеìостü, возìожностü äобавëятü но-

вые ìетоäы к базовой сбоpке.

Визуальная часть пpогpаммного комплекса

В сpеäе визуаëüноãо пpоãpаììиpования Microsoft
Visual Studio 2010 быë pеаëизован пpоãpаììный
коìпëекс. Вхоäныìи äанныìи явëяется табëиöа
набëþäений иëи заãpуженная не÷еткая ìоäеëü из
XML-файëа, выхоäныìи — набоp паpаìетpов не-
÷еткой систеìы, обеспе÷иваþщий наибоëее аäек-
ватное постpоение ìоäеëи, таких как табëиöа на-
бëþäений, база пpавиë, паpаìетpы функöии пpи-
наäëежности, паpаìетpы ìетоäов оптиìизаöии и
зна÷ения основных оøибок, по котоpыì оöенива-
ется аäекватностü ìоäеëи.

Дëя настpойки вхоäных äанных в пpоãpаììе
pеаëизованы äва типа опеpатоpа скpещивания:
ìноãото÷е÷ный и унифиöиpованный. Пpеäставëе-
ны также (μ, λ) и (μ + λ) — эвоëþöионные стpатеãии
[8, 9]. Сеëекöия — сëу÷айный отбоp, туpниpный
отбоp, pуëето÷ный отбоp и стpатеãия эëитаpизìа.
И пpеäоставëен ìноãото÷е÷ный сëу÷айный ìетоä
ìутаöии, котоpый в ÷астноì сëу÷ае также явëяется
и оäното÷е÷ныì.

Pезуëüтаты также ìожно сохpанитü в XML-файëе.
Записü в файë пpоисхоäит путеì сеpиаëизаöии объ-
екта äанноãо кëасса (÷тение путеì äесеpиаëизаöии).
Такой способ pаботы с файëаìи обеспе÷ивает на-
äежностü, pасøиpяеìостü и пpостоту.

Визуаëüно-описатеëüно стpуктуpа ìожет бытü
пpеäставëена как äеpево эëеìентов. Эëеìенты XML
описываþтся теãаìи. Такиì обpазоì, описание
ХМL-стpуктуpы пpеäставëения не÷еткой систеìы
типа синãëтон [10] пpеäставëено так:

<FuzzySystem/> — коpневой теã, вкëþ÷ает в себя
тpи основных теãа: <Variables/>, <Rules/>, <Table/>.

� <Variables/> — описание ëинãвисти÷еских пеpе-
ìенных (ЛП). Явëяется теãоì контейнеpоì äëя
теãов <Variable/>. Атpибуты: Count — ÷исëо ЛП.

 � <Variable/> — описание ЛП. Атpибуты: Name —
иìя ЛП; Min — ìиниìаëüное зна÷ение об-
ëасти опpеäеëения ЛП; Мах — ìаксиìаëüное
зна÷ение обëасти опpеäеëения ЛП.

Поäтеãи: <Terms/>.
� <Terms/> — теã-контейнеp äëя теãов <Term/>.

Атpибуты: Count — ÷исëо теpìов в ЛП.
� <Term/> — описание теpìа. Атpибуты: Name —

иìя теpìа; ТеrmТуpе — тип теpìа (возìожные
типы: TriangleTerm, GaussTerm, ParabolaTerm,
TrapezeTerm). Поäтеãи: <Params/>.

 � <Params/> — теã-контейнеp äëя теpìов, опи-
сываеìых теãоì <Param/>. Чисëо паpаìетpов
теpìа зависит от еãо типа. Так, äëя тpеуãоëü-
ноãо теpìа — тpи паpаìетpа, äëя паpабоëи-
÷ескоãо теpìа — äва паpаìетpа.

� <Param/>—паpаìетpы теpìа. Атpибуты: Number —
ноìеp паpаìетpа; Value — зна÷ение паpаìетpа.

� <Rules/> — описание базы пpавиë (БП) не÷ет-
кой систеìы. Атpибуты: Count — ÷исëо пpавиë
в БП. Поäтеãи: <Rule/>.

 � <Rule/> — описывает пpавиëо в БП.
Поäтеãи: <Antecedent/>, <Consequent/>.

� <Antecedent/> — теã-контейнеp äëя теãов <An-
tecedentPair/>.

� <AntecedentPair/> — теã, описываþщий антеöе-
äент пpавиëа. Атpибуты: Variable – иìя ЛП;
Term — иìя теpìа.

� <Таblе/> — соäеpжит описание табëиöы на-
бëþäений. Атpибуты: Count — ÷исëо набëþäе-
ний в табëиöе.
Поäтеãи: <Row/>.

 � <Row/> Соäеpжит инфоpìаöиþ об оäной
стpоке табëиöы набëþäений. Поäтеãи:
<Cells/>, <Result/>:

� <Cells/> Соäеpжит инфоpìаöиþ о зна÷ении
вхоäных ЛП. Поäтеãи <Сеll/>:

� <Сеll/> инфоpìаöия о зна÷ении вхоäной пеpе-
ìенной в äанной стpоке табëиöы набëþäений.
Атpибуты: VarName — иìя пеpеìенной äëя ко-
тоpой опpеäеëено зна÷ение; Value — зна÷ение
пеpеìенной

� <Result/> зна÷ение pезуëüтиpуþщий пеpеìенной.
Атpибуты: VarName — иìя pезуëüтиpуþщей пе-
pеìенной; Value — зна÷ение pезуëüтиpуþщей
пеpеìенной.

Постановка экспеpимента

Pазpаботанный пpоãpаììный коìпëекс быë пpи-
ìенен на äанных вязкопаpафинистой нефти, со-
äеpжащих 141 записü по восüìи хаpактеpистикаì.
В поëнуþ табëиöу быëи спеöиаëüно ввеäены пpо-
пуски, такой поäхоä позвоëяет pасс÷итыватü то÷-
ностü восстановëения, так как ìы ìожеì сpавнитü
поëу÷енный pезуëüтат с "пpопущенныìи" äанныìи.
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На пеpвоì этапе быë поäобpан оптиìаëüный
паpаìетp не÷еткой систеìы (НС) — ÷исëо теpìов
функöии пpинаäëежности на вхоäной паpаìетp. Как
виäно из табë. 2, оптиìаëüное ÷исëо теpìов буäет 5.

Даëее быë запущен ìоäуëü восстановëения пpо-
пусков с туpниpныì и эëитаpныì аëãоpитìоì се-
ëекöии в ìетоäе эвоëþöионной стpатеãии (ЭС). На
этоì этапе иссëеäоваëасü как pабота ìоäеëи вос-
становëения, так и паpаìетpы pаботы пpоãpаìì-
ноãо коìпëекса (затpа÷енное вы÷исëитеëüное вpеìя
и заãpузка пpоöессоpа). В пpоãpаììноì коìпëексе
пpеäусìотpено pазäеëение опеpаöий ìоäеëи на по-
токи, äëя вы÷исëения эффективности такоãо øаãа
ìы испоëüзоваëи ПК1: Intel Core 2 Duo, 2.0 ГГö,
2 Гбайт ОП, MS Win7 Premium и ПК2: Intel Core i7,
2,2 ГГö, 8 Гбайт ОП, MS Win7 Premium. Pезуëüтаты
пpеäставëены в табë. 3, ãäе втоpая ãpафа отобpажа-
ет затpа÷енное вы÷исëитеëüное вpеìя на 80 итеpа-
öий, т. е. это вpеìя, котоpое быëо затpа÷ено на
уëу÷øение pеøения, поëу÷енноãо не÷еткой систе-
ìой за с÷ет настpойки паpаìетpов систеìы ìето-
äоì эвоëþöионной стpатеãии (т. е. зна÷ения ãpаф
"СКО НС" и "САО НС" в зна÷ения "СКО НС + ЭС"
и "САО НС + ЭС" соответственно), а тpетüя ãpафа
"ЦП, %" отобpажает заãpузку пpоöессоpа.

Как виäно из табë. 3, ìноãопото÷ное pазäеëе-
ние опеpаöий ìоäеëи пpивоäит к тоìу, ÷то вы÷ис-

ëитеëüное вpеìя снижается в 2,7 pаз, а заãpузка ЦП
в 3,8 pаз, ÷то явëяется хоpоøиì ускоpениеì вы-
÷исëений, а оøибки вы÷исëений в сpеäнеì уìенü-
øаþтся на 7 %.

Заключение

В äанной pаботе быëа пpеäставëена ìоäеëü вос-
становëения äанных на основе не÷еткой систеìы,
котоpая позвоëяет снятü оãpани÷ения ноpìаëüности,
поëноты и оäноpоäности с вхоäных äанных, тpебуе-
ìых статисти÷ескиìи ìоäеëяìи. Быëи пpеäставëены
не÷еткая систеìа, эвоëþöионная стpатеãия и опи-
сана постановка заäа÷и иìпутиpования в интеpпpе-
таöии не÷еткой систеìы. Также быë описан пpо-
ãpаììный коìпëекс, котоpый позвоëяет pеøатü
заäа÷у иìпутиpования на основе äанной ìоäеëи.

Быëо пpовеäено иссëеäование pаботы ìоäеëи и
пpоãpаììноãо коìпëекса на äанных о вязкопаpафи-
нистой нефти. И как быëо написано выøе, ìноãо-
пото÷ное pазäеëение опеpаöий наøей ìоäеëи по-
звоëиëо снизитü как вы÷исëитеëüное вpеìя, так и
заãpузку пpоöессоpа ПК в 2,7 и 3,8 pаз соответст-
венно, ÷то явëяется важныì кpитеpиеì пpи обpа-
ботке äанных боëüøоãо объеìа.
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Табëиöа 2

Оптимальный параметр нечеткой системы

Чисëо 
терìов на 
параìетр

Оøибка вы÷исëения

Среäняя кваä-
рати÷ная (СКО)

Среäняя абсо-
ëþтная (САО)

Максиìаëü-
ная (МО)

3 0,06451 0,442859 2,29
4 0,04226 0,329707 2,09
5 0,04195 0,334178 1,84

Табëиöа 3

Результаты исследования работы модели и программного комплекса

ПК Вреìя, ÷ ЦП, %

Оøибка вы÷исëения

СКО НС
СКО

НС + ЭС
САО НС

САО
НС + ЭС

Эëитарный аëãоритì сеëекöии
ПК1 50:17:59 50 1,786795 1,618248 4,536805 3,620211
ПК2 18:35:01 13 2,031218 1,219684 4,725026 3,425808

Турнирный аëãоритì сеëекöии
ПК1 49:11:06 50 2,298067 0,883802 4,882955 2,634588
ПК2 18:25:57 13 2,362424 1,269812 5,194073 3,667147
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с точками эллиптической кpивой 
на основе нейpосетевого подхода

Введение

Пpеиìуществоì вы÷исëений наä ãpуппой то÷ек
эëëипти÷еской кpивой äëя кpиптоãpафии явëяется
pазìеp секpетноãо кëþ÷а, котоpый на поpяäок
ìенüøе кëþ÷а кpиптоãpафи÷еских схеì, основан-
ных на вы÷исëениях наä коне÷ныìи поëяìи (RSA,
схеìа Эëü—Гаìаëя). Оäнако аëãоpитìы выпоëнения
аpифìети÷еских опеpаöий наä ãpуппой то÷ек эë-
ëипти÷еской кpивой тpебуþт ускоpения пpи пpо-
ãpаììной иëи аппаpатной pеаëизаöии. Основная
опеpаöия эëëипти÷еской кpиптоãpафии (уìножение
то÷ки эëëипти÷еской кpивой на скаëяp) ìожет бытü
пpеäставëена в виäе посëеäоватеëüности опеpаöий
сëожения и уäвоения то÷ек. Важной заäа÷ей явëяется
ускоpение базовых äанных пpиìитивов эëëипти-
÷еской аpифìетики. В pаботе пpеäставëен поäхоä,
испоëüзуþщий как известный пpинöип поиска оп-
тиìаëüных äëя ускоpения вы÷исëений пpоектив-
ных кооpäинат, так и совеpøенно новый поäхоä,
связанный с испоëüзованиеì нейpонных сетей вы-
соких поpяäков. Показано, ÷то нейpонные сети

высоких поpяäков поäхоäят äëя pаспаpаëëеëива-
ния опеpаöий эëëипти÷еской кpиптоãpафии, пpи-
÷еì выбоp поpяäка не явëяется тpивиаëüной заäа-
÷ей. Ускоpение опеpаöий за с÷ет ìассовоãо паpаë-
ëеëизìа нейpонных сетей позвоëит испоëüзоватü
эëëипти÷еские кpивые äëя защиты инфоpìаöии в
pеаëüноì ìасøтабе вpеìени.

Эллиптическая кpиптогpафия

Опеpаöии наä то÷каìи эëëипти÷еской кpивой
опpеäеëяþтся наä поëеì Гаëуа GF (p), ãäе p — пpо-
стое ÷исëо (p > 3). Все аpифìети÷еские опеpаöии
выпоëняþтся по ìоäуëþ p. Эëëипти÷еская кpивая Е
заäается выpажениеì у2 = х3 + ах + b, ãäе
4a2 + 27b2 ≠ 0 и x, y, a, b ∈ GF (p). Также существует
оäин эëеìент, называеìый бесконе÷ной то÷кой и
обозна÷аеìый сиìвоëоì "О", котоpый выступает
в pоëи аääитивной еäиниöы:

∀P(х, у) ∈ Е :P + О = P.

Дëя сëожения то÷ек эëëипти÷еской кpивой су-
ществуþт сëеäуþщие пpавиëа:
� О = –О,
� P (х, у) + О = P (х, у),
� P (х, у) + P (х, –у) = О.

Опеpаöия сëожения äвух пpоизвоëüных то÷ек
эëëипти÷еской кpивой выпоëняется сëеäуþщиì
обpазоì:

P (x1, y1) + P (x2, y2) = P (x3, y3),

ãäе х3 = λ2 – х1 – х2; y3 = λ(x1 – x3) – y1; λ =
= (y2 – y1)/(x1 – x2) — уãëовой коэффиöиент каса-
теëüной к эëëипти÷еской кpивой, испоëüзуеìой
äëя опpеäеëения pезуëüтата сëожения.

Опеpаöия уäвоения то÷ки:

P (x1, y1) + P (x1, y1) = P (x3, y3),

ãäе х3 = λ2 – 2x1; y3 = λ(x1 – x3) – y1; λ = (3(x1)
2 +

+ a)/(2y1).

Уìножение то÷ки P (х, у) ∈ Е на скаëяp k наä
GF (p) опpеäеëяется сеpией сëожений:

В табë. 1 пpеäставëено ÷исëо ìоäуëяpных опеpаöий
в сëу÷ае испоëüзования аффинных кооpäинат [6].

Основной пpоöесс øифpования закëþ÷ается
в тоì, ÷то откpытое сообщение m пpеобpазуется в

БЕЗОПАСНОСТЬ ИНФОPМАЦИИ

Пpедставлен подход к постpоению нейpонных сетей

для оpганизации аппаpатного или пpогpаммного ядpа

кpиптогpафической системы на основе эллиптических

кpивых. Пpедставлены pезультаты, доказывающие це-

лесообpазность pаспаpаллеливания базовых опеpаций

эллиптической кpиптогpафии посpедством нейpонных

сетей высоких поpядков.

Ключевые слова: нейpонная сеть, кpиптогpафия,

эллиптическая кpивая

Q = [k]P = P + P + ... + P.

k раз



52 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 2, 2013

то÷ку Pm на эëëипти÷еской кpивой. Соответствуþ-
щий øифpотекст вкëþ÷ает паpу то÷ек:

Сm = {kG, Pm + kPB],

ãäе k — сëу÷айное поëожитеëüное öеëое ÷исëо, сãе-
неpиpованное исто÷никоì сообщений A; G — ба-
зовая то÷ка (ãенеpатоp); PВ = nВG — откpытый
кëþ÷ ìеста назна÷ения сообщений В и nB — сек-
pетный кëþ÷ ìеста назна÷ения В.

Пpоöесс äеøифpования ìожно описатü выpа-
жениеì

Сm{Pm + kPB} – nB(kG) = Pm + knBG – nBkG = Pm.

В основноì вpеìя на выпоëнение øифpования
затpа÷ивается на выпоëнение уìножения kG и kPB.
Поэтоìу увеëи÷ение скоpости øифpования/äе-
øифpования связано с уìенüøениеì вpеìени на
опеpаöии уìножения то÷ки на скаëяp.

Нейpосетевой метод ускоpения 
эллиптической кpиптогpафии

Наибоëее тpуäоеìкой опеpаöией из сиãнатуpы
{С, У, И} наä GF (p) явëяется инвеpсия по ìоäуëþ,
котоpуþ ìожно искëþ÷итü, пеpейäя к äpуãиì ко-
оpäинатаì. В pаботе [1] пpеäставëен сpавнитеëüный
анаëиз сëожности опеpаöии уìножения то÷ки эë-
ëипти÷еской кpивой на скаëяp, pеаëизованной в pаз-
ëи÷ных кооpäинатах: пpоективных, Якобиана, ìоäи-
фикаöиях кооpäинат Якобиана, Чуäновскоãо и äp.

Pассìотpиì äве фоpìы пpоективных кооpäинат:
� пpоективные кооpäинаты P (X, Y, Z ), эквиваëент-

ные аффинныì кооpäинатаì P (X/Z 2, Y/Z 3);
� пpоективные кооpäинаты P (Х, Y, Z ), эквива-

ëентные аффинныì кооpäинатаì P (X/Z, Y/Z ).
В табë. 2 пpеäставëены хаpактеpистики опеpаöий
наä то÷каìи в пpоективных кооpäинатах пеpвой
фоpìы, а в табë. 3 — втоpой фоpìы. Опеpаöии
в табëиöах пpеäставëены так, ÷тобы быëо виäно
независиìые ветви аëãоpитìа.
Из табë. 2 и 3 виäно, ÷то наибоëüøий вес в базо-

вых опеpаöиях эëëипти÷еской кpиптоãpафии иìеет
уìножение по ìоäуëþ p (хаpактеp поëя Гаëуа).
Кpоìе тоãо, все опеpаöии соответствуþт сиãнатуpе
коне÷ноãо коëüöа, ÷то позвоëяет испоëüзоватü уже
известные способы pаспаpаëëеëивания аëãоpитìов,
напpиìеp, нейpонные сети. Дëя äеìонстpаöии äан-
ной возìожности в табë. 2 и 3 опеpаöии быëи pаспо-
ëожены в поpяäке появëения независиìых ветвей
аëãоpитìа, на÷иная с веpхнеãо стоëбöа. Кpоìе тоãо,
соäеpжиìое табë. 2 и 3 позвоëяет опpеäеëитü ÷исëо
аpифìети÷еских опеpаöий по ìоäуëþ äëя посëеäо-
ватеëüноãо испоëнения базовых опеpаöий пpи уì-

ножении то÷ки на скаëяp k = kj2
j, kj

 ∈ {0, 1}. По-

скоëüку тpуäоеìкостü опеpаöии уìножения ÷исеë
боëüøой pазpяäности по ìоäуëþ зна÷итеëüно пpе-
выøает тpуäоеìкостü опеpаöии сëожения по ìоäу-

j 0=

l 1–

∑

Табëиöа 1

Число арифметических операций, требуемых для сложения и 
удвоения точек эллиптической кривой в аффинных координатах

Операöии по ìоäуëþ р Сëожение то÷ек Уäвоение то÷ек

Сëожение (С) 6 4
Уìножение (У) 3 4
Муëüтипëикативная
инверсия ÷исëа (И)

1 1

Общее ÷исëо 6С + 3У + 1И 4С + 4У + 1И

Табëиöа 2

Число арифметических операций, требуемых для сложения 
и удвоения точек эллиптической кривой в координатах

P(X, Y, Z), соответствующих P(X/Z2, Y/Z3)

Операöии
сëожения то÷ек

Сëож-
ностü

Операöии
уäвоения то÷ки

Сëож-
ностü

λ
1
 = x

1
,

λ
2
 = x

2

4У
λ
1
 = 3  + a , 

z
3
 = 2y

1
z
1

5У + 1С

λ
3
 = λ

1
 – λ

2
,

λ
4
 = y

1

2У + 1С
λ
2
 = 4X

1
,

x
3

=  – 2λ
2

3У + 1С

λ
5
 = y

2
,

λ
6
 = λ

4
 – λ

5

2У + 1С
λ
3
 = 8 ,

λ
4

= λ
2
 – 2x

3

1У + 1С

λ
7
 = λ

1
 + λ

2
,

λ
8
 = λ

4
 + λ

5

2С y
3
 = λ

1
λ
4
 – λ

3
1У + 1С

z
3
 = z

1
z
2
λ
3
,

x
3
 =  – λ

7

5У + 1С Итоãо 10У + 4С

λ
9
 = λ

7
 – 2x

3
,

y
3
 = (λ

9
λ
6
 – λ

8
)/2

3У + 2С

Итоãо 16У + 7С

z
2

2

z1
2

x
1

2
z
1

4

z
2

3

Y
1

2

λ
1

2

z1
3

y1
4

λ
6

2
λ
3

2

λ3
2

λ
3

3

Табëиöа 3

Число арифметических операций, требуемых для сложения 
и удвоения точек эллиптической кривой в координатах

P(X, Y, Z), соответствующих P(X/Z, Y/Z)

Операöии
сëожения то÷ек

Сëож-
ностü

Операöии
уäвоения то÷ки

Сëож-
ностü

λ
1
 = x

1
z
2
,

λ
2
 = x

2
z
1

2У
λ
1
 = 3  + a ,

λ
2
 = y

1
z
1

3У + 1С

λ
3
 = λ

2
 – λ

1
,

λ
4
 = y

1
z
2

1У + 1С λ
3
 = x

1
y
1
λ
2
,

λ
4
 =  – 8λ

3

3У + 1С

λ
5
 = y

2
z
1
,

λ
6
 = λ

5
 – λ

4

1У + 1С x
3
 = 2λ

4
λ
2
,

y
4
 = λ

1
(4λ

3
 – λ

4
) –

– 8(y
1
λ
2
)2

4У + 2С

λ
7
 = λ

1
 + λ

2
,

λ
8
 = z

1
z
2
 – λ

7

5У + 2С
z
3
 = 8

2У

z
3
 = z

1
z
2

,

x
3
 = λ

8
λ
3

3У Итоãо 12У+4С

λ
9
 = x

1
z
2
 – λ

8
,

y
3
 = λ

9
λ
6
 – y

1
z
2

3У + 2С

Итоãо 17У + 6С

x1
2

z1
2

λ
1

2

λ
6

2
λ
3

2

λ2
3

λ
3

3

λ
3

2

λ3
3
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ëþ, то сpавнитеëüнуþ оöенку буäеì пpовоäитü без
у÷ета аääитивной опеpаöии. Тоãäа äëя пеpвой фоp-
ìы потpебуется

= l (10У + 16У ) опеpаöий,

äëя втоpой фоpìы

= l (12У + 15У) опеpаöий,

ãäе l — pазpяäностü скаëяpа k в äвои÷ноì пpеä-
ставëении.

Известное m-apнoe (m = 2r ) посëеäоватеëüное
пpеäставëение скаëяpа [2] позвоëяет сокpатитü
÷исëо опеpаöий äëя пеpвой фоpìы в

max = max ≈ 2,6 pаз,

äëя втоpой фоpìы

max =max ≈ 2,25 pаз.

Поëу÷ение боëее высоких показатеëей пpоизво-
äитеëüности возìожно с поìощüþ pаспаpаëëеëи-
вания аëãоpитìа. В äанной заäа÷е себя хоpоøо за-
pекоìенäоваëи фоpìиpуеìые нейpонные сети, по-
звоëяþщие испоëüзоватü пpинöипы ìассовоãо
паpаëëеëизìа [3]. Дëя постpоения нейpонных се-
тей äанноãо типа тpебуется пеpевести заäа÷у в ней-
pосетевой ëоãи÷еский базис, ÷то явëяется нетpи-
виаëüной заäа÷ей.

Известно [4], ÷то вы÷исëитеëüный пpоöесс наä
GF (p) пеpеносится на нейpопоäобнуþ вы÷исëи-
теëüнуþ аpхитектуpу, котоpая поëу÷иëа название
"нейpонные сети коне÷ноãо коëüöа" (НСКК). Пpо-

стое аpифìети÷еское pасøиpение GF (pn) также pеа-
ëизуется на базе НСКК [5]. Оäнако вы÷исëения наä
ãpуппой то÷ек эëëипти÷еской кpивой с испоëüзо-
ваниеì тоëüко базиса НСКК pеаëизоватü тяжеëо,
поскоëüку базовые опеpаöии эëëипти÷еской аpиф-
ìетики вкëþ÷аþт уìножение зна÷ения сиãнаëа на
зна÷ение сиãнаëа, а не тоëüко на весовой коэффи-
öиент связи нейpонов.

Фоpìаëüные нейpоны, ëежащие в основе НСКК,
относятся к нейpонаì пеpвоãо поpяäка. На выхоäе
такоãо нейpона pезуëüтат неëинейноãо пpеобpазо-
вания взвеøенной суììы вхоäных сиãнаëов

y = f ,

ãäе у — сиãнаë на выхоäе фоpìаëüноãо нейpона;
xi — сиãнаë на вхоäе нейpона; wi — весовой коэф-
фиöиент; f — функöия активаöии нейpона.

Существуþт нейpоны высоких поpяäков, к кото-
pыì относятся Sigma-Pi-сети, Pi-Sigma-сети, сети
с функöионаëüныìи связяìи, нейpонные сети вто-
pоãо поpяäка, нейpонные сети с нейpонаìи-уìно-
житеëяìи. Общиì äëя сетей высоких поpяäков яв-
ëяется наëи÷ие в фоpìаëüной ìоäеëи не тоëüко
опеpаöии взвеøенноãо сëожения сиãнаëов, но и
опеpаöии взвеøенноãо пеpеìножения сиãнаëов:

yN =

= f wijlm...zxixjxjxmx.....xz .

Sпосëеä
P X/Z

2
Y/Z

3
,( )

Sпосëеä
P X/ Z( ) Y/Z,( )

Sпосëеä
P X/Z

2
Y/Z

3
,( )

Sпосëеä.m-арное
P X/Z

2
Y/Z

3
,( )

------------------------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

26У
r 10У× 16У+
----------------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞

Sпосëеä
P X/ Z( ) Y/Z,( )

Sпосëеä.m-арное
P X/ Z( ) Y/Z,( )

------------------------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

27У
r 12У× 15У+
----------------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞

Pис. 1. Нейpонная сеть втоpого поpядка для сложения точек эллиптической кpивой в пpоективной фоpме, соответствующей P(X/Z2, Y/Z3)
в аффинных координатах

wixi
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n

∑
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n
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n

∑
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n
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n
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n

∑
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Нейрон N-ãо поряäка
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Исхоäя из табë. 1 и 2 необхоäиìо
испоëüзоватü нейpоннуþ сетü с поpяä-
коì, pавныì иëи выøе 2, поскоëüку
ìаксиìаëüная степенü, встpе÷аþщая-
ся пpи вы÷исëениях, pавна 4 в сëу÷ае
пеpвой пpоективной фоpìы и pавна 3
в сëу÷ае втоpой пpоективной фоpìы.
Пpи испоëüзовании нейpонной сети
втоpоãо поpяäка увеëи÷ивается ÷исëо
сëоев, но уìенüøается сëожностü pеа-
ëизаöии нейpона, в пpотивопоëож-
ностü пpеäеëüноìу сëу÷аþ ÷етвеpто-
ãо поpяäка.

На pис. 1 пpеäставëена сфоpìиpо-
ванная в соответствии с табë. 1 ней-
pонная сетü втоpоãо поpяäка äëя вы-
поëнения опеpаöии сëожения то÷ек.
Нейpонная сетü тpетüеãо поpяäка äëя
пеpвой фоpìы (сì. табë. 2) пpеäстав-
ëена на pис. 2. Кpоìе уìенüøения
÷исëа сëоев пpи увеëи÷ении поpяäка
нейpонов уìенüøается ÷исëо синап-
ти÷еских ìежсëойных связей, ÷то уве-
ëи÷ивает наäежностü и упpощает аппа-
pатнуþ pеаëизаöиþ нейpонной сети.
Весовые коэффиöиенты нейpонных
сетей, изобpаженных на pис. 1 и 2,
ìоãут бытü опpеäеëены из табë. 2 по-
сpеäствоì сопоставëения стpок äан-
ной табëиöы со сëояìи нейpонных
сетей. На pис. 3 и 4 пpеäставëены
нейpонные сети втоpоãо и тpетüеãо
поpяäков, соответственно, äëя вто-
pой фоpìы пpоективных кооpäинат
(табë. 3).

Нейpоны с буквой "П" — нейpоны
взвеøенноãо пpоизвеäения, нейpо-
ны с буквой "Σ" — нейpоны взвеøен-
ноãо сëожения. Нейpоны сети втоpо-
ãо поpяäка иìеþт äва вхоäа, коãäа
нейpоны сети тpетüеãо поpяäка иìе-
þт тpи вхоäа. Кажäый нейpон вы-
поëняет опеpаöиþ по ìоäуëþ p.

Нейpонная сетü втоpоãо и тpетüеãо
поpяäков äëя втоpой фоpìы (сì.
табë. 2) пpеäставëена на pис. 1 и 2 со-
ответственно. Виäно, ÷то испоëüзо-
вание втоpой пpоективной фоpìы äëя
нейpонной сети втоpоãо поpяäка по-
звоëяет сокpатитü общее ÷исëо нейpо-
нов, ìежнейpонных связей и ÷исëо
сëоев по сpавнениþ с pеаëизаöией
сети на базе пеpвой пpоективной
фоpìы.

В табë. 4 пpеäставëены сpавни-
теëüные затpаты на pеаëизаöиþ ней-
pонных сетей äëя сëожения то÷ек эë-
ëипти÷еской кpивой.

Pис. 2. Нейpонная сеть тpетьего поpядка для сложения точек эллиптической кpивой

в пpоективной фоpме, соответствующей P (X/Z 2, Y/Z 3) в аффинных кооpдинатах

Pис. 3. Нейpонная сеть втоpого поpядка для сложения точек эллиптической кpивой
в пpоективной фоpме, соответствующей P (X/Z, Y/Z ) в аффинных кооpдинатах

Pис. 4. Нейpонная сеть тpетьего поpядка для сложения точек эллиптической кpивой
в пpоективной фоpме, соответствующей P (X/Z, Y/Z ) в аффинных кооpдинатах

Табëиöа 4

Требуемые для операции сложения точек эллиптической кривой затраты 
на реализацию нейронных сетей высоких порядков

Тип форìаëüноãо 
нейрона

Чисëо нейронов 
äëя первой форìы

Чисëо нейронов 
äëя второй форìы

НС второ-
ãо поряäка

НС третüе-
ãо поряäка

НС второ-
ãо поряäка

НС третüе-
ãо поряäка

Нейроны-уìножитеëи 18 10 15 13
Нейроны-суììаторы 7 7 6 6
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Опеpаöия уäвоения то÷ки также
ìожно pеаëизоватü в базисе нейpонных
сетей высоких поpяäков (pис. 5, 6).
Оäнако испоëüзование нейpонных се-
тей выøе втоpоãо поpяäка не öеëесо-
обpазно, поскоëüку веäет к неэффек-
тивныì аппаpатуpныì затpатаì: уве-
ëи÷ивается сëожностü нейpонов без
уìенüøения ÷исëа сëоев.

Тpебуеìые äëя опеpаöии уäвоения
то÷ек эëëипти÷еской кpивой затpаты
на pеаëизаöиþ нейpонных сетей вто-
pоãо поpяäка пpивеäены в табë. 5.

Кажäый сëой пpеäставëенных ней-
pонных сетей соответствует оäной
опеpаöии по ìоäуëþ p. На äиаãpаììе
pис. 7 пpеäставëены сpавнение сëож-
ности посëеäоватеëüноãо и паpаë-
ëеëüноãо поäхоäов.

Такиì обpазоì, поëу÷енные нейpо-
сетевые вы÷исëитеëüные стpуктуpы
высоких поpяäков обеспе÷иваþт ус-
коpение базовых опеpаöий эëëипти÷е-
ской кpиптоãpафии. Усëожнение от-
äеëüноãо нейpона пpи пеpехоäе к сетяì
высокоãо поpяäка не явëяется кpите-
pиеì отказа от ее испоëüзования. Есëи
сpавниватü со стpуктуpой нейpонных
сетей пеpвоãо поpяäка, котоpые иìе-
þт äесятки и сотни связей с пpеäыäу-
щиìи нейpонаìи, то выбоp в поëüзу
нейpонных сетей высокоãо поpяäка
буäет оäнозна÷ен.
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Pис. 5. Нейpонная сеть втоpого поpядка для удвоения точек эллиптической кpивой

в пpоективной фоpме, соответствующей P (X/Z 2, Y/Z 3) в аффинных кооpдинатах

Pис. 6. Нейpонная сеть втоpого поpядка для удвоения точек эллиптической кpивой
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Табëиöа 5

Требуемые для операции удвоения точек эллиптической кривой затраты 
на реализацию нейронных сетей второго порядка

Тип форìаëüноãо
нейрона

Чисëо нейронов 
äëя первой форìы

Чисëо нейронов 
äëя второй форìы

Нейроны-уìножитеëи 9 11
Нейроны-суììаторы 4 4
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Введение

В поëиãpафии äëя уëу÷øения воспpиятия отпе-
÷атков изобpажений пpиìеняþт коppекöиþ их äета-
ëизаöии с поìощüþ пpоöеäуpы, паpаìетpы котоpой
опpеäеëяþтся на основе äанных, поëу÷енных пpи
опpеäеëении ãpаäаöий на тестовых тоновых øкаëах
и фоpìиpовании соответствуþщих pавноконтpаст-
ных зависиìостей. Это уìенüøает потеpи "в тенях" и
"в светах", уëу÷øает пëавностü и то÷ностü тоновос-
пpоизвеäения. Коppекöия выпоëняется в интеpесах
ìассовоãо потpебитеëя, поэтоìу пpи pас÷етах ис-
поëüзуется ìоäеëü "станäаpтноãо набëþäатеëя", с по-
ìощüþ котоpой у÷итываþтся особенности öвето-
воспpиятия боëüøинства набëþäатеëей.

В pаìках äанной pаботы анаëоãи÷ный поäхоä
пpиìеняется äëя pеøения заäа÷и пеpсонифиöиpо-
ванной (в соответствии с öветовоспpиятиеì пpо-
извоëüноãо набëþäатеëя) коppекöии äетаëизаöии
отобpажения öветных изобpажений — их визуаëü-
ноãо пpеäставëения на пеpифеpийных устpойствах
ПЭВМ. Коppекöия выпоëняется с поìощüþ пpеä-
ваpитеëüных пpеобpазований öветных изобpажений.

Паpаметpы пpеобpазований

Паpаìетpы пpеобpазований опpеäеëяþтся на
основе äанных, поëу÷енных пpи обpаботке pезуëü-
татов визуаëüноãо иëи виpтуаëüноãо ãpаäаöионноãо
тестиpования öветовоспpиятия пpоизвоëüныì поëü-
зоватеëеì отобpажений пиксеëей тоновых øкаë.
Пpи визуаëüноì тестиpовании в ка÷естве ãpаäаöий
выбиpаþт пиксеëи, отобpажения котоpых иìеþт
ìиниìаëüные визуаëüные pазëи÷ия, а пpи виpту-
аëüноì (Lab-тестиpовании) — пиксеëи, öифpовое
описание отобpажений котоpых уäовëетвоpяет стан-
äаpтноìу Lab-кpитеpиþ öветоpазëи÷ия. В ëþбоì
сëу÷ае посëеäоватеëüностü ãpаäаöий — это посëеäо-
ватеëüностü пиксеëей, в котоpой сосеäние коìпо-
ненты иìеþт пpибëизитеëüно оäинаковый контpаст.

Пpи ãpаäаöионных пpеобpазованиях изìеняется
пëотностü pазìещения ãpаäаöий на pазëи÷ных фpаã-
ìентах тоновых øкаë. Это вëе÷ет анаëоãи÷ное из-
ìенение äетаëизаöии отобpажений тоновых øкаë и
соответствуþщих фpаãìентов общих изобpажений.

Напpиìеp, пpи pавноконтpастных ãpаäаöионных
пpеобpазованиях ãpаäаöии pаспpеäеëяþтся pавно-
ìеpно, ÷то вëе÷ет пpибëиженно pавноìеpное со-
отноøение контpастов отобpажений сосеäних пик-
сеëей пpеобpазованных тоновых øкаë [1].

Боëüøей (ìенüøей) пëотности ãpаäаöий ìежäу
äвуìя пpоизвоëüныìи пиксеëяìи тоновой øкаëы
соответствует боëüøий (ìенüøий) контpаст ìежäу
их отобpаженияìи.

Pазëи÷ные способы опpеäеëения ãpаäаöий пpи-
воäят к pезуëüтатаì, иìеþщиì pазëи÷нуþ степенü
пеpсонификаöии. Pезуëüтаты, поëу÷енные на основе
визуаëüноãо тестиpования, соответствуþт öвето-
воспpиятиþ поëüзоватеëя в боëüøей степени, ÷еì
pезуëüтаты, поëу÷енные пpи Lab-тестиpовании.

Пpи визуаëüноì тестиpовании зависиìостü кон-
тpаста от пëотности ãpаäаöий боëее пpеäсказуеìа,
а функöионаëüные зависиìости пpеäваpитеëüных
ãpаäаöионных пpеобpазований в боëüøей степени
пеpеносятся на контpастные функöионаëüные за-
висиìости фpаãìентов отобpажений пpеобpазо-
ванных öветных изобpажений.

Оäнако на пpактике боëüøие вpеìенны́е, а в сëу-
÷ае пе÷атаþщих устpойств, и äpуãие pесуpсные за-
тpаты на pеаëизаöиþ визуаëüноãо тестиpования
ìоãут оказатüся непpиеìëеìыìи. В связи с этиì в
pаìках äанной pаботы pассìатpиваþтся пpеäваpи-
теëüные пpеобpазования изобpажений, функöии
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котоpых опpеäеëяþтся по äанныì, поëу÷енныì
пpи Lab-ãpаäаöионноì тестиpовании.

Пpеäпоëаãается, ÷то коìпüþтеpная систеìа поëü-
зоватеëя (набëþäатеëя) функöиониpует пpи фикси-
pованных усëовиях öветовоспpоизвеäения на пе-
pифеpийноì устpойстве. Обозна÷иì F функöиþ
öветовоспpиятия набëþäатеëеì отобpажения RGB-
пиксеëей на какоì-ëибо пеpифеpийноì устpойст-
ве ПЭВМ. Аpãуìентаìи этой функöии явëяþтся
пиксеëи из RGB-пpостpанства, а зна÷енияìи —
пиксеëи из öветовоãо пpостpанства набëþäатеëя.

Обозна÷иì Ψ функöиþ RGB-хаpактеpизаöии öве-
товоспpиятия [2—5]. Поскоëüку ëинии уpовня функ-
öии Ψ пpибëиженно совпаäаþт с соответствуþщиìи
зонаìи тоëеpантности в öветовоì пpостpанстве
набëþäатеëя (ëинияìи уpовня функöии F ), то, ис-
поëüзуя функöиþ Ψ, ìожно поëу÷итü öифpовое
описание воспpиятия отобpажения исхоäноãо изо-
бpажения Ψ(Img).

Пустü посëеäоватеëüностü пиксеëей {xj} ⊂ Img
пpеäставëяет некотоpый фpаãìент изобpажения,
а xj ′ и xj ′′ — пpоизвоëüные пиксеëи этой посëеäо-
ватеëüности. Есëи известны Lab-кооpäинаты пик-
сеëей (Lj ′, аj ′, bj ′), (Lj ′′, aj ′′, bj ′′), то в ка÷естве öиф-
pовоãо описания их контpаста ìожно испоëüзоватü
веëи÷ину E(xj ′, xj ′′),

E(xj ′, xj ′′) = .

Детаëизаöиþ отобpажения всеãо фpаãìента
ìожно описатü с поìощüþ äвуìеpной посëеäова-
теëüности контpастов {E(Ψ(xj ′), Ψ(xj ′′))}.

Пустü М — ìножество пиксеëей RGB-куба, ко-
оpäинаты котоpых кpатны сеìнаäöати, {Тi} — тес-
товая совокупностü ступен÷атых тоновых øкаë,
пpохоäящих ÷еpез веpøины RGB-куба, на÷иная с
÷еpноãо пиксеëя (0, 0, 0) и закан÷ивая беëыì пик-
сеëеì (255, 255, 255) [1],

Ti = ti, j, ti, j ∈ M, i = 0, 1, 2, ..., 6, j = 0, 1, ..., ,

ãäе T0 — Gray-øкаëа; Т1 — Red-øкаëа; T2 — Yellow-
øкаëа; T3 — Green-øкаëа; T4 — Cyan-øкаëа; T5 —
Blue-øкаëа; T6 — Magenta-øкаëа.

Дëя кажäой тоновой øкаëы Ti опpеäеëиì ее но-
ситеëü Si — совокупностü всех RGB-пиксеëей, по-
сëеäоватеëüно pаспоëоженных от на÷аëа äо конöа
тоновой øкаëы на ëоìаной ëинии, соеäиняþщей
коìпоненты тоновой øкаëы:

{Ti} ⊂ {Si} = {si, j} ⊂ [ti,m, ti,m + 1], j = 0, 1, ..., .

Обозна÷иì е(xj ′, xj ′′) функöиþ описания вос-
пpиятия контpаста виäа

е(xj ′, xj ′′) = E(Ψ(xj ′), Ψ(xj ′′)).

Пустü fl — функöии пpеобpазования носитеëей
тоновых øкаë, пpи котоpых пеpвый и посëеäний

пиксеëи ступен÷атых тоновых øкаë и их носите-
ëей непоäвижны,

ti, 0 = si, 0 = fl (si, 0), = = fl ( ),

а pаспpеäеëение контpастов на ступен÷атых тоно-
вых øкаëах уäовëетвоpяет сëеäуþщей систеìе
уpавнений:

= ,(1)

ãäе τl, i — некотоpые функöии, зна÷енияìи кото-
pых явëяþтся поëожитеëüные ÷исëа.

Гpафики функöий τl, i(ti, j, ti, j + 1) и е(fl(ti, j), fl(ti, j + 1))
как функöий от j, поäобны, поскоëüку пpи ëþбоì j
из (1) сëеäует

τl, i(ti, j, ti, j + 1) = dl, i•e( fl (ti, j), fl (ti, j + 1)),

ãäе

dl, i = .

Сëеäоватеëüно, заäавая виä ãpафиков функöий
τl, i, ìожно коppектиpоватü äетаëизаöиþ ступен÷атых
тоновых øкаë, их носитеëей, а также соответст-
вуþщих фpаãìентов общих öветных изобpажений.

Зна÷ения RGB-кооpäинат пиксеëей ti, j, fl (ti, j)
явëяþтся öеëыìи ÷исëаìи. Уже по оäной этой пpи-
÷ине то÷ное pеøение систеìы уpавнений (1) невоз-
ìожно. Дëя пpибëиженноãо pеøения уpавнений (1)
ìоãут бытü пpеäëожены pазëи÷ные способы. В pаì-
ках äанной pаботы пpеäëаãается аëãоpитì пpибëи-
женноãо вы÷исëения функöий fl с поìощüþ ãpаäаöий.

Вычисление гpадаций

Обозна÷иì {Gi} посëеäоватеëüности ãpаäаöий,
выбpанных на носитеëях {Si} по станäаpтноìу кpи-
теpиþ öветоpазëи÷ия:

Gi = {gi, j}, j = 0, 1, ..., , e(gi, j, gi, j + 1) > E ′,

j = 0, 1, ...,  – 1,

ãäе E ′ — некотоpое поëожитеëüное ÷исëо, обы÷но
pавное пяти.

Зна÷ения ãpаäаöий ìоãут бытü вы÷исëены pаз-
ëи÷ныìи способаìи. Кpатко опиøеì оäин из них.
В ка÷естве пеpвой ãpаäаöии выбеpеì пеpвый коì-
понент посëеäоватеëüности Si:

gi, 0 = si, 0.
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В ка÷естве сëеäуþщей ãpаäаöии сëеäует выбpатü
пеpвый (пустü si, j ′) из тех коìпонентов si, j, j l 1,
котоpый уäовëетвоpяет кpитеpиþ öветоpазëи÷ия:

gi, 1 = si, j ′, e(gi, 0, si, j ′) > E ′.

Даëее из коìпонентов носитеëя si, j, j > j ′, в ка-
÷естве сëеäуþщей ãpаäаöии также выбиpается пеp-
вый пиксеëü (пустü si, j ′′), уäовëетвоpяþщий кpите-
pиþ öветоpазëи÷ия:

gi, 2 = si, j ′′, e(gi, 1, si, j ′′) > E ′.

Анаëоãи÷ныì обpазоì ìожно поëу÷итü все ос-
тавøиеся ãpаäаöии.

Есëи посëеäняя выбpанная такиì обpазоì ãpаäа-
öия совпаäает с посëеäниì коìпонентоì носитеëя

, то пpоöесс опpеäеëения ãpаäаöий ìожно с÷и-

татü завеpøенныì. Ина÷е, в зависиìости от зна÷е-
ния контpаста сëеäует ëибо увеëи÷итü ÷исëо ãpаäа-

öий, äобавив к их совокупности , ëибо оставитü

÷исëо ãpаäаöий пpежниì, но заìеститü посëеäнþþ

ãpаäаöиþ пиксеëеì .

Вычисление функции пpеобpазования
с помощью гpадаций

Обозна÷иì {si,n(l, i, j)} посëеäоватеëüностü пиксе-
ëей, опpеäеëяþщих ìестопоëожение ãpаäаöий gi, j
на носитеëях {Si} посëе пpеобpазования fl. Потpе-
буеì, ÷тобы äëя si, n(l, i, j) уäовëетвоpяëисü соотно-
øения, анаëоãи÷ные соотноøенияì (1) äëя пиксе-
ëей ступен÷атых тоновых øкаë:

=

= , (2)

ãäе

gi, j = fl (si, n(l, i, j)), j = 0, 1, ...,  – 1, 

gi, 0 = si, 0 = fl (si, 0), = = fl ( ).

В ка÷естве функöий τ0, i выбеpеì функöиþ оп-
pеäеëения pасстояний в RGB-пpостpанстве:

τ0, i(si, j ′, si, j ′′) = ρ(si, j ′, si, j ′′) = ρ(si,m, si,m + 1).

Из соотноøений (2) иìееì

=

= . (3)

Поскоëüку

ρ(si,n(0, i,m), si, n(0, i,m+1)) = ρ(si, 0, ),

то

ρ(si, n(0, i, j), si, n(0, i, j+1)) = •e(gi, j, gi, j+1), (4)

ãäе

= .

Пустü ãpаäаöии вы÷исëены, тоãäа ìоãут бытü

вы÷исëены и зна÷ения . Это позвоëяет посëе-

äоватеëüно опpеäеëитü новое ìестопоëожение ãpа-
äаöий. Так, пpи j = 0 из выpажения (4) иìееì уpав-
нение с известной пpавой ÷астüþ

ρ(si, 0, si, n(0, i, 1)) = •e(gi, 0, gi, 1).

Посëеäоватеëüно пpи j ′ = {1, 2, ...} вы÷исëяя
суììы

ρ(si, 0, si, j ′) = ρ(si,m, si,m + 1),

ìожно найти такое зна÷ение j ′, пpи котоpоì буäет
выпоëнено неpавенство

ρ(si, 0, si, j ′) l •e(gi, 0, gi, 1).

Поëаãая n(0, i, 1) = j′, из соотноøения (2) уже пpи
j = 1 иìееì уpавнение с известной пpавой ÷астüþ:

ρ(si, n(0, i, 1), si,n(0, i, 2)) = •e(gi, 1, gi, 2).

Отсþäа опpеäеëяеì n(0, i, 2), а затеì и все ос-
тавøиеся n(0, i, j ). Такиì обpазоì опpеäеëяþтся
пиксеëи {si,n(0, i, j)} — посëеäоватеëüностü аpãуìентов,
äëя котоpых опpеäеëены зна÷ения f0.

Зна÷ения функöии пpеобpазования f0 от коìпо-
нентов носитеëя Si, pаспоëоженных ìежäу пиксе-
ëяìи si,n(0, i, j), ìоãут бытü вы÷исëены обы÷ныì путеì
с поìощüþ интеpпоëяöии. Всëеäствие этоãо äëя со-
сеäних пиксеëей из {si, k( j)}, j = 0, 1, ...,  — не-
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котоpых поäпосëеäоватеëüностей носитеëей Si,
пpибëиженно выпоëняþтся соотноøения, анаëоãи÷-
ные соотноøенияì (3) äëя пиксеëей, опpеäеëяþ-
щих ìестопоëожение ãpаäаöий посëе пpеобpазова-
ния, а иìенно

≈

≈ . (5)

Выпоëнение усëовий (5) äëя pавноìеpных по-
сëеäоватеëüностей озна÷ает, ÷то с поìощüþ функ-
öии f0 выпоëняþтся Lab-pавноконтpастные ãpаäа-
öионные пpеобpазования. Всëеäствие неизбежных
поãpеøностей то÷ная pавноконтpастностü не äос-
тижиìа, но, как показывает пpактика, пpи pас-
сìотpенноì пpеобpазовании äиапазон изìенения
Lab-контpастов на ступен÷атых тоновых øкаëах
существенно (в 2—4 pаза) сужается по сpавнениþ
с исхоäныì äиапазоноì. Это вëе÷ет уëу÷øение äе-
таëизаöии и тоновоспpоизвеäения отобpажений,
тоновых øкаë и соответствуþщих фpаãìентов об-
щих öветных изобpажений.

Даëее pассìотpиì вспоìоãатеëüнуþ систеìу
уpавнений виäа

=

= , (6)

ãäе { }, j = 0, 1, ...,  — посëеäоватеëüности ãpа-

äаöий, выбpанных на носитеëях {Si} по кpитеpиþ

τl, i( , ) > E ′′, j = 0, 1, ...,  – 1,

= ϕl ( ), j = 0, 1, ...,  – 1, 

= ϕl(si, 0), = ϕl( ),

E ′′ = E ′• .

Посëе опpеäеëения функöии ϕl из (6) способоì,
анаëоãи÷ныì способу опpеäеëения f0 из выpаже-
ния (3), ìожеì утвеpжäатü спpавеäëивостü соотно-
øений, анаëоãи÷ных соотноøенияì (5):

≈

≈ . (7)

Из соотноøений (5) и (7) иìееì

 ≈ 

≈ . (8)

Обозна÷иì fl функöиþ, уäовëетвоpяþщуþ ус-
ëовияì виäа

f0(si, j) = fl (ϕl(si, j)),

и пустü посëеäоватеëüностü {si, k( j)} такова, ÷то

ti, j = ϕl(si, k( j)), ti, j + 1 = ϕl(si, k( j+1)),

тоãäа из (8) поëу÷аеì

 ≈ .

Такиì обpазоì, постpоена искоìая функöия fl,
опpеäеëенная на всей совокупности ступен÷атых
тоновых øкаë, с поìощüþ котоpой pаспpеäеëение
контpастов на тоновых øкаëах явëяется пpибëижен-
но поäобныì pаспpеäеëениþ зна÷ений функöии τl, i.

Согласованное гpадационное пpеобpазование 
RGB-куба

Пустü известна fl — функöия ãpаäаöионноãо
пpеобpазования тоновых øкаë Ti и их носитеëей Si.
Дëя опpеäеëения зна÷ения этой функöии от пpо-
извоëüноãо пиксеëя RGB-куба P0 = (r0, g0, b0), не
пpинаäëежащеãо ìножеству øкаë {Si}, ÷еpез то÷ку P0
пpовеäеì пëоскостü пеpпенäикуëяpно сеpой øкаëе
(Gray-øкаëе). Кооpäинаты то÷ки P1 = {r1, g1, b1)
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пеpесе÷ения этой пëоскости и соответствуþщей
äиаãонаëи RGB-куба pавны äpуã äpуãу, пpи÷еì

r1 = g1 = b1 = .

Обозна÷иì ÷еpез P2 и P3 такие то÷ки пеpесе÷ения
пpовеäенной пëоскости и ëоìаных ëиний тоновых
øкаë, котоpые и явëяþтся бëижайøиìи к P2 и со-
ставëяþт вìесте с то÷кой P1 невыpожäенный тpе-
уãоëüник ΔP1P2P3, соäеpжащий P0.

Дëя кажäой из то÷ек Pj, j ∈ {1, 2, 3}, существует

такая паpа то÷ек  и  на соответствуþщеì но-

ситеëе Si( j), ÷то Pj ∈ [ , ]. Поскоëüку зна÷ения

fl ( ) и fl ( ) известны, то с поìощüþ интеpпо-

ëяöии ìоãут бытü вы÷исëены и зна÷ения fl (Pj).

Обозна÷иì ÷еpез Al ìатpиöу pазìеpоì [3 Ѕ 3]
ëинейноãо пpеобpазования тpеуãоëüника ΔP1P2P3 в
тpеуãоëüник Δ fl (P1)fl (P2)fl (P3). Заìетиì, ÷то в сиëу
невыpожäенности тpеуãоëüника ΔP1P2P3 ìатpиöа Аl
существует, еäинственна и ìожет бытü вы÷исëена
по известныì аëãоpитìаì из систеìы äевяти уpав-
нений с äевятüþ неизвестныìи (коìпонентаìи
ìатpиöы Al):

AlPj = fl (Pj), j ∈ {1, 2, 3}.

Посëе вы÷исëения ìатpиöы Al поëаãаеì

fl (P0) = AlP0,

÷то в сиëу пpоизвоëüности пиксеëя P0 озна÷ает
поëное опpеäеëение функöии ãpаäаöионноãо пpе-
обpазования пиксеëей RGB-куба, соãëасованноãо с
ãpаäаöионныì пpеобpазованиеì ступен÷атых то-
новых øкаë {Тi}.

Обозна÷иì ÷еpез Img пpоизвоëüное RGB-изо-
бpажение. Вëияние пpеäваpитеëüноãо пpеобpазо-
вания fl на äетаëизаöиþ отобpажения Img ìожно
оöенитü пpи визуаëüноì сpавнении отобpажений
изобpажений Img и fl (Img), а также пpи вы÷исëе-
нии Lab-контpаста пиксеëей изобpажений Ψ(Img)
и Ψl (fl (Img)).

Пpимеpы коppекции детализации

Дëя изãотовëения иëëþстpаöий быëо созäано
спеöиаëüное пpоãpаììное обеспе÷ение Т_12, функ-
öиониpуþщее на базе оäноãо коìпüþтеpа типа PC
IBM с обоëо÷кой Windows XP с öветныì ëазеpныì
пpинтеpоì HP Color LaserJet 4700n и öветныì ìо-
нитоpоì FLATRON L1950SQ.

С поìощüþ T_12 быëа вы÷исëена функöия Ψ —
функöия RGB-хаpактеpизаöии öветовоспpиятия
отобpажений öветных пиксеëей на ìонитоpе поëü-
зоватеëя с такой аноìаëией öветовоãо зpения как
пpотанопия. Хаpактеpистики öветовоспpиятия пpо-

танопа поëу÷ены из выхоäных äанных пpоãpаììы
ColorOracle [6].

В ка÷естве тестовоãо изобpажения Img испоëü-
зоваëосü изобpажение из ступен÷атых тоновых øкаë
Img = {Ti} (pис. 1, сì. втоpуþ стоpону обëожки).
Цифpовое описание воспpиятия äанноãо изобpа-
жения иìеет виä в соответствии с pис. 2 (сì. вто-
pуþ стоpону обëожки).

Пpеäваpитеëüные пpеобpазования изобpажения
выпоëняëисü с поìощüþ функöий f0 и f1. В ка÷е-
стве обpазöов äëя пpеобpазования контpастов пpи-
ìеняëисü функöии

τ0, i(si, j ′, si, j ′′) = ρ(si, j ′, si, j ′′), τ1, i(si, j ′, si, j ′′) = E(si, j ′, si, j ′′).

Посëе pавноконтpастноãо ãpаäаöионноãо пpе-
обpазования f0 воспpиятие изобpажения соответст-
вует pис. 3, посëе f1 — pис. 4 (сì. втоpуþ стоpону
обëожки).

Как показывает пpактика, соотноøение зна÷ений
Lab-контpастов соответствует визуаëüноìу воспpи-
ятиþ. Напpиìеp, äëя ÷асти Magenta-øкаëы (T6)
вы÷исëенные посëеäоватеëüности контpастов иìе-
þт виä в соответствии с pис. 5 (сì. втоpуþ стоpону
обëожки).

Заключение

Pассìотpена заäа÷а коppекöии äетаëизаöии
отобpажений RGB-изобpажений на пеpифеpийных
устpойствах ПЭВМ. Пpивеäен аëãоpитì äëя pеøе-
ния этой заäа÷и, котоpый ìожет бытü pеаëизован
с поìощüþ спеöиаëüноãо пpоãpаììноãо обеспе÷е-
ния в автоìати÷ескоì, и пpи необхоäиìости, в pу÷-
ноì pежиìе поä упpавëениеì поëüзоватеëя.

Pезуëüтаты pаботы иìеþт важное пpакти÷еское
зна÷ение, поскоëüку позвоëяþт созäатü пpоãpаìì-
ный инстpуìент, äаþщий возìожностü кажäоìу
поëüзоватеëþ коppектиpоватü äетаëизаöиþ ото-
бpажений öветных изобpажений в соответствии
с собственныìи пpеäпо÷тенияìи.
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Подход к pешению задачи 
pектификации стеpеоизобpажений 

по сцене без калибpовки камеp

Введение

Pектификаöия изобpажений (image rectification)
явëяется оäной из важных заäа÷ пpи созäании сис-
теìы стеpеозpения. Поä pектификаöией обы÷но
пониìаþт пpивеäение набоpа изобpажений к общей
кооpäинатной систеìе так, ÷тобы ãоpизонтаëüные
ëинии на изобpажениях соответствоваëи оäной пëос-
кости. Как пpавиëо, äанной заäа÷е уäеëяется ìаëо
вниìания всëеäствие тоãо, ÷то она pеøается оäно-
кpатно äëя конкpетной систеìы каìеp. Теì не ìенее,
систеìы стеpеокаìеp становятся вся боëее востpебо-
ванныìи в pазëи÷ных обëастях [2]. В пеpсонаëüных
систеìах стеpеозpения исто÷никоì изобpажений ìо-
ãут бытü каìеpы, установëенные в ìобиëüных те-
ëефонах, ноутбуках и äp. В äанной статüе ìы пpеä-
ëаãаеì ìетоäику pектификаöии изобpажений без
необхоäиìости каëибpовки и взаиìной каëибpов-
ки каìеp. Пpеäëаãаеìый поäхоä позвоëит коне÷-
ноìу поëüзоватеëþ поëу÷итü pектифиöиpованный
стеpеопоток, напpиìеp, поäкëþ÷ив äопоëнитеëü-
нуþ веб-каìеpу к ноутбуку.

Постановка задачи

Пpеäëаãаеìая в статüе ìоäеëü pеøения явëяется
аäаптаöией заäа÷и стабиëизаöии виäеопотока к pек-
тификаöии изобpажений. Основой заäа÷и стабиëи-
заöии виäеопотока явëяется опpеäеëение паpаìет-
pов пеpеìещения каìеpы ìежäу посëеäоватеëüныìи

каäpаìи иëи эквиваëентная ей заäа÷а опpеäеëения
пеpеìещения изобpажения. Поä пеpеìещениеì изо-
бpажения пониìается набоp необхоäиìых тpанс-
фоpìаöий äëя пpевpащения каäpа в посëеäуþщий.
Как пpавиëо, pассìатpивается пpоекöионная ìоäеëü
каìеpы иëи, в сëу÷ае пpенебpежения äистоpсияìи,
вносиìыìи оптикой, ìоäеëü каìеpы-обскуpы. В об-
щей постановке заäа÷и у÷итываþтся все øестü степе-
ней свобоäы каìеpы: пеpеìещения вäоëü тpех осей
äекаpтовых кооpäинат, а также повоpоты вокpуã
этих осей [3]. Нахожäение всех øести паpаìетpов
пеpеìещения явëяется нетpивиаëüной заäа÷ей, по-
этоìу в ìоäеëи пpиìеняþтся упpощения. Пpово-
äится оãpани÷ение ваpиаöий уãëов äо ìаëых зна-
÷ений (это позвоëяет пpиìенятü сëеäствия пеpвоãо
заìе÷атеëüноãо пpеäеëа и пpивоäитü заäа÷у к ëи-
нейной), а также искëþ÷аþтся некотоpые степени
свобоäы. В äанной статüе pассìатpивается pеøение
анаëоãи÷ной заäа÷и с у÷етоì спеöифики стеpео-
зpения. В пpеäëаãаеìой наìи ìоäеëи пëоскости изо-
бpажения пpиниìаþтся паpаëëеëüныìи, т. е. опти-
÷еские оси каìеp с÷итаþтся коëëинеаpныìи. Такое
упpощение пpавоìеpно в pаìках пpакти÷еских пpи-
ìенений, напpиìеp, закpепëение äопоëнитеëüной
каìеpы на кpыøке ноутбука. Сëеäствиеì этоãо уп-
pощения явëяется искëþ÷ение из pассìотpения äвух
повоpотных степеней свобоäы. Еще оäно äопуще-
ние äеëается в отноøении уãëа повоpота каìеpы
вокpуã опти÷еской оси: буäеì с÷итатü еãо ìаëыì.

Декомпозиция и анализ задачи

Pассìотpиì ìатеìати÷еское описание пpоöесса
тpансфоpìаöии изобpажения оäной каìеpы в изо-
бpажение äpуãой с у÷етоì пpинятых оãpани÷ений.
В pаìках ìоäеëи ÷етыpе степени свобоäы ìожно
тpактоватü как тpи пpеобpазования виäа �2 ⇒ �2 наä
то÷кой изобpажения p ∈ �2. Пеpеìещение Т(p) вäоëü
осей, ëежащих в пëоскости изобpажения, ìожно
описатü еäиныì вектоpоì пеpеìещения v

0
= (d

x
, d

y
)т:

T(p) = p + (dx, dy)
т.

Вpащение R(p) каìеpы вокpуã опти÷еской оси
эквиваëентно повоpоту изобpажения на опpеäе-
ëенный уãоë Θ вокpуã то÷ки pc:

R(p) = pc + (p – pc).

Движение вäоëü опти÷еской оси Z(p) ìожно
описатü ÷еpез äефоpìаöиþ pастяжения относи-
теëüно то÷ки pc, у÷итывая пpи этоì возìожное из-
ìенение соотноøения стоpон:

Z(p) = pc + (p – pc),

ãäе kx, ky — коэффиöиенты pастяжения изобpаже-
ния вäоëü осей абсöисс и оpäинат.

Pассматpивается метод пpедобpаботки изобpажений

в системах стеpеозpения, основанный на модификации

алгоpитма стабилизации видео [1]. Метод описывает

pектификацию изобpажений как набоp последователь-

ных пpеобpазований, каждое из котоpых находится как

pешение оптимизационной задачи. Описываются мате-

матическая модель, соответствующая основным поло-

жениям подхода к стабилизации видео, оптимизацион-

ные методы нахождения паpаметpов пpеобpазований и

статистические алгоpимты уточнения pешения. Пpед-

лагаемый подход не тpебует пpедваpительной калиб-

pовки камеp и использует только изобpажения сцены.

Пpактической областью пpименения данного pешения

являются пеpсональные системы стеpеозpения.

Ключевые слова: стеpеозpение, машинное зpение, сте-

pеоизобpажения, калибpовка, камеpы, стабилизация видео
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Pезуëüтатоì pеøения заäа÷и pектификаöии яв-
ëяется набоp веëи÷ин pc, v0, Θ, kx, ky. Все тpи пpе-
обpазования явëяþтся ëинейныìи по отноøениþ
к то÷ке, поэтоìу с то÷ностüþ äо коэффиöиентов
они ìоãут пpовоäитüся в ëþбоì поpяäке. В пpеä-
ëаãаеìоì наìи pеøении поиск паpаìетpов осуще-
ствëяется в посëеäоватеëüности T → R → Z.

Pешение задачи

Pеøение заäа÷и состоит из ÷етыpех основных
этапов, базиpуется на опеpаöиях с вектоpныì по-
ëеì пеpеìещения то÷ек и явëяется заäа÷ей опти-
ìизаöии. Линейностü кажäоãо из пpеобpазований
позвоëиëа наì pазäеëитü pеøение заäа÷и на неза-
висиìые этапы, кажäый из котоpых также явëяется
заäа÷ей оптиìизаöии. На пеpвоì этапе выпоëня-
þтся поиск и фиëüтpаöия то÷е÷ных особенностей
на изобpажении пеpвой каìеpы. На втоpоì этапе
стpоится вектоpное поëе пеpеìещения то÷ек и на-
хоäятся паpаìетpы пеpеìещения Т(p). На тpетüеì
этапе вы÷исëяþтся паpаìетpы тpансфоpìаöии
R(p) с у÷етоì пpеäваpитеëüной оöенки кооpäинат
то÷ки pc. На посëеäнеì øаãе опpеäеëяþтся паpа-
ìетpы пpеобpазования Z(p) и нахоäятся попpавки
äëя кооpäинат то÷ки pc.

Поиск точечных особенностей

В заäа÷е стабиëизаöии виäеопотока пpиìеняется
pас÷ет вектоpноãо поëя пеpеìещения то÷ек изо-
бpажения. Опоpные то÷ки поëя нахоäятся в узëах
pеãуëяpной сетки. Дëя уìенüøения веpоятности
некоppектноãо опpеäеëения пеpеìещений ìы пpеä-
ëаãаеì испоëüзоватü в ка÷естве опоpных то÷ки с ìак-
сиìаëüной äиспеpсией окpестности. Поä äиспеp-
сией окpестности пониìается äиспеpсия яpкости
пиксеëей в ìаëой кваäpатной сиììетpи÷ной окpе-
стности pассìатpиваеìой то÷ки. Дëя тоãо ÷тобы
опоpные то÷ки быëи pаспpеäеëены относитеëüно
pавноìеpно, пpиìеняеì фиëüтpаöиþ ÷еpез pеãу-
ëяpнуþ сетку. Такиì обpазоì, на кажäуþ я÷ейку
pеãуëяpной сетки буäет пpихоäитüся не боëее оäной
то÷е÷ной особенности, как и в оpиãинаëüноì ìе-
тоäе, но кажäая из них буäет обëаäатü ëокаëüно ìак-
сиìаëüной äиспеpсией. Я÷ейки, внутpи котоpых
äиспеpсия окpестности то÷ек не пpевыøает заäан-
ный поpоã, буäут "пустыìи". Кpоìе тоãо, äëя сни-
жения веpоятности ëожных сpабатываний поиск
то÷е÷ных особенностей пpовоäится с заäанныì от-
ступоì от кpая изобpажения, так как кpая изобpа-
жения с пеpвой каìеpы с высокой веpоятностüþ
буäут отсутствоватü на изобpажении со втоpой ка-
ìеpы, и наобоpот.

Нахождение вектоpного поля пеpемещения

Дëя кажäой то÷ки на изобpажении с пеpвой ка-
ìеpы, отобpанной на пpеäыäущеì этапе, найäеì
соответствие на изобpажении со втоpой каìеpы.

В общеì сëу÷ае каìеpы не явëяþтся иäенти÷ныìи,
иìеþт pазëи÷ные оптику и ÷увствитеëüностü ìат-
pиöы, а зна÷ит, изобpажения буäут иìетü pазëи÷-
нуþ яpкостü и öветовой баëанс. Поэтоìу äо поиска
соответствий пpовоäиì öветовуþ каëибpовку изо-
бpажений [4]. Поскоëüку в наøей ìоäеëи заëожена
возìожностü повоpота изобpажений на ìаëый уãоë,
то наì необхоäиìо у÷итыватü вëияние повоpота на
функöиþ соответствия. Поэтоìу в ка÷естве кpитеpия
поäобия ìы испоëüзуеì взвеøенное сpеäнекваäpа-
ти÷ное откëонение (weighted MSE) [1]. Весовой ко-

эффиöиент ìы поëожиëи pавныì (1 + )–1.

В pезуëüтате äëя кажäой изна÷аëüно отобpанной
то÷ки поëу÷иëи инäивиäуаëüный вектоp ее пеpе-
ìещения Тp (pис. 1) и зна÷ение ìиниìуìа wMSE,

явëяþщееся кpитеpиеì äостовеpности pезуëüтата.
Дëя ускоpения pаботы аëãоpитìа ìы пpиìениëи
оäну из ìоäификаöий аëãоpитìа поиска соответ-
ствий с аäаптивныì окноì [5].

Поëу÷енное поëе по-пpежнеìу соäеpжит в себе
вектоpы, соответствуþщие ëожныì сpабатыванияì.
Коppектное опpеäеëение вектоpноãо поëя пеpеìе-
щений то÷ек изобpажения явëяется существенныì
äëя то÷ности pаботы всех äаëüнейøих этапов.
Иìенно поэтоìу на äанноì этапе необхоäиìо обес-
пе÷итü ìиниìизаöиþ ÷исëа оøибо÷но найäенных
вектоpов. Наìи пpеäëожен способ фиëüтpаöии век-
тоpов: изобpажение pазбивается на äостато÷но кpуп-
ные бëоки, в pаìках котоpых, теì не ìенее, уãоë
откëонения кажäоãо вектоpа пеpеìещения от сpеä-
неãо вектоpа по бëоку невеëик. Заäав поpоã ìакси-
ìаëüноãо откëонения от сpеäнеãо, ìы ìожеì изба-
витüся от завеäоìо некоppектных вектоpов. В на-
øеì экспеpиìенте ìы испоëüзоваëи øестü бëоков
(3 Ѕ 2) и äопуск уãëа откëонения ±π/6. Веëи÷ина
уãëа откëонения поëу÷ена в pаìках пpовеäенных
÷исëенных экспеpиìентов. На pис. 1 ìожно виäетü
вектоpы, котоpые быëи отсеяны в pезуëüтате фиëüт-
pаöии (они изобpажены тонкиìи ëинияìи).

Δx Δy+

Pис. 1. Вектоpное поле пеpемещения точек с указанием от-
фильтpованных вектоpов
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Дëя сöен, все то÷ки котоpых явëяþтся pавно-
уäаëенныìи от каìеp, сpеäний вектоp пеpеìеще-
ния Tavg позвоëяет пpовести пpеäваpитеëüнуþ

оöенку то÷ки  пеpеìещениеì öентpа изобpажения

pim =  с пеpвой каìеpы:

= pim + Tavg.

Нахождение угла повоpота

Найäенная оöенка  позвоëяет ãаpантиpоватü,
÷то посëе пpибавëения ко всеì вектоpаì vp вектоpа
–Tavg искоìая то÷ка pc буäет нахоäитüся в пpеäеëах
виäиìоãо изобpажения (pис. 2).

Лемма. Исхоäная обëастü вектоpноãо поëя пе-
pеìещений то÷ек, сìещенная на вектоp –Tavg, буäет
соäеpжатü в себе то÷ку, относитеëüно котоpой осу-
ществëяется опеpаöия äефоpìаöии pастяжения.

Доказательство (от пpотивноãо).
Пpеäпоëожиì, ÷то то÷ка pc нахоäится за пpеäе-

ëаìи сìещенной обëасти по некотоpой кооpäинате
Q. Тоãäа сpеäний вектоp пеpеìещения:

1) устpеìëен к то÷ке pc вäоëü оси Q в сëу÷ае, есëи
коэффиöиент äефоpìаöии по кооpäинате Q ìенüøе 1;

2) устpеìëен от то÷ки pc вäоëü оси Q в сëу÷ае,
есëи коэффиöиент äефоpìаöии по кооpäинате Q
боëüøе 1;

3) в пpоекöии на осü Q буäет pавен 0, есëи ко-
эффиöиент äефоpìаöии по кооpäинате Q pавен 1.

В пеpвоì и втоpоì сëу÷аях ìы поëу÷аеì пpоти-
воpе÷ие, так как новый сpеäний вектоp пеpеìещения

(vp – Tavg) = vp – Tavg = Tavg – Tavg = 0.

В тpетüеì сëу÷ае pассìатpивается тpивиаëüная опе-
pаöия äефоpìаöии, котоpая ìожет осуществëятüся
относитеëüно ëþбой то÷ки, ÷то также пpотивоpе-
÷ит изна÷аëüноìу утвеpжäениþ. Лемма доказана.

Найäеì о÷еpеäное пpибëижение то÷ки . Вос-
поëüзуеìся ãипотезой о ìаëости уãëа повоpота.
В äанноì сëу÷ае законоìеpно пpеäпоëожение, ÷то
äве пpяìые, паpаëëеëüные осяì кооpäинат и пpохо-
äящие ÷еpез искоìуþ то÷ку, pазбиваþт пëоскостü
изобpажения на ÷етыpе кваäpанта знакопостоянства
пpоекöий вектоpов пеpеìещения на оси кооpäинат.
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Pис. 4. Зависимость суммы модулей скаляpных пpоизведений от угла повоpота и pе-
зультиpующее поле

Pис. 2. Вектоpное поле пеpемещения точек после смещения

Pис. 3. Поиск кооpдинат центpальной точки для опеpации по-
воpота

nvp =  на еäини÷ные вектоpы "напpавëения на

то÷ку" tp = . Максиìизаöия суììы ìоäуëей

скаëяpных пpоизвеäений ноpìиpованных вектоpов
ãаpантиpует ìиниìизаöиþ сpеäнеãо уãëа откëоне-
ния äëя ìаëых зна÷ений уãëа откëонения вне зави-
сиìости от pазìеpов изобpажений:

∀ Θ:|Θ| < : |(nvp•tp)| = |cosΘn|

пpи |cosΘn| → n, Θn → 0.
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Воспоëüзуеìся ÷исëенныì ин-
теãpиpованиеì с pазëи÷ныì øа-
ãоì вäоëü осей äëя нахожäения
то÷ки . Гëобаëüные ìаксиìу-
ìы на ãpафике (pис. 3) соответ-
ствуþт кооpäинатаì искоìоãо
пpибëижения.

Поиск уãëа повоpота ìы пpеä-
ëаãаеì осуществëятü по пpинöи-
пу ìаксиìизаöии суììы ìоäуëей
скаëяpных пpоизвеäений еäи-

ни÷ных вектоpов пеpеìещения

pc″
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Пpакти÷ески наì уäаëостü показатü, ÷то äанный
ìетоä явëяется эффективныì äëя опpеäеëения уãëа
повоpота вокpуã опти÷еской оси (pис. 4) в сëу÷ае,
есëи оöенка  явëяется äостато÷но то÷ной.

Пpеäпоëожение о ìаëости уãëа Θ позвоëяет из-
бежатü ситуаöии, коãäа повоpот изобpажения на
уãоë π буäет также ìаксиìизиpоватü суììу. Най-
äенный уãоë Θ вìесте с оöенкой  опpеäеëяет
пpеобpазование повоpота R(p), оäновpеìенно уто÷-
няя пpеобpазование пеpеìещения Т(p).

Изменение pазмеpа изобpажения

В общеì сëу÷ае испоëüзуеìые каìеpы явëяþтся
неиäенти÷ныìи, иìеþт pазëи÷ный уãоë обзоpа, а их
пëоскости изобpажений явëяþтся паpаëëеëüныìи,
но не совпаäаþт. Пpеобpазование Z(p) у÷итывает
все эти фактоpы и äопускает изìенение отноøения
стоpон изобpажения. Мы пpеäëаãаеì äëя нахожäе-
ния коэффиöиентов kx и ky ìиниìизиpоватü суììу
ìоäуëей вектоpов пеpеìещения, поëу÷аеìых посëе
тpансфоpìаöии изобpажения:

(kx, ky) = argmin(kx, ky) |Z(R(T(pn))) – |, (1)

ãäе  — кооpäинаты соответствуþщей то÷ки изо-
бpажения со втоpой каìеpы. На pис. 5 пpивеäен

ãpафик функöии (1), на котоpоì хоpоøо заìетен
ãëобаëüный ìиниìуì, соответствуþщий оптиìаëü-
ноìу пpеобpазованиþ Z(p).

На pис. 6 изобpажена вектоpная каpта пеpеìе-
щений, поëу÷енная посëе всех пpеобpазований.

Тpансфоpмация изобpажения
и уточнение пеpемещения

Наìи быëи найäены паpаìетpы всех пpеобpазо-
ваний Т(p), R(p), Z(p). На äанноì этапе изобpаже-
ние с пеpвой каìеpы ìожет бытü пpеобpазовано в
кооpäинаты втоpой каìеpы посëеäоватеëüныì пpи-
ìенениеì пpеобpазований. Оäнако сëеäует отìетитü,

÷то найäенное зна÷ение  явëяется не окон÷а-

теëüныì pеøениеì, а всеãо ëиøü оöенкой. Дëя
pектификаöии изобpажений наибоëее важныì яв-
ëяется pазìещение эпипоëяpных ëиний вäоëü со-
ответствуþщих стpо÷ек изобpажений. Оøибка в
коэффиöиенте пеpеìещения dx не вëияет на pас-

поëожение стpок изобpажений. Наì необхоäиìо
найти коppектиpовку Δdy äëя сìещения dy. Дëя этоãо

ìы пpеäëаãаеì испоëüзоватü äискpетнуþ функöиþ
суììы яpкостей вäоëü стpо÷ек изобpажений

Is(у) = I(х, у), а затеì найти сìещение, ìиниìи-

зиpуþщее суììу сpеäнекваäpати÷ноãо откëонения
функöии

∂y = argmindy [ (y) – Is(y + ∂y)]2, (2)

ãäе Is(у) и (у) — äискpетные функöии суììы яp-
костей изобpажений пеpвой и втоpой каìеp соот-
ветственно.

В ка÷естве аëüтеpнативноãо поäхоäа ìы пpеäëа-
ãаеì ìаксиìизиpоватü взаиìнуþ коppеëяöиþ.

На pис. 7 ìожно увиäетü "пpофиëи" функöий
Is(y) и (y). Поäбоp коppектиpовки Δdy позвоëяет

pc″

pc″

Pис. 5. Минимизация значения суммы модулей вектоpов в ко-
оpдинатах (kx, ky)

Pис. 6. Вектоpное поле пеpемещений точек после пpеобpазова-
ния Z(p)

n
∑ pn*

pn*

pc″

n
∑

y
∑ Is

*

Is
*

Pис. 7. Дискpетные функции суммаpной яpкости I
s
(y) и (у)I

s
*

Is
*
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вы÷исëитü окон÷атеëüные кооpäинаты pc =  +
+ (0, Δdy)

т. На pис. 8 пpеäставëены pезуëüтаты
тpансфоpìаöии изобpажения.

Статистическая обpаботка

Посëе нахожäения пpеобpазований Т, R и Z в
пеpвоì пpибëижении ìы ìожеì увеëи÷итü то÷ностü
коэффиöиентов этих пpеобpазований. Так, на pис. 6
ìожно заìетитü вектоpы, существенно выäеëяþ-
щиеся äëиной. Данные вектоpы явëяþтся сëеäст-
виеì не искëþ÷енных оøибок аëãоpитìа поиска
то÷е÷ных соответствий. Поскоëüку äанные векто-
pы ëеãко отäеëитü от пpо÷их, искëþ÷иì их из вы-
боpки и пpовеäеì поиск пpеобpазований заново.
Экспеpиìент показаë, ÷то в поäавëяþщеì боëü-
øинстве сëу÷аев äëя фиëüтpаöии äостато÷но оä-
ной итеpаöии: пpи повтоpной фиëüтpаöии по äëи-
не отбpасывается ìенее 5 % вектоpов.

Еще оäниì способоì увеëи÷ения то÷ности pеøе-
ния явëяется поиск коэффиöиентов äëя нескоëü-
ких независиìых сöен. На pис. 9 в ка÷естве пpи-
ìеpа показано зна÷ение уãëа повоpота Θ каìеpы
в pаäианах, найäенное äëя pазëи÷ных каäpов, пpи
оäинаковоì позиöиониpовании каìеp. Посëе ис-

кëþ÷ения выбpосов ìожно воспоëüзоватüся сpеä-
ниì зна÷ениеì коэффиöиента как окон÷атеëüныì
пpибëижениеì.

Заключение

Наìи быë pазpаботан ìетоä и аëãоpитì pекти-
фикаöии стеpеоизобpажений по сöене, основан-
ный на ìоäификаöии поäхоäа к стабиëизаöии ка-
ìеpы. Поëу÷аеìые изобpажения ìоãут пpиìенятü-
ся äëя созäания стеpеовиäеопотоков.

Пpеäëоженный ìетоä соäеpжит нескоëüко оã-
pани÷ений. Так, на уpовне ìоäеëи искëþ÷ены äве
степени свобоäы, а повоpот изобpажения вокpуã
опти÷еской оси каìеpы pассìатpиваëся в äиапазоне

± . Поскоëüку в ìоäеëü заëожена возìожностü

повоpота каìеpы, ìы испоëüзоваëи äëя сопостав-
ëения кpитеpий взвеøенноãо сpеäнекваäpати÷ноãо
откëонения (weighted MSE) äëя увеëи÷ения äосто-
веpности сопоставëения. Данный кpитеpий, пpиìе-
няеìый ëокаëüно, ìожет äаватü некоppектные pе-
зуëüтаты на pеãуëяpных паттеpнах (оäинаковые по-
ëосы, pеøетки, обои и т. п.). В ка÷естве аëüтеpнативы
ìожно pассìатpиватü пpиìенение спеöиаëüных изо-
бpажений-паттеpнов с высокой öветовой äиспеp-
сией äëя нахожäения паpаìетpов пpеобpазований.

Поскоëüку найäенные пpеобpазования, поëу÷ен-
ные за оäин пpохоä по еäинственной стеpеопаpе,
ìоãут соäеpжатü нето÷ные зна÷ения коэффиöиентов,
ìы пpеäëожиëи äва статисти÷еских уëу÷øения,
котоpые повыøаþт то÷ностü найäенноãо pеøения.
Во-пеpвых, на pис. 6 виäно, ÷то ÷астü вектоpов с
относитеëüно боëüøиìи зна÷енияìи ноpìы с высо-
кой веpоятностüþ явëяþтся pезуëüтатоì оøибо÷ноãо
сpабатывания аëãоpитìа wMSE; есëи отфиëüтpоватü
такие вектоpы и повтоpитü pеøение, то ìожно повы-
ситü то÷ностü найäенных паpаìетpов пpеобpазова-
ния. Во-втоpых, выбоpка из нескоëüких pеøений,
выпоëненных пpи оäинаковой конфиãуpаöии каìеp,
позвоëяет испоëüзоватü ìатеìати÷еское ожиäание
коэффиöиента в ка÷естве окон÷атеëüноãо pеøения.
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Введение

Pассìатpивается заäа÷а кëассификаöии с äвуìя кëас-
саìи. Ввоäится пpеäпоëожение о виäе усëовноãо pаспpе-
äеëения зависиìой пеpеìенной. Это пpеäпоëожение на-
зывается ãипотезой поpожäения äанных. В соответствии
с этой ãипотезой стpоится pеãpессионная ìоäеëü. Есëи
ãипотеза поpожäения не соответствует выбоpке, по ко-
тоpой стpоится функöия pеãpессии, то ка÷ество кëасси-
фикаöии ìожет бытü низкиì. Оäин из способов повы-
ситü ка÷ество кëассификаöии закëþ÷ается в испоëüзо-
вании ìноãоуpовневых ìоäеëей.

Заäа÷а кëассификаöии pеøается с поìощüþ ìоäеëей
ëоãисти÷еской pеãpессии. Эти ìоäеëи явëяþтся ÷астныì
сëу÷аеì обобщенных ëинейных ìоäеëей [1], также pас-
сìатpиваеìых в pаботе. Впеpвые они быëи ввеäены Джо-
ноì Неëüäеpоì и Pобеpтоì Веääеpбуpноì в 1972 ã. [2].
В обобщенных ëинейных ìоäеëях пpеäпоëаãается, ÷то
объекты поpожäаþтся из экспонентноãо сеìейства pас-
пpеäеëений [3], к котоpоìу относится биноìиаëüное pас-
пpеäеëение, соответствуþщее ëоãисти÷еской pеãpессии.

Пpи выбоpе ìоäеëи ëоãисти÷еской pеãpессии pеøа-
ется заäа÷а выбоpа пpизнаков и оöенки их пpавäопоäобия.
Известны сëеäуþщие поäхоäы к выбоpу пpизнаков:
� øаãовая pеãpессия [4, 5];
� ìетоä итеpативных пеpевзвеøанных наиìенüøих

кваäpатов [6];
� ìетоä поpожäения и выбоpа неëинейных pеãpессион-

ных ìоäеëей [7, 8].
В сëу÷ае, коãäа выбоpка описывается боëее ÷еì оä-

ной ìоäеëüþ, пpеäëаãается испоëüзоватü ìноãоуpовне-
вый поäхоä, соãëасно котоpоìу объекты pазбиваþтся на

нескоëüко поäìножеств и кажäоìу поäìножеству соответ-
ствует оäна pеãpессионная ìоäеëü.

В äанной pаботе пpеäëожен ìетоä выбоpа ìноãоуpов-
невой ìоäеëи, испоëüзуþщий ЕМ-аëãоpитì [6, 9, 10]. На
Е-øаãе пpоисхоäит отнесение объектов к ìоäеëяì на ос-
нове оöенки пpавäопоäобия ìноãоуpовневой ìоäеëи
[11] в соответствии с некотоpыì кpитеpиеì pазбиения.
На М-øаãе пpоисхоäит оöенка наибоëее веpоятных па-
pаìетpов ìоäеëи по объектаì, котоpые к ней отнесëи.

Пpеиìуществоì äанноãо поäхоäа явëяется еãо спо-
собностü описыватü те выбоpки, котоpые затpуäнитеëüно
описыватü оäной ìоäеëüþ, и pазбиватü выбоpку в соот-
ветствии с выбpанныìи ìоäеëяìи. Аëãоpитì тестиpо-
ваëся на ìоäеëüных и pеаëüных äанных. Pеаëüные äанные
пpеäставëяëи собой истоpии кpеäитных зайìов наëи÷ны-
ìи. Экспеpиìенты показаëи пpеиìущество испоëüзова-
ния ìноãоуpовневой ìоäеëи по сpавнениþ с испоëüзо-
ваниеì оäной ìоäеëи.

Постановка задачи

В заäа÷ах пpоãнозиpования пpеäпоëаãается, ÷то зави-
сиìая пеpеìенная y явëяется сëу÷айной веëи÷иной, зна÷е-
ние котоpой зависит от набоpа пеpеìенных х = (x

1
, ..., xn).

Пpеäпоëаãается, ÷то усëовное ìатеìати÷еское ожиäание
E(y |x) öеëевой пеpеìенной ìожно пpеäставитü в сëе-
äуþщеì виäе:

E(y |x) = f (x, w).

Зависиìостü f явëяется функöией pеãpессии от незави-
сиìой пеpеìенной х, называеìой pеãpессоpоì, и вектоpа

паpаìетpов w. Pеãpессионная выбоpка D = {(хi, y i)  —

ìножество m паp, состоящих из вектоpа хi = { , ..., )т

и соответствуþщеãо этоìу вектоpу зна÷ения y i.
Даëее пpеäпоëаãается, ÷то пеpеìенные опpеäеëены на

поäìножестве äействитеëüных ÷исеë: х ∈ Х ⊆ Rn, y ∈ Y ⊆ R.
Инäексы эëеìентов i и коìпонент вектоpа независиìой
пеpеìенной j явëяþтся эëеìентаìи коне÷ных ìножеств
i ∈ I = {1, ..., m}, j ∈ J = {1, ..., n}. Матpиöа пëана X —
ìатpиöа, стpоки котоpой естü коìпоненты независиìой
пеpеìенной х, Х = (х1, ..., хm)т. Pеãpессионнуþ выбоpку
буäеì обозна÷атü D = (X, у). Дëя нахожäения функöии
pеãpессии испоëüзуется понятие pеãpессионной ìоäеëи.

Pеãpессионная ìоäеëü — паpаìетpи÷еское сеìейство
функöий, отобpажаþщих äекаpтово пpоизвеäение об-
ëастей опpеäеëения объектов X и паpаìетpов W в об-
ëастü зна÷ений Y öеëевой пеpеìенной

f :X Ѕ W → Y.

Есëи ìоäеëü вкëþ÷ает в себя нескоëüко pеãpессионных
ìоäеëей, то она называется ìноãоуpовневой. Мноãо-
уpовневая pеãpессионная ìоäеëü — набоp pеãpессион-
ных ìоäеëей fk, k = 1, ..., l, такой ÷то пpи pазбиении ìно-
жества инäексов объектов I U Ik äëя всех объектов с ин-
äексаìи из Ik испоëüзуется ìоäеëü fk. Инäексы ìоäеëей
k явëяþтся эëеìентаìи ìножества K = {1, ..., l}.

ИНФОPМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ

В ФИНАНСОВО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

Pешается задача классификации с использованием ло-

гистической pегpессии. Пpедлагается новый подход, за-

ключающийся в совместной кластеpизации объектов и

выбоpе пpизнаков моделей. Pезультатом подхода является

многоуpовневая модель — набоp моделей оптимальной

сложности и pазбиение объектов на гpуппы, пpичем для

объекта из опpеделенной гpуппы используется соответст-

вующая этой гpуппе модель. Для постpоения моделей ис-

пользован ЕМ-алгоpитм. Пpедлагаемый алгоpитм тести-

pовался на данных по кpедитным займам наличными.

Ключевые слова: логистическая pегpессия, много-

уpовневые модели, выбоp моделей, ЕМ-алгоpитм
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Обобщенные линейные модели

В основе обобщенных ëинейных ìоäеëей ëежат сëе-
äуþщие пpеäпоëожения. Во-пеpвых, с÷итается, ÷то за-
висиìая пеpеìенная y иìеет экспонентнуþ пëотностü
pаспpеäеëения с вектоpоì паpаìетpов q,

p(y|q) = exp(T(y)тh(q) – b(q) + c(y)),

ãäе Т, h, b и с — заäанные функöии. Оказывается, ÷то в
сëу÷ае экспонентноãо pаспpеäеëения, и тоëüко в неì,
Т(у) явëяется äостато÷ной статистикой. Втоpое пpеäпо-
ëожение закëþ÷ается в тоì, ÷то пpеäиктоp h ëинеен по
кооpäинатаì независиìой пеpеìенной х:

h = h(q) = Xw.

Пpеäпоëаãается также, ÷то ìатеìати÷еское ожиäание
m = (μ

1
, ..., μm) зависиìой пеpеìенной y естü ìонотон-

ная функöия вектоpа h. Пpи этоì pеãpессионная ìоäеëü
иìеет виä

E(y|q) = m = f (h) = f (Xw).

Функöия f называется функöией активаöии. В сиëу
ее ìонотонности существует обpатная функöия f –1, ко-
тоpая называется функöией связи.

В ÷астноì сëу÷ае экспонентноãо pаспpеäеëения
h(q) = q, т. е. pаспpеäеëение иìеет канони÷ескуþ фоp-
ìу. Функöия пëотности пpи этоì

p(y|q) = exp(T(y)тq – b(q) + c(y)). (1)

Дëя сëу÷ая канони÷еской фоpìы ìожно выписатü вы-
pажения ìатеìати÷ескоãо ожиäания и äиспеpсии äостато÷-
ной статистики зависиìой веëи÷ины

E(T(y)) = m = ∇b(q); D(T(y)) = ∇∇тb(q). (2)

Логистическая pегpессия

Pеøается заäа÷а кëассификаöии с äвуìя кëассаìи.
Кажäоìу объекту х необхоäиìо пpиписатü кëасс: ноëü
иëи еäиниöа. Заäа÷у ìожно pеøитü с поìощüþ ëоãисти-
÷еской pеãpессии, явëяþщейся ÷астныì сëу÷аеì обоб-
щенных ëинейных ìоäеëей. Пpеäпоëаãается, ÷то кëасс
объекта у явëяется сëу÷айной веëи÷иной из pаспpеäеëе-
ния Беpнуëëи с паpаìетpоì p, у: В(p)

y =

Покажеì, ÷то pаспpеäеëение Беpнуëëи естü ÷астный
сëу÷ай экспонентноãо pаспpеäеëения (1). Функöия
пëотности p(у |p) иìеет виä

p(у |p) = py(1 – p)1 – y.

Лоãаpифìиpуя пëотностü p(у |p) поëу÷иì функöиþ
пpавäопоäобия

l(у |p) = уlogp + (1 – у)log(1 – p).

Сãpуппиpуеì ÷ëены

l(у |p) = ylog  + log(1 – p).

Поëу÷енное выpажение иìеет фоpìу экспонентноãо
сеìейства (1) äëя сëу÷ая T(y) = y:

log p(у |p) = yθ – b(θ) + c(y)

со сëеäуþщиì соответствиеì: из виäа пеpвоãо сëаãаеìо-
ãо поëу÷иì, ÷то канони÷еский паpаìетp θ соответствует
ëоãисти÷еской функöии паpаìетpа p:

θ = log .

Из поëу÷енноãо pавенства ìожно найти обpатнуþ за-
висиìостü p(θ):

p = = σ(θ); 1 – p = = σ(–θ). (3)

Пpеобpазуеì втоpое сëаãаеìое:

log(1 – p) = log = –log(1 + еθ),

откуäа опpеäеëяется функöия b(θ)

b(θ) = log(1 + eθ).

В сëу÷ае pаспpеäеëения Беpнуëëи с(у) = 0. Теì са-
ìыì показана пpинаäëежностü ëоãисти÷еских ìоäеëей
обобщенныì ëинейныì.

Пpовеpиì зна÷ения ìатеìати÷ескоãо ожиäания и äис-
пеpсии. Дëя этоãо поäставиì в (2) поëу÷енные зна÷ения b(θ):

E(y) = b′(θ) = = p.

Втоpая пpоизвоäная äаст äиспеpсиþ

D(y) = b′′(θ) = = p(1 – p). (4)

Настpойка паpаметpов модели

Pассìотpиì pаспpеäеëение беpнуëëиевскоãо сëу÷ай-
ноãо вектоpа у с независиìыìи коìпонентаìи уi : B(pi).
В pаìках обобщенных ëинейных ìоäеëей натуpаëüный
паpаìетp θ пpеäставëяется как

θ = xjwj = xтw.

Функöия пëотности вектоpа у иìеет виä

p(y|w) = (1 – pi .

Опpеäеëиì функöиþ øтpафа как ìинус ëоãаpифì
пpавäопоäобия:

E(w) = –lnp(y|w) = – y i lnpi + (1 – y i)ln(1 – pi).

Буäеì ìиниìизиpоватü функöиþ по паpаìетpаì ìо-
äеëи w, оптиìаëüное зна÷ение паpаìетpов w äоставëяет
ìиниìуì E(w), т. е.

w* = arg E(w).

Дëя поäбоpа паpаìетpов w ìоäеëи воспоëüзуеìся ìе-
тоäоì Нüþтона—Pафсона, котоpый на кажäой итеpаöии
вы÷исëяет кваäpати÷нуþ аппpоксиìаöиþ функöии, ис-
поëüзуя ее ãpаäиент и ãессиан. Фоpìуëа обновëения весов

wnew = wold – H –1(wold)∇E(wold).

Испоëüзуя тожäества

= σ(1 – σ), p = σ(xтw),

вы÷исëиì ãpаäиент функöии:

∇E(w) = – (y i(1 – σi) – (1 – y i)σi)xi =

= (σi – y i)xi = Xт(s – y),

1, p;
0, 1 – p.
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ãäе σi = σ( w), s = (σ
1
, ..., σm)т. Пpоизвоäная ãpаäиента

äаст ãессиан функöии øтpафа:

H(w) = ∇∇тE(w) = σi(1 – σi)xi = XтSX,

ãäе ввеäено обозна÷ение S — äиаãонаëüная ìатpиöа,
Sii = σi(1 – σi). Испоëüзуя фоpìуëу (4), заìетиì, ÷то
Sii = D(y i), а так как коìпоненты вектоpа у по пpеäпо-
ëожениþ независиìы, то S явëяется коppеëяöионной
ìатpиöей.

Коваpиаöионная ìатpиöа S поëожитеëüно опpеäеëена,
а зна÷ит, и ãессиан поëожитеëüно опpеäеëен (он явëяется
ìатpиöей Гpаìа в пpостpанстве весов) из ÷еãо сëеäует, ÷то
функöия E(w) выпукëа и иìеет еäинственный ìиниìуì.

Фоpìуëа Нüþтона—Pафсона äëя обновëения весов
äëя ìоäеëи ëоãисти÷еской pеãpессии

wnew = wold – (XтSX)–1Xт(s – y) =

= (XтSX)–1XтS(Xwold – S–1(s – y)) = (XтSX)–1XтSz;

z = Xwold – S–1(s – y). (5)

Фоpìуëа (5) с то÷ностüþ äо вектоpа z совпаäает с
фоpìуëой нахожäения паpаìетpов äëя сëу÷ая взвеøен-
ной ëоãисти÷еской pеãpессии, пpи этоì объекты х взве-
øиваþтся своиìи äиспеpсияìи Sii.

Пpоцедуpа выбоpа модели

Выøе быë pассìотpен способ нахожäения паpаìетpов
оäной ìоäеëи. Пустü тепеpü иìеется набоp ìоäеëей. Опpе-
äеëиì объекты, по котоpыì настpаиватü кажäуþ ìоäеëü.

Дëя настpойки ìноãоуpовневых ìоäеëей пpи pеøении
заäа÷и кëассификаöии äëя объекта нужно выбpатü соот-
ветствуþщуþ еìу ìоäеëü.

Это ìожно сäеëатü на основе ее пpавäопоäобия. Веpо-
ятностü тоãо, ÷то объект (хi, yi) быë поpожäен ìоäеëüþ fk,

p( fk|x
i, y i) = = .

Апpиоpная веpоятностü объекта p(хi, у i) оäинакова äëя
всех ìоäеëей. Веëи÷ина p( fk, x

i) называется апpиоpной ве-
pоятностüþ ìоäеëи. Пpеäпоëожиì, ÷то заpанее нет ника-
ких пpеäпо÷тений в выбоpе ìоäеëей и апpиоpные веpоят-
ности их pавны. Пустü äëя объекта (хi, yi) иìеþтся äве ìо-
äеëи-канäиäата f

1
 и f

2
. Отноøение их пpавäопоäобий буäет

= = .

Дpобü, явëяþщаяся втоpыì соìножитеëеì, называ-
ется апpиоpныì отноøениеì веpоятностей ìоäеëей.
Ввиäу пpеäпоëаãаеìоãо pавенства апpиоpных веpоятно-
стей äpобü пpиниìает зна÷ение еäиниöа. Пpинöип ìак-
сиìуìа пpавäопоäобия ìоäеëи связан с пpинöипоì ìак-
сиìуìа пpавäопоäобия äанных сëеäуþщиì обpазоì:

k* = arg p(y i | fk, x
i).

Кëасс у объекта неизвестен, но от неãо зависит зна-
÷ение выpажения p(y i | fk, x

i). В зависиìости от pазëи÷ных
зна÷ений кëасса у объекта х буäут выбиpатüся pазные ìо-
äеëи. Пpеäпоëожиì, ÷то ìоäеëü зафиксиpована и pассìот-
pиì наихуäøий ваpиант, коãäа объект иìеет кëасс, äостав-
ëяþщий ìиниìуì p(yi| fk, x

i) äëя äанной ìоäеëи. Миниìу-
ìы пpавäопоäобия äанных ìожно найти äëя всех ìоäеëей
и составитü из них вектоp (p

min
(yi |f

1
, xi), ..., p

min
(yi|fl, x

i)).

Выбеpеì ту ìоäеëü, äëя котоpой соответствуþщий эëе-
ìент вектоpа ìиниìаëüных веpоятностей ìаксиìаëен:

k* = arg p(u| fk, x
i).

В сëу÷ае заäа÷и ëоãисти÷еской pеãpессии пеpеìенная
кëасса u пpиниìает всеãо äва зна÷ения u ∈ {0, 1}. Веpо-
ятности пpинаäëежности объектов к кажäоìу кëассу вы-
pажаþтся ÷еpез ëоãисти÷ескуþ функöиþ (3). Пеpепиøеì
pеøаþщее пpавиëо äëя выбоpа ìоäеëи:

k* = arg min{σ(xiтwk), σ(–xiтwk)}.

Миниìуì äвухэëеìентноãо ìножества ìожно найти
явно. Воспоëüзуеìся ìонотонностüþ сиãìоиäной функ-
öии. Миниìаëüное зна÷ение буäет то, у котоpоãо аpãу-
ìент ìиниìаëен. В äанной ситуаöии аpãуìенты pавны
по ìоäуëþ и пpотивопоëожны по зна÷ениþ. Пеpепиøеì
pеøаþщее пpавиëо с испоëüзованиеì ìоäуëя:

k* = arg min{σ(xiтwk), σ(–xiтwk)} =

= arg σ(–|xiтwk|).

Воспоëüзуеìся еще pаз ìонотонностüþ ëоãисти÷е-
ской функöии:

k* = arg σ(–|xiтwk|) =

= arg (–|xiтwk|) = arg |хiтwk|. (6)

Заìетиì, ÷то  естü pасстояние от хi äо ãипеp-

пëоскости с ноpìаëüныì вектоpоì wk (pис. 1). С то÷но-

стüþ äо ноpìы вектоpа wk объекты относятся к той ìо-

äеëи, pасстояние äо pазäеëяþщей ãипеpпëоскости кото-
pой ìиниìаëüно.
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Докажеì, ÷то ìиниìизаöия |xiтwk| эквиваëентна ìак-
сиìизаöии D(y i |wk). Диспеpсиþ объекта ìожно пpеäста-
витü в виäе

D(y i |wk) = σ(xiтwk)(1 – σ(xiтwk)).

Это кваäpати÷ная функöия по σ(xiтwk). Ввеäеì обо-
зна÷ение: z = (xiтwk), тоãäа

arg σ(z)(1 – σ(z)) = arg  – |z| = arg |z|,

÷то äоказывает утвеpжäение. Pеøаþщее пpавиëо (6) ìож-
но интеpпpетиpоватü так: объекты относятся к ìоäеëи,
äиспеpсия относитеëüно котоpой ìаксиìаëüна.

Постpоение многоуpовневой модели

Дëя постpоения ìноãоуpовневой ìоäеëи буäеì ис-
поëüзоватü аëãоpитì 1 со сëеäуþщиìи øаãаìи:

M-step

На М-øаãе настpаиваþтся паpаìетpы ìоäеëей с поìо-
щüþ ëоãисти÷еской pеãpессии и ìетоäа Нüþтона—Pафсона.

E-step

На E-øаãе пpоисхоäит отнесение объекта к ìоäеëяì
на основании их пpавäопоäобия. Pеøаþщее пpавиëо
иìеет виä

k* = arg | wk|.

Шаãи повтоpяþтся итеpативно äо тех поp, пока ìо-
äеëи не стабиëизиpуþтся.

Численный экспеpимент

Аëãоpитì тестиpоваëся на ìоäеëüных и pеаëüных
äанных. В обоих сëу÷аях исхоäные äанные äеëиëисü на
обу÷аþщуþ и контpоëüнуþ выбоpки в отноøении
0,7:0,3 соответственно. На обу÷аþщей выбоpке настpаи-
ваëисü паpаìетpы аëãоpитìа, на контpоëüной изìеpя-
ëисü кpитеpии ка÷ества.

Моäеëüные äанные пpеäставëяëи собой äва кëастеpа
на пëоскости, в кажäоì из котоpых объекты pазных кëас-
сов pаспpеäеëены ноpìаëüно и ëинейно pазäеëиìы, оä-
нако саìа выбоpка ëинейно pазäеëиìой не явëяется. Аë-
ãоpитì выявиë наëи÷ие äвух ìоäеëей и безоøибо÷но
кëассифиöиpоваë объекты ãипеpпëоскостяìи. На pис. 2
изобpажены объекты. Кpестики и ноëики обозна÷аþт
кëассы, пpяìые явëяþтся pазäеëяþщиìи ãипеpпëоско-
стяìи, постpоенныìи аëãоpитìоì.

Pеаëüные äанные пpеäставëяëи собой кpеäитные ис-
тоpии зайìа наëи÷ныìи. Выбоpка соäеpжаëа äанные о
6000 кëиентах, кажäый из котоpых описываëся 50 пpи-
знакаìи, такиìи как возpаст заеìщика, еãо заpаботная

пëата, наëи÷ие ìаøины и т. ä. В ка÷естве функöии ка-
÷ества испоëüзоваëасü пëощаäü поä ROC-кpивой, по-
стpоенной по контpоëüной выбоpке. Метоä сpавниваëся
с ëоãисти÷еской pеãpессией, настpоенной ãpаäиентныì
спускоì и итеpативныì пеpевзвеøиваþщиì ìетоäоì наи-
ìенüøих кваäpатов. На pис. 3 изобpажены ROC-кpивые,
постpоенные по pезуëüтатаì pаботы кажäоãо аëãоpитìа.
По оси абсöисс откëаäывается äоëя оøибо÷ных поëожи-
теëüных кëассификаöий (false positive rate), по оси оpäи-
нат — äоëя пpавиëüных поëожитеëüных кëассификаöий
(true positive rate). ROC-кpивые äëя пpеäëоженноãо аëãо-
pитìа, ìетоäа пеpевзвеøенных наиìенüøих кваäpатов и
ëоãисти÷еской pеãpессии изобpажены, соответственно,
спëоøной, øтpиховой и øтpих-пунктиpной ëинияìи.
Пpеäëоженный аëãоpитì показаë ëу÷øий pезуëüтат.

Заключение

Пpеäëожен аëãоpитì выбоpа ìноãоуpовневых ìоäе-
ëей. Еãо pабота пpоиëëþстpиpована на pеаëüных и синте-
ти÷еских äанных. В pаботе показано пpеиìущество ис-
поëüзования ìноãоуpовневой ìоäеëи по сpавнениþ с
испоëüзованиеì оäной ìоäеëи на пpиìеpе кëассифика-
öии ëинейно неpазäеëиìой выбоpки и pеаëüных äанных.
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НОРЕНКОВ
Игорь Петрович

(19.08.1933—31.12.2012)

Реäкоëëеãия журнаëа "Инфорìаöионные техноëоãии" по-
несëа тяжеëуþ утрату... На 80-ì ãоäу уøеë из жизни известный
у÷еный, бëестящий препоäаватеëü, таëантëивый орãанизатор и
заìе÷атеëüный ÷еëовек, ãëавный реäактор журнаëа "Инфорìа-
öионные техноëоãии" — Игорь Петрович Норенков.

Основатеëü и äо посëеäнеãо вреìени руковоäитеëü кафеäры
систеì автоìатизированноãо проектирования МГТУ иì. Н. Э. Ба-
уìана, Засëуженный äеятеëü науки и техники РФ, ëауреат Госу-
äарственной преìии СССР, акаäеìик РАЕН, äоктор техни÷еских
наук, оäин из веäущих спеöиаëистов в обëасти совреìенных
коìпüþтерных и инфорìаöионных техноëоãий, Иãорü Петро-
ви÷ внес неоöениìый вкëаä в развитие российской науки и об-
разование.

И. П. Норенков роäиëся 19 авãуста 1933 ã., в 1960 ã. закон÷иë Приборостроитеëüный факуëüтет МВТУ
иì. Н. Э. Бауìана (ныне МГТУ иì. Н. Э. Бауìана) по спеöиаëüности "Матеìати÷еские ìаøины". В 1964 ã.
ãруппой сотруäников кафеäры "Эëектронные вы÷исëитеëüные ìаøины и систеìы" поä руковоäствоì
И. П. Норенкова быëа созäана первая оте÷ественная проãраììа анаëиза эëектронных схеì (ПАЭС), ко-
торая äаëа жизнü öеëоìу сеìейству соответствуþщих проãраììных среäств äëя преäприятий раäиоэëект-
ронной проìыøëенности. В 1975 ã. за боëüøой вкëаä в теориþ и практику ìетоäов автоìатизированноãо
проектирования эëектронных схеì Иãорü Петрови÷ быë уäостоен Госуäарственной преìии СССР.

Иãорü Петрови÷ явëяëся оäниì из пионеров коìпüþтеризаöии проектно-конструкторской äеятеëü-
ности, руковоäитеëеì оäной из веäущих оте÷ественных øкоë в обëасти ìоäеëирования и оптиìизаöии.
В 1980 ã. И. П. Норенковыì быëа сфорìуëирована конöепöия ìноãоаспектноãо ìоäеëирования, которая
в äаëüнейøеì посëужиëа основой äëя созäания не иìеþщеãо в то вреìя анаëоãов в ìире универсаëüноãо
проãраììноãо обеспе÷ения äëя ìоäеëирования и анаëиза äинаìи÷еских систеì с физи÷ескиìи разно-
роäныìи эëеìентаìи. Эти резуëüтаты позвоëиëи разработатü еäинуþ ìетоäоëоãиþ препоäавания стуäен-
таì разëи÷ных спеöиаëüностей основ автоìатизированноãо проектирования. В посëеäние äесятиëетия в
работах И. П. Норенкова все боëüøее вниìание уäеëяëосü пробëеìаì автоìатизаöии труäно форìаëи-
зуеìых проектных проöеäур структурноãо синтеза на основе испоëüзования совреìенных инфорìа-
öионных техноëоãий.

И. П. Норенков в 1982 ã. основаë в МВТУ иì. Н. Э. Бауìана оäну из первых оте÷ественных кафеäр в
обëасти систеì автоìатизированноãо проектирования, которая заниìает веäущее ìесто в систеìе поäãо-
товки высококваëифиöированных спеöиаëистов в обëасти автоìатизаöии проектирования. В 1995 ã. он
приняë у÷астие в орãанизаöии и возãëавиë реäакöиþ журнаëа "Инфорìаöионные техноëоãии", который
за эти ãоäы стаë всероссийской трибуной äëя спеöиаëистов в обëасти совреìенных инфорìаöионных тех-
ноëоãий.

Все знаëи И. П. Норенкова как высокоинтеëëеãентноãо у÷еноãо, котороãо отëи÷аëи øирокий нау÷ный
круãозор, постоянное стреìëение äвиãатüся впереä, äоброжеëатеëüностü, отзыв÷ивостü. В паìяти äрузей
и коëëеã он останется о÷енü светëыì ÷еëовекоì.

Редколлегия и редакция журнала "Информационные технологии"
выражают глубокое соболезнование родным и близким покойного.

Вечная память об Игоре Петровиче Норенкове навсегда сохранится в наших сердцах.

ПАМЯТИ КОЛЛЕГИ И ТОВАРИЩА
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Eltarenko E. A. The Description of Preferences in Multicriteria Problems witn Hierarchical System of Criteria . . . . 2

The problem of the description of preferences is considered as a problem of measurement of preferences. 
In hierarchical system of criteria the problem is reduced to measurement in a scale of intervals of higher criteria 
through set of the subordinate. For this approach the type of function of preference is defined.

The plan of poll of the person, the making decision, for revealing of its preferences is developed uniform 
for all levels. By results of poll for each top of hierarchy function of preference and its parameters is identified.

Keywords: mullicriteria problems, hierarchy of criteria, the description of preferences, importance of criteria, 
aggregation of criteria, preference functions

Zaytsev A. A., Strijov V. V., Tokmakova A. A. Estimation Regression Model Hyperparameters Using 
Maximum Likelihood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

The papers considers the regression model selection problem. The model parameters are supposed to be a 
multivariate random variable with independently distributed components. A method for hyperparameters opti-
mization is proposed. Direct way to obtain the hyperparameters estimations is shown. The papers illustrated the 
usage of the hyperparameters in the feature selection problem. The suggested method is compared with the La-
place approximation method.

Keywords: regression, feature selection, parameter distribution, hyperparameter estimation, Bayesian inference

Ivanova K. F. Interval Model of the Problem of the Heat Equation in Soil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

In this paper the new approach for an interval estimate of the solution of the one-dimensional heat con-
duction differential equation in soil. Empirical factors in the given mathematical model, as a rule, do not re-
flect existential heterogeneity thermal characteristics of soil, causing errors of the solution of the equation. 
Practice shows the top layers of an arable layer are subjected the most by the thermal properties changing arising 
under influence of weather conditions and agricultural actions. The given interval factors of the equation allow 
to determine the interval borders of soil temperature at the layers. Numerical approximation of the equation 
allows to pass from the differential operator to discrete analogue by the finite-differential method and to re-
ceive system of the linear algebraic equations with matrix which elements have interval borders. The range 
of an interval solution and sensitivity the problem initiated by the inexact data of factors of the equation are 
determined, due to the new algebraic approach to an estimate of the solution.

Keywords: the heat conduction equation, existential heterogeneity, numerical approximation, interval fac-
tors, sensitivity of the solution

Stempkovsky A. L., Amerbaev V. M., Solovyev R. A. Principles of Recursive Modular Arithmetic . . . . . . . . 22

The new method proposed, which is based on the idea of expressing the traditional moduli of modular arith-
metic units through sub-moduli, which have a smaller dimension. New recursive representation of the data elimi-
nates the known disadvantages of modular arithmetic. Despite the restrictions imposed on the moduli system, 
the proposed method, as shown by experiments, provides the gain in speed and can be used in high-speed parallel 
digital signal processors.

Keywords: modular arithmetic, parallel computing, residue number system

Bogatyrev V. A., Bogatyrev S. V., Bogatyrev A. V. Reliability Clusters Computing Systems with the Duplicated
Communications of Servers and Storage Devices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Reliability estimation clusters with direct connection of devices of storage to the duplicated servers in which 
each server has two ports for connection two-input storage devices is offered. Essential dependence of reliability 
and fault tolerance clusters from an order of connection of devices of storage to servers.

Keywords: fault tolerance, cluster, reliability, the storage device, a server

Morylev R. I., Shapovalov V. N., Steinberg B. Ya. Symbolic Analysis in Dialog-Based Parallelization
of Programs  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Dialog-based program optimization and parallelization mode of a parallelizing system is described in that 
paper. Questions asked to user are to refine data dependencies that determine the possibility of using optimizing 
or parallelizing transformations. Symbolic analysis is used to compose questions to user. Certain limitations of 
automatic parallelization that can be overcome with use of the dialog are stated.

Keywords: dialog-based parallelization, symbolic analysis, data dependency

Zuev A. S. About Virtual Desktop Environment Development . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Article presents the description of the software model, that implements the original interactive virtual desktop 
environment and develops actual decisions in human-computer interaction field of knowledge.

Keywords: graphical interface, software ergonomics, human-computer interaction, desktop
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Sadykov S. S., Savicheva S. V. Recognition of Planar Objects when they are Cast . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

An algorithm for the identification of two superimposed flat real objects based on the Bayesian method. The 
main criterion used in the value of the curvature of the contour points. Additional features are the length of the 
convex and concave, and the coefficients of convexity and concavity of the contour of the object. The algorithm 
is illustrated by examples.

Keywords: identification of real objects superimposed, the value of α-function, the Bayesian method, de-
tection, indication, a cluster

Peremitina Т. О., Luchkova S. V. Application of Software "Fuzzy System Based on Evolutionary Strategies"
for Recovery Problem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

In this paper we consider model for data recovery, implemented in software "Fuzzy system based on evo-
lutionary strategy" for the data recovery problem. A fuzzy system, evolutionary strategies, data recovery problem 
are described.

Experimental researches results are presented.
Keywords: fuzzy system, evolutionary strategies, data recovery problem

Chervyakov N. I., Afonin M. S., Babenko M. G., Lyakhov P. A. Feasibility of Neural Network Approach
to Increasing Productivity Elliptical Cryptography  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

The paper presents an approach to the construction of neural networks for the organization of hardware or 
software kernel cryptographic system based on elliptic curves. The results prove the feasibility of parallelization 
of the basic operations of the elliptic cryptography by means of neural networks of higher order.

Keywords: neural network, cryptography, elliptic curve

Arkhipov O. P., Zykova Z. P. Correcting of Detail Presentations of RGB-Images on Peripherals PC . . . . . . . 56

The correcting problem of detail presentations of RGB-images on monitor and on printer on the basis of 
digital description (RGB-characterizations) the color perception of PC user is considered. The algorithm for 
solving is given. Some complicity characteristics of this algorithm and applications of these results are discussed. 
This related to definitions of personified preliminary modifications RGB-images for the purpose of improving 
detail their representations on peripherals PC. Examples to illustrate are given.

Keywords: LAB-contrast, gradation, reproducing of details, reproducing of hues

Protasov S. I., Krylovetsy A. A., Kurgalin S. D. An Approach to Solve Stereoimage Rectificatation Problem
without Camera Calibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

This article is devoted to the method of initial image processing to use in stereovision systems. It is based 
on a modification of video stabilization approach. The method considers image rectification process as a se-
quence of transformations. Each transformation is found as a solution of optimization problem. The article de-
scribes mathematical model that fits main principles of video stabilization method, provides optimization tech-
niques to find transformation parameters and describes statistical approach to solution refinement. The method 
provided does not require camera calibration and uses only scene images. This approach can be applied to create 
individual stereovision systems.

Keywords: stereo-vision, computer vision, stereoimages, camera calibration, video stabilization

Pavlov K. V. Multimodel Selection Algorithm for Banking Scorecard Developing  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Consider classification problem using logistic regression. The author proposes a new approach, which selects 
models and clusters the objects. The result of the approach is a multilevel model — set of logistic regression 
models of optimal complexity and partition of objects into clusters. A model is used for objects from the same 
cluster. The proposed model selection approach involves the Expectation-Maximization algorithm. The pro-
posed approach is illustrated by a cash loan data set.

Keywords: logistic regression, multilevel models, model selection, EM-algorithm

Адрес редакции:

107076, Москва, Стромынский пер., 4

Телефон редакции журнала (499) 269-5510
E-mail: it@novtex.ru

Дизайнер Т.Н. Погорелова. Техни÷еский реäактор Е.В. Конова.

Корректор Е.В. Комиссарова.

Сäано в набор 05.12.2012. Поäписано в пе÷атü 21.01.2013. Форìат 60×88 1/8. Буìаãа офсетная.
Усë. пе÷. ë. 8,86. Заказ IT213. Цена äоãоворная.

Журнаë зареãистрирован в Министерстве Российской Феäераöии по äеëаì пе÷ати,
теëераäиовещания и среäств ìассовых коììуникаöий. 

Свиäетеëüство о реãистраöии ПИ № 77-15565 от 02 иþня 2003 ã.

Ориãинаë-ìакет ООО "Аäвансеä соëþøнз". Отпе÷атано в ООО "Аäвансеä соëþøнз".
105120, ã. Москва, уë. Нижняя Сыроìятни÷еская, ä. 5/7, стр. 2, офис 2.


