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многокритериальной 
оптимизации. Часть 1

Введение

Заäа÷а ìноãокритериаëüной оптиìизаöии (МО)
[1, 2] ÷асто возникает в разëи÷ных иссëеäованиях,
носящих как теорети÷еский, так и практи÷еский
характер. Известно, ÷то особенности МО и, преж-
äе всеãо, необхоäиìостü оäновреìенной оптиìи-
заöии по ìножеству несоизìериìых и конфëик-
туþщих критериев требуþт принöипиаëüно äруãих
ìатеìати÷еских и аëãоритìи÷еских среäств äëя
поиска реøений, ÷еì при оäнокритериаëüной оп-
тиìизаöии. Также резуëüтатоì МО явëяется öеëое
ìножество оптиìаëüных реøений, то÷ное опреäе-
ëение которых в настоящее вреìя остается нере-
øенной NP-пробëеìой. Поэтоìу актуаëüныì яв-
ëяется разработка новых эффективных ÷исëенных
ìетоäов автоìатизаöии реøения заäа÷и МО. Оä-
ниìи из них явëяþтся ãенети÷еские аëãоритìы [3],
а иìенно их спеöиаëüные версии äëя ìноãокрите-
риаëüной оптиìизаöии [4, 5]. Принöипы поиска
реøений, испоëüзуеìые в таких ãенети÷еских аë-
ãоритìах, разëи÷аþтся ìежäу собой, ÷то по-разно-
ìу вëияет на ка÷ество поëу÷аеìых резуëüтатов. Их
коëи÷ественная оöенка во ìноãоì опреäеëяет эф-
фективностü выбранноãо аëãоритìа. В то же вреìя
опыт анаëиза поëу÷аеìых резуëüтатов ìноãокрите-
риаëüной оптиìизаöии показаë, ÷то всëеäствие ее

спеöифики проöеäура такой оöенки явëяется не три-
виаëüной, а преäставëяет собой отäеëüнуþ заäа÷у.

Как известно, эффективностü ëþбоãо оптиìиза-
öионноãо аëãоритìа зависит от ка÷ества найäенных
реøений и вреìени, затра÷енноãо на их поиск. Ге-
нети÷еские аëãоритìы ìноãокритериаëüной опти-
ìизаöии (МГА) не явëяþтся зäесü искëþ÷ениеì.
Оäнако, есëи äëя оäнокритериаëüных и ìноãокрите-
риаëüных заäа÷ оптиìизаöии правиëа опреäеëения
вреìени поиска реøений во ìноãоì совпаäаþт, то
оöенка их ка÷ества принöипиаëüно разëи÷ается.
В оäнокритериаëüных ãенети÷еских аëãоритìах ка-
÷ество реøений ìожет бытü опреäеëено простыì
сравнениеì зна÷ений öеëевой функöии — еäинст-
венноãо критерия. Как известно, в проöессе ìно-
ãокритериаëüной оптиìизаöии реøения оöениваþт-
ся оäновреìенно по всеì критерияì на основе спе-
öиаëüных принöипов Парето [1, 2]. Соãëасно иì
оптиìаëüныì с÷итается ìножество несравниìых
ìежäу собой реøений, образуþщих в пространстве
критериев разëи÷ные топоëоãии (ãраниöы Парето).
В связи с этиì проöеäура оöенки ка÷ества реøе-
ний, найäенных МГА, усëожняется и требует при-
вëе÷ения нескоëüких критериев эффективности.

1. Постановка задачи 
многокритериальной оптимизации

В общеì сëу÷ае заäа÷а ìноãокритериаëüной оп-
тиìизаöии [1] вкëþ÷ает n оптиìизируеìых пере-
ìенных, m критериев оптиìаëüности и k оãрани-
÷ений. Матеìати÷ески постановка заäа÷и МО ìо-
жет бытü преäставëена сëеäуþщиì образоì:

Y = F(x) = (f1(x), f2(x), ..., fm(x)) → min;

ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕk(x)); x = (x1, x2, ..., xn) ∈ X;

y = (y1, y2, ..., ym) ∈ Y; (f1, f2, ..., fm) ∈ F.

Множество X зäесü озна÷ает пространство реøе-
ний, иìеþщее произвоëüнуþ форìу —непрерыв-
нуþ, äискретнуþ, сìеøаннуþ, Y — пространство
критериев, F — обобщенный векторный критерий.

При выпоëнении соответствуþщих оãрани÷ений
äанные пространства сужаþтся, образуя ìножества
Xϕ = {x ∈ X |ϕ(x) m 0} и Yϕ = F(Xϕ) = {f(x)} (рис. 1).

Цеëü ìноãокритериаëüной оптиìизаöии — су-
жение ìножества Xϕ äо так называеìоãо ìножест-
ва неäоìинируеìых реøений. Дëя опреäеëения та-
ких реøений испоëüзуþтся принöипы Парето-äо-
ìинирования и Парето-оптиìаëüности.

МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ

Рассматриваются способы оценки качества решения

задач многокритериальной оптимизации с применением

генетических алгоритмов. Отмечаются различные ин-

дикаторы, а также их наборы для количественной

оценки эффективности этих эволюционных методов.

Ключевые слова: многокритериальная оптимизация,

принципы Парето, граница Парето, индикаторы эф-
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ритмы
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Принцип Парето-доминирования, ∀x(1), x(2) ∈ Xϕ:

1) x(1) � x(2) (x(1) строãо äоìинирует x(2)), есëи

fi(x
(1)) < fi(x

(2)), i = 1, ..., m;

2) x(1) � x(2) (x(1) äоìинирует x(2)), есëи

fi(x
(1)) m fi(x

(2)) ∧ ∃i: fi(x
(1)) < fi(x

(2)), i = 1, ..., m;

3) x(1) ≺� x(2) (x(1) не äоìинирует x(2)), есëи

(fi(x
(1)) � fi(x

(2)) ∧ fi(x
(2)) � fi(x

(1))), i = 1, ..., m.

На рис. 1 реøение B строãо äоìинирует реøе-
ния C, D, но саìо äоìинируется реøениеì A. По
отноøениþ к äруãиì изображенныì то÷каì B яв-
ëяется неäоìинируеìыì, несравниìыì.

Принцип Парето-оптимальности состоит в тоì,
÷то реøение заäа÷и МО естü ìножество неäоìи-
нируеìых по отноøениþ ко всеì остаëüныì реøе-
ний. То÷ка x* называется оптиìаëüной по Парето
(эффективной, не уëу÷øаеìой), есëи �x ∈ Xϕ: x � x*.
На рис. 1 такие то÷ки изображены кваäратаìи.
Множество эффективных то÷ек образует ìножест-
во Парето XP = {x* ∈ Xϕ|�x ∈ Xϕ: x � x*}, которое в
общеì сëу÷ае ìожет вкëþ÷атü ëþбое ÷исëо реøе-
ний. Соответственно, в пространстве критериев
ìножество реøений из XP образует так называе-
ìуþ коìпроìисснуþ кривуþ, иëи ãраниöу Парето
YP = f (XP) = {f (x)}.

2. Особенности оценки результатов 
многокритериальной оптимизации

В общеì сëу÷ае критерии эффективности ìно-
ãокритериаëüных ãенети÷еских аëãоритìов ìоãут
бытü сфорìуëированы сëеäуþщиì образоì [6]:
� ìиниìаëüное отëи÷ие резуëüтируþщеãо ìноже-

ства Парето-оптиìаëüных реøений от ãëобаëü-
ноãо ìножества Парето (есëи оно известно);

� ìаксиìаëüная равноìерностü распреäеëения ре-
øений вäоëü найäенной МГА ãраниöы Парето;

� ìаксиìаëüная ìощностü найäенноãо ìножест-
ва Парето;

� ìиниìаëüное вреìя поиска реøений.
Анаëиз этих критериев позвоëяет сäеëатü вы-

воä, ÷то, с оäной стороны, саìа заäа÷а оöенки эф-
фективности МГА явëяется ìноãокритериаëüной,
с äруãой стороны, коëи÷ественное зна÷ение ни оä-

ноãо из критериев не позвоëяет оäнозна÷но суäитü
о ка÷естве работы ãенети÷ескоãо аëãоритìа. Так,
äëя поäавëяþщеãо боëüøинства практи÷еских за-
äа÷ нет инфорìаöии об оптиìаëüных реøениях
иëи ìатеìати÷еская ìоäеëü заäа÷и иìеет оãрани-
÷ения, ÷то привоäит к изна÷аëüной фраãìентаöии
ãраниöы Парето. В итоãе первые äва критерия при
оöенке ка÷ества реøений ìоãут приобрести усëов-
ный характер. Что касается ìощности резуëüтируþ-
щеãо ìножества Парето, то боëüøое ÷исëо найäен-
ных реøений становится при оöенке äействитеëü-
но важныì тоëüко в со÷етании с высокиìи пока-
затеëяìи первых äвух критериев. Известно, ÷то
при работе МГА основной объеì проöессорноãо
вреìени прихоäится иìенно на вы÷исëения зна÷е-
ний критериев. Поэтоìу при боëüøоì пространстве
критериев и реøений саì их поиск МГА, еãо на-
стройка и оöенка эффективности становятся вы-
÷исëитеëüно высокотруäоеìкиì проöессоì. Это
привоäит к необхоäиìости оãрани÷ения вреìени
поиска (наприìер, äëя систеì реаëüноãо вреìени),
÷то автоìати÷ески оказывает вëияние на остаëü-
ные критерии эффективности.

Такиì образоì, отìе÷енные критерии сëеäует
восприниìатü как стратеãи÷еские направëения äëя
соверøенствования МГА. В то вреìя как на прак-
тике äëя боëее ãибкой и объективной оöенки эф-
фективности МГА испоëüзуþтся спеöиаëüные ин-
äикаторы (ìетрики) [6, 7], уто÷няþщие соответст-
вуþщие критерии эффективности. Как правиëо,
такой инäикатор преäставëяет собой функöионаëü-
нуþ зависиìостü с арãуìентаìи в виäе оäноãо иëи
нескоëüких ìножеств (ãраниö) Парето. В зависи-
ìости от потребностей в иссëеäовании МГА ìоãут
бытü испоëüзованы разëи÷ные наборы этих инäи-
каторов — бен÷ìарки (benchmarks), оäни äëя срав-
нения резуëüтатов разных МГА ìежäу собой при
реøении прикëаäных заäа÷; äруãие при иссëеäова-
нии новоãо МГА на тестовых заäа÷ах с известныìи
правиëüныìи реøенияìи; третüи при настройке
МГА на высокуþ скоростü поиска и т. ä.

Анаëиз существуþщих инäикаторов позвоëяет
разäеëитü их на äве ãруппы — по ÷исëу оöениваеìых
ìножеств Парето, у÷аствуþщих в вы÷исëении ин-
äикаторов. Первая ãруппа — унарные инäикаторы —
преäназна÷ена äëя абсоëþтной коëи÷ественной
оöенки отäеëüноãо ìножества Парето. Цеëü вто-
рой ãруппы — бинарных инäикаторов — закëþ÷а-
ется в опреäеëении преиìуществ äвух ìножеств
Парето относитеëüно äруã äруãа. На рис. 2 показан
ãрафи÷еский сìысë некоторых из унарных и би-

нарных инäикаторов; записü A  B, A  B озна-

÷ает соответственно превосхоäство ìножества Па-
рето A наä B иëи их равнозна÷ностü по инäикатору I.

Анаëиз опыта испоëüзования разных инäикато-
ров [6] позвоëяет сäеëатü вывоä, ÷то не все из них
ìоãут бытü испоëüзованы на практике, в ÷астности,

U
x Xp∈

Рис. 1. Отображение пространств решений и критериев

I

� ≺�
I
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всëеäствие сëожности их вы÷исëения, а также не-
универсаëüности. Наприìер, инäикатор IPFV
(Pareto Front Visualization) не относится ни к оäной
из äвух ãрупп, так как основывается на непосреä-
ственноì визуаëüноì анаëизе ãраниöы Парето [8].
Это позвоëяет внеøне оöенитü ее свойства отно-
ситеëüно äруãих ãраниö. О÷евиäно, ÷то приìене-
ние этоãо инäикатора иìеет сìысë äëя ÷исëа кри-
териев m m 3. Также необхоäиìостü выпоëнения
анаëиза ÷еëовекоì ìожет статü исто÷никоì оøи-
бок ввиäу сëожности топоëоãий ãраниö Парето.
Даëее рассìатривается практи÷еский набор сна÷а-
ëа унарных, затеì бинарных инäикаторов, вы÷ис-
ëяеìых в пространстве как критериев, так и реøе-
ний и позвоëяþщих всесторонне оöенитü резуëü-
таты работы МГА.

3. Унарные индикаторы

Инäикатор IONVG (Overall Nondominated Vector
Generation) опреäеëяет ìощностü найäенноãо ìно-
жества Парето: IONVG(A) = |A|, A ⊆ XP. Боëüøее зна-
÷ение инäикатора соответствует ëу÷øеìу резуëüтату
(рис. 2, а).

Инäикатор IS (Spacing) ìожет бытü испоëüзован
äëя оöенки равноìерности распреäеëения реøе-
ний вäоëü ãраниöы Парето и вы÷исëяется сëеäуþ-
щиì образоì:

IS(A) = ,

ãäе A ⊆ XP; di — расстояние ìежäу кажäой парой
сосеäних реøений, преäваритеëüно упоряäо÷ен-
ных по некотороìу критериþ;  — среäнее всех
зна÷ений di.

Данный инäикатор приниìает зна÷ения IS l 0.
Зна÷ение IS, бëизкое к нуëþ, свиäетеëüствует о äо-
стато÷но равноìерноì распреäеëении реøений
вäоëü ãраниöы Парето (рис. 2, а). Оäнако она ìожет

бытü изна÷аëüно фраãìентиро-
вана всëеäствие особенностей
реøаеìой заäа÷и, ÷то ìожет
привести к снижениþ объек-
тивности этоãо инäикатора.
Поэтоìу äëя повыøения ка÷е-
ства оöенки равноìерности за-
поëнения ãраниöы Парето äо-
поëнитеëüно ìоãут бытü ис-
поëüзованы сëеäуþщие äва ин-
äикатора [9].

Индикатор ISD(ε) (spacing dis-
tribution in ε-area) позвоëяет
оöенитü ÷исëо фраãìентов ãра-
ниöы Парето, ãäе реøения
пëотно сãруппированы в неко-
торой окрестности ε > 0 относи-
теëüно A ⊆ YP:

ISD(ε)(A) = |{b ∈ A| ||a – b|| > ε}|.

ISD(ε) приниìает зна÷ения из интерваëа [0, | A |],
они пропорöионаëüны степени равноìерности за-
поëнения ãраниöы Парето. Зна÷ение ISD(ε) = |A|
озна÷ает, ÷то äëя кажäоãо реøения в пространстве
критериев в окрестности ε нет äруãих реøений.

Индикатор IDE (dimensions extent) позвоëяет оöе-
нитü ìаксиìаëüнуþ протяженностü ãраниöы Па-
рето по кажäой из разìерностей (рис. 2, а). Чеì
боëüøе еãо зна÷ение, теì øире äиапазон изìене-
ния кажäоãо критерия ãраниöы Парето:

IDE(A) = .

Индикатор IOT (overall time computing) ориенти-
рован искëþ÷итеëüно на оöенку вы÷исëитеëüной
эффективности МГА при опреäеëении некотороãо
ìножества Парето A ⊆ XP. Как известно, у МГА все
проöессорное вреìя тратится на вы÷исëение зна÷е-
ний критериев и выпоëнение ãенети÷еских опера-
торов. При раöионаëüной проãраììной реаëизаöии
иìенно посëеäнее буäет опреäеëятü сравниваеìуþ
вреìеннуþ сëожностü МГА, реøаþщих оäинаковуþ
заäа÷у. Поэтоìу в ряäе заäа÷ ìноãокритериаëüной
оптиìизаöии, наприìер, связанных с систеìаìи
реаëüноãо вреìени, при оäинаковых иëи äостато÷но
бëизких зна÷ениях äруãих инäикаторов показатеëü
IOT ìожет оказатüся реøаþщиì. Менüøее зна÷ение
этоãо инäикатора соответствует ëу÷øеìу показате-
ëþ. Это свиäетеëüствует о ìиниìаëüноì коëи÷ест-
ве и интенсивности приìенения ãенети÷еских опе-
раторов äëя поëу÷ения новоãо покоëения. В итоãе
увеëи÷ение ÷исëа критериев в заäа÷е оптиìизаöии
не привеäет к резкоìу росту ее вы÷исëитеëüной
сëожности.

Унарные инäикаторы явëяþтся необхоäиìыìи,
но, как правиëо, неäостато÷ныìи показатеëяìи
эффективности МГА. Так, боëüøое зна÷ение ин-

di d–
i 1=

A 1–

∑

A 1–( )•d
-----------------------

d

1
A 1–
-----------  

a A∈
∑

max fi a( ) fi b( )– |a b A A XP⊆,∈,{ }
i 1=

m

∑

Рис. 2. Графический смысл некоторых индикаторов эффективности: 
а — унарные инäикаторы; б — бинарные инäикаторы
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äикатора IONVG соверøенно не позвоëяет суäитü
о ка÷естве найäенных реøений, а также эффек-
тивности испоëüзуеìоãо аëãоритìа. В то же вреìя,
ãруппа унарных инäикаторов иìеет относитеëüно
невысокуþ вы÷исëитеëüнуþ сëожностü. Это äеëа-
ет возìожныì их саìостоятеëüное испоëüзование
при оöенке найäенных реøений непосреäственно
в проöессе работы МГА. Ка÷ество же резуëüтируþ-
щеãо ìножества Парето äоëжно оöениватüся в со-
÷етании с бинарныìи инäикатораìи.

4. Бинарные индикаторы

Индикатор IHV (hyper-volume) вы÷исëяется как
ãиперобъеì m-ìерной обëасти, закëþ÷енной внутри
ãиперкуба ìежäу ãраниöей Парето и еãо верøиной

с коорäинатаìи { }, i = 1, ..., m. Дëя сëу÷ая

m = 2 IHV  ìожет бытü опреäеëен как суììа пëо-
щаäей пряìоуãоëüников с коорäинатаìи ëевоãо
нижнеãо, правоãо верхнеãо уãëов соответственно

( , ), ( , ), ãäе j = 1, ..., |A|, — ÷исëо

то÷ек на ãраниöе Парето.
Пустü A, B ⊆ XP — äва ìножества Парето, найäен-

ных МГА, тоãäа ÷ерез IHV ìожно также опреäеëитü
объеì обëасти пространства критериев, оãрани-
÷енной A, B, но в которой, наприìер, тоëüко ре-
øения из A явëяþтся неäоìинируеìыìи:

IHV (A, B) = IHV (A + B) – IHV (B). 

Как сëеäует из приìера на рис. 2, б, обëастü раз-
ìера α ëиìитируется тоëüко ãраниöей A, а обëастü β,
соответственно, тоëüко ãраниöей B, при этоì γ —
обеиìи ãраниöаìи. Приниìая во вниìание, ÷то
IHV (A, B) = α и IHV (B, A) = β, поëу÷иì

α + β + γ = IHV (A + B);

α + γ = IHV (A);

β + γ = IHV (B).

Боëüøее зна÷ение IHV соответствует ëу÷øей
оöенке. В этоì приìере IHV (B, A) > IHV (A, B), ÷то
показывает превосхоäство ãраниöы B наä A. В сëу-
÷ае IHV (A, B) = 0 и IHV (B, A) > 0 ìожно суäитü о
тоì, ÷то все реøения из A äоìинируþтся соответ-
ствуþщиìи реøенияìи из B.

Индикатор ICS (two set сoverage) позвоëяет опре-
äеëитü, в какоì отноøении äва ìножества Парето
äоìинируþт äруã äруãа. ICS приниìает зна÷ения из
интерваëа [0, 1] и опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

ICS(A, B) = ,

ãäе A, B ⊆ XP, |A| = |B|.
Так, зна÷ение ICS(A, B) = 1 озна÷ает, ÷то все ре-

øения из B äоìинируþтся соответствуþщиìи реøе-
нияìи из A. Обратная ситуаöия ICS(A, B) = 0 сви-
äетеëüствует о тоì, ÷то ìножество B в сравнении

с A öеëикоì явëяется неäоìинируеìыì. Дëя этоãо
инäикатора не выпоëняется усëовие ICS(A, B) =
= 1 – ICS(B, A), также в сëу÷ае трех оöениваеìых
ìножеств Парето (A, B, C ⊆ XP) ICS не транзитивна
[7]. При вы÷исëении ICS не у÷итывается топоëоãия
распоëожения реøений на ãраниöах Парето, ÷то
ìожет снизитü то÷ностü поëу÷енной оöенки. На-
приìер, на рис. 2, б ICS(A, B) = ICS(B, A) = 0,5,
оäнако виäно, ÷то ãраниöа B в öеëоì бëиже к ãëо-
баëüной ãраниöе Парето, ÷еì A. Необхоäиìо заìе-
титü, ÷то эта особенностü у÷итывается в инäикаторе
IHV, поэтоìу зна÷ение ICS сëеäует анаëизироватü
совìестно с IHV.

Индикатор IGD (generational distance) позвоëяет
оöенитü степенü бëизости некоторой ãраниöы Па-
рето A ⊆ YP и заäанной этаëонной ãраниöы B ⊆ YP;
B = YP, есëи известна ãëобаëüная ãраниöа Парето:

IGD(A, B) = {||a – b|| |b ∈ B}.

Такиì образоì, IGD вы÷исëяется как суììа рас-
стояний в пространстве критериев ìежäу кажäыì
вектороì a ∈ A и бëижайøиì к неìу вектороì b ∈ B.
Менüøее зна÷ение IGD соответствует ëу÷øей оöенке.

Индикатор IUF (measure over a set of utility func-
tions) преäназна÷ен äëя сравнитеëüной оöенки äвух
ìножеств Парето A, B ⊆ XP относитеëüно заäанно-
ãо ìножества U функöий поëезности. Он основы-
вается на вы÷исëении вероятности, ÷то A ëу÷øе B
на этоì ìножестве:

IUF(A, B, U, p) = E(A, B, u)p(u)du;

E(A, B, u) = 

∀x(1), x(2) : x(1) � x(2) | u(x(1)) < u(x(2));

u*(A) = {u(x)}, u*(B) = {u(x)};

U(A � B) = {u ∈ U | u*(A) < u*(B)},

ãäе u : Rm → R ставит в соответствие кажäой то÷ке
пространства критериев некоторое зна÷ение по-
ëезности; p(u) — выражает пëотностü вероятности
функöии поëезности u ∈ U.

Этот инäикатор ìожет оказатüся опреäеëяþщиì
при реøении заäа÷и ìноãокритериаëüной опти-
ìизаöии с посëеäуþщиì выбороì окон÷атеëüноãо
реøения с приìенениеì заäанной функöии по-
ëезности.

5. Тестовые наборы индикаторов

Преäставëенные инäикаторы позвоëяþт поëно-
öенно и объективно оöенитü эффективностü МГА
в разных ситуаöиях еãо приìенения. На практике
÷исëо испоëüзуеìых инäикаторов, а также их со÷е-
тания в наборе ìоãут бытü разëи÷ныìи. Это позво-

fi
max

y1
j( )

y2
j( )

f1
max

f2
max

b B |  a A : a  b∈∈{ }
B

--------------------------------------------∃ �

1
A
-----  

a A∈
∑

 
u U∈
∫

1, есëи u*(A) < u*(B),
1/2, есëи u*(A) = u*(B),
0, есëи u*(A) > u*(B);

min
x ∈ A

min
x ∈ B
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ëяет коëи÷ественно оöенитü иìенно те показатеëи
ка÷ества работы МГА, которые наибоëее важны в
äанной ситуаöии их приìенения. В ÷астности, äëя
основных сëу÷аев испоëüзования МГА преäëаãаþт-
ся сëеäуþщие наборы инäикаторов (сì. табëиöу).

На рис. 3 показана ãрафи÷еская иëëþстраöия
äëя сëу÷ая, коãäа нужно сравнитü äве ãраниöы Па-
рето с известной ãëобаëüно оптиìаëüной третüей.

Привеäенные на рис. 3 äве ãраниöы Парето A, B
оöенены по ÷етыреì инäикатораì. Их зна÷ения
(ëу÷øие выäеëены поëужирныì øрифтоì) пока-
зываþт, ÷то ãраниöа Парето B превосхоäит A тоëüко
по равноìерности. По треì остаëüныì инäикато-
раì, а также по äоступноìу и наибоëее объектив-
ноìу в äанноì сëу÷ае визуаëüноìу анаëизу, в ка-
÷естве итоãовой сëеäует выбратü ìножество Парето,
связанное с ãраниöей A.

Возìожны ситуаöии, коãäа анаëиз зна÷ений ин-
äикаторов не позвоëяет сäеëатü выбор среäи най-
äенных ìножеств Парето. Наприìер, по оäниì по-
казатеëяì некоторое ìножество Парето ëу÷øе, по
äруãиì — хуже. В такоì сëу÷ае сëеäует прежäе всеãо
у÷итыватü те инäикаторы, которые позвоëяþт оöе-
нитü äанное ìножество Парето как наибоëее бëиз-
кое к оптиìаëüноìу (жеëаеìоìу äëя иссëеäоватеëя).
Среäи преäставëенных такиìи инäикатораìи ìо-
ãут бытü IHV, ICS, IGD, IUF.

Заключение

Такиì образоì, испоëüзование разëи÷ных коì-
бинаöий инäикаторов позвоëяет объективно оöе-

нитü ка÷ество реøений, поëу÷енных МГА. Кроìе
тоãо, анаëиз зна÷ений инäикаторов äает некоторое
преäставëение об особенностях ìноãоìерноãо про-
странства поиска, топоëоãии поëу÷енной ãраниöы
Парето. В ÷астности, это обëеã÷ает ЛПР-форìиро-
вание систеìы преäпо÷тений относитеëüно поëу-
÷енных Парето-оптиìаëüных реøений, наприìер,
боëее важныìи ìоãут оказатüся обособëенно рас-
поëоженные на ãраниöе Парето реøения, иëи, на-
оборот, коìпактно распоëоженные äруã с äруãоì.
Также особо сëеäует поä÷еркнутü возìожностü ис-
поëüзования систеì инäикаторов äëя оöенки ìасø-
табируеìости МГА, т. е. сохранения иì эффектив-
ности при усëожнении реøаеìых заäа÷. О÷евиäно,
÷то высокие показатеëи отäеëüных инäикаторов при
реøении некоторой заäа÷и МО не ãарантируþт
поäобный резуëüтат в äруãих ситуаöиях. Иссëеäо-
вание äинаìики изìенения зна÷ений разных ин-
äикаторов при усëожнении реøаеìых МГА заäа÷
ìноãокритериаëüной оптиìизаöии позвоëяет как
сузитü, так и расøиритü потенöиаë еãо возìожнос-
тей, обосноватü необхоäиìостü испоëüзования
äруãоãо МГА ëибо созäания новоãо. В сëеäуþщей
÷асти статüи поäобныì образоì иссëеäуется ìасø-
табируеìостü наибоëее приìеняеìых сей÷ас МГА
второãо покоëения — SPEA2 [10], NSGA-II [11].
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Наборы индикаторов для разных ситуаций оценки 
эффективности МГА

Сëу÷ай оöенки 
эффективности МГА

Набор инäикаторов

Сравнение новоãо (существуþщеãо) 
МГА на тестовых заäа÷ах МО с из-
вестныì ãëобаëüныì ìножествоì 
Парето

{I
ONVG

, I
S
, I

DE
, I

GD
, I

OT
}

Сравнение резуëüтатов нескоëüких 
МГА (оäноãо МГА с разной на-
стройкой) при реøении некоторой 
прикëаäной заäа÷и МО

{I
ONVG

, I
S
, I

SD(ε), IDE
, 

I
HV

, I
CS

, I
UF

, I
OT

}

Оöенка эффективности МГА непос-
реäственно в проöессе еãо работы

{I
ONVG

, I
S
, I

SD(ε), IDE
}

Рис. 3. Количественная оценка двух
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Введение

Статüя явëяется развитиеì работ [1, 2], в кото-
рых изëаãается поäхоä к аãреãированиþ критериев
в ìноãокритериаëüных заäа÷ах (МКЗ), основан-
ный на описании преäпо÷тений ëиöа, приниìаþ-
щеãо реøения (ЛПР), оператораìи аãреãирования.
В них сфорìуëированы аксиоìы преäпо÷тений,
при выпоëнении которых поäхоä ìожет испоëüзо-
ватüся. В указанных работах привеäены операторы,
позвоëяþщие описатü преäпо÷тения с опреäеëен-
ныìи свойстваìи. Кажäый оператор строится с ис-
поëüзованиеì äвух ãенерируþщих функöий ϕ(х) и
ψ(х), которые опреäеëяþт еãо свойства. Приìене-
ние разëи÷ных кëассов ãенерируþщих функöий
привоäит к оператораì с разныìи свойстваìи. По-
этоìу ìожно ставитü заäа÷у форìуëирования свойств
преäпо÷тений, а затеì опреäеëятü кëасс ãенери-
руþщих функöий, которые позвоëят построитü
операторы, описываþщие эти преäпо÷тения. В на-
стоящей статüе äеìонстрируется äанный поäхоä.
Сна÷аëа сфорìуëируеì свойство преäпо÷тений,
äовоëüно ÷асто встре÷аþщееся на практике.

При выборе ответственных реøений, наприìер,
связанных с проектированиеì сëожных объектов,
таких как атоìные станöии, транспортные узëы и
т. п., во ìножество критериев вкëþ÷аþт безопас-
ностü. При этоì, как правиëо, к критериþ безопас-
ности преäъявëяется особое требование — зна÷ение,
бëизкое к нуëþ, озна÷ает низкуþ оöенку варианта
реøения в öеëоì. Есëи критерии перевеäены в от-
носитеëüные еäиниöы uj (j = 1, ..., m), то низкиì
зна÷енияì критерия соответствуþт зна÷ения, бëиз-
кие к нуëþ, а высокие — еäиниöе. Провоäя анаëоãиþ
с операöияìи с буëевыìи переìенныìи, ìожно

сказатü, ÷то иìеет ìесто операöия конъþнкöии.
В конъюнктивных операторах ìаëые зна÷ения оäних
критериев не коìпенсируþтся äруãиìи критерияìи.

Часто в таких сëу÷аях испоëüзуется свертка

P(u1, ..., um) = , ãäе Vj — веса критериев.

Вìесте с теì, äëя описания äанноãо кëасса преä-
по÷тений ìожно построитü ìножество операторов
аãреãирования. Выбор конкретноãо оператора опре-
äеëяется преäпо÷тенияìи ЛПР в реøаеìой заäа÷е.

Наряäу с конъþнктивныìи преäпо÷тенияìи
ìожно сфорìуëироватü и äизъþнктивные, хотя
посëеäние на практике встре÷аþтся реже. В äизъ-
þнктивноì операторе зна÷ение хотя бы оäноãо
критерия, равноãо еäиниöе, привоäит к еäини÷но-
ìу зна÷ениþ всеãо оператора.

Дëя выäеëенных кëассов конъþнктивных и äизъ-
þнктивных преäпо÷тений необхоäиìо:
� сфорìуëироватü аксиоìы преäпо÷тений;
� опреäеëитü проöеäуры проверки аксиоì;
� разработатü проöеäуры ãенераöии операторов

аãреãирования;
� опреäеëитü требования к ãенерируþщиì функ-

öияì äëя операторов, описываþщих äанные
преäпо÷тения.
Материаë äанной статüи основывается на рабо-

тах [1, 2]. Поэтоìу рекоìенäуется ознакоìитüся с
указанныìи работаìи.

1. Аксиомы конъюнктивных и дизъюнктивных 
предпочтений

Иìеется ìножество критериев u1, u2, ..., um, из-
ìеряеìых в относитеëüных еäиниöах в интерваëе
[0; 1]. Испоëüзуеì сëеäуþщие обозна÷ения:  —
äопоëнение критерия uj, т. е. ìножество критери-
ев, за искëþ÷ениеì uj; в äопоëнении  искëþ-
÷аþтся uj и us. Обозна÷ения преäпо÷тений ЛПР
P(u1, u2, ..., um) = P(uj, ) = P(uj, us, ) экви-
ваëентны.

А к с и о ì а  1 ìонотонности преäпо÷тений при-
веäена в работе [2].

А к с и о ì а  2 важности критериев äëя конъ-
þнктивных преäпо÷тений. Дëя ëþбых äвух крите-
риев с весаìи Vj > Vs и ëþбыì фиксированныì

äопоëнениеì  выпоëняется P(uj, , ) <

< P( , us, ), ãäе  =  = 1 и ëþбые зна-

÷ения uj > us > 0. Из Vj > Vs сëеäует P( , us, ) =

= P(uj, , ).

Отìетиì, ÷то аксиоìа важности не совпаäает с
опреäеëениеì ка÷ественной важности критериев
в работе [3, стр. 26—28]. В указанной работе с÷ита-
ется, ÷то критерий j важнее s, есëи P( , , ) <
< P( , , ), ãäе уровни u– и u+ — произвоëü-

Рассматривается класс конъюнктивных предпочте-

ний. Для него сформулированы аксиомы предпочтений.

Анализируются вопросы проверки аксиом в предпочтениях

лица, принимающего решения. Излагаются вопросы гене-

рации операторов для описания конъюнктивных предпоч-

тений. Приведены примеры конъюнктивных операторов.

Ключевые слова: принятие решений, многокритери-

альные задачи, агрегирование критериев, описание пред-

почтений, конъюнктивные операторы

j 1=

m

∏ uj

Vj
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uj s,

uj s, uj s,

uj s,′ us
+ uj s,′
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+ uj s,′ uj
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+
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+ uj s,′
uj
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ные зна÷ения. В аксиоìе 2 верхний уровенü u+

всеãäа äоëжен бытü равен еäиниöе. Это озна÷ает,
÷то понятие ка÷ественной важности — ÷астное по
отноøениþ к важности критериев в аксиоìе 2.

А к с и о ì а  3 конъþнктивности преäпо÷тений
вкëþ÷ает три усëовия:

а) ìножественности объектов с нуëевыì преä-
по÷тениеì: äëя ëþбоãо äопоëнения  и  = 0
преäпо÷тение P( , ) = 0;

б) еäинственности объекта с еäини÷ныì преä-
по÷тениеì: P( , ) = 1 тоëüко при равенстве
всех критериев еäиниöе;

в) äëя ëþбых зна÷ений критериев uj, ..., um преä-

по÷тение P(uj, ..., um) < Vjuj.

А к с и о ì а  4 äизъþнктивности преäпо÷тений
также вкëþ÷ает три усëовия:

а) еäинственности объекта с нуëевыì зна÷ениеì:
P( , ) = 0 тоëüко при равенстве всех критериев
нуëþ;

б) ìножественности объектов с еäини÷ныì преä-
по÷тениеì: äëя ëþбоãо äопоëнения  и  = 1
преäпо÷тение P( , ) = 1;

в) äëя ëþбых зна÷ений критериев uj, ..., um преä-

по÷тение P(uj, ..., um) > Vjuj.

Понятно, ÷то аксиоìы (свойства) 3 и 4 взаиìо-
искëþ÷аþщие.

Рассìотриì вопросы проверки выøепривеäен-
ных аксиоì в преäпо÷тениях ЛПР.

Сна÷аëа ЛПР äоëжен заäатü веса критериев Vj

(j = 1, 2, ..., m), которые сëеäует пронорìироватü,

÷тобы Vj = 1.

Затеì проверяеì аксиоìу 2 важности критериев
äëя конъþнктивных преäпо÷тений. Дëя этоãо
выбираеì äва уровня зна÷ений критериев: u+ = 1 и
u–(1) > 0 и преäëаãаеì ЛПР äатü оöенки сëеäуþщих

объектов:  = P( , ), = P( , )

(j = 1, 2, ..., m). Отìетиì, ÷то P( , ) = 1,

а P( , ) естü оöенка преäпо÷тений при

равных зна÷ениях критериев uj = u–1(1). 

Есëи поряäок  совпаäает с поряäкоì весов

Vj, а поряäок  — обратный поряäку Vj, то äëя

заäанных уровней u+и u–(1) выпоëняþтся требова-
ния аксиоìы. Изìенив нижний уровенü на u–(2) и

вновü провеäя опрос äëя оöенок  и ,
провериì выпоëнение аксиоìы и т. ä.

Проверка аксиоìы важности äëя äизъþнктивных
преäпо÷тений провоäится по той же схеìе, но в ка-

÷естве уровней зна÷ений критериев испоëüзуþтся:
нижний уровенü u– = 0 и верхний u+(1) > 0. Тоãäа
ЛПР äает оöенки сëеäуþщих объектов:  =
= P( , ), = P( , ). Усëовие вы-
поëнения аксиоìы важности критериев такое же,
как и äëя конъþнктивных преäпо÷тений.

Чтобы проверитü усëовие (а) аксиоìы 3 конъ-
þнктивности преäпо÷тений, преäъявëяеì ЛПР äëя
оöенки объекты P( , ), ãäе  = 0, а  — ëþ-
бое äопоëнение критерия. Есëи все оöенки равны
нуëþ, то усëовие выпоëняется.

Проверка усëовия (в) (сравнение преäпо÷тений
с аääитивныìи) затруäнитеëüна äëя ЛПР, так как
äëя этоãо потребоваëосü бы преäъявитü еìу äëя
оöенки о÷енü боëüøое ÷исëо объектов. Эти вопро-
сы буäут рассìатриватüся äаëее.

2. Генерация конъюнктивных операторов

Аксиоìа ìонотонности и аксиоìа важности
критериев справеäëивы äëя функöионаëа сëеäуþ-
щеãо виäа:

P (uj, ..., um) = ψ (Vj, uj) , (1)

ãäе (Vj, uj) — обратная функöия от ϕj(Vj, x) (вес
Vj — параìетр).

Функöии ψ(х) и ϕj(Vj, x) — ìонотонно убываþщие
и äëя кажäой пары критериев, в которой Vj > Vs,
ìежäу функöияìи ϕj(Vj, x), ϕs(Vs, x) äоëжны выпоë-
нятüся неравенства ϕj(Vj, u) > ϕs(Vs, u) äëя конъ-
þнктивных преäпо÷тений. При Vj = Vs ϕj(Vj, u) =
= ϕs(Vs, u).

Дëя построения ϕj(Vj, x) (j = 1,2, ..., m) буäеì ис-
поëüзоватü оäну функöиþ ϕ(х) c параìетроì Vj, ко-
торый позвоëит форìироватü разные ϕj(Vj, x) =
= ϕ(Vj, x). Такое оãрани÷ение на ϕj(Vj, x) связано
с выпоëнениеì усëовия (в) аксиоìы 3 конъþнк-
тивных преäпо÷тений. Эти вопросы обсужäаþтся
в пп. 3 и 6.

Как и в работах [1, 2], буäеì форìироватü опе-
ратор аãреãирования на основе äвух ãенерируþщих
функöий ψ(x), ϕ(x).

Дëя выпоëнения усëовия (а) аксиоìы 3 ãене-
рируþщие функöии ϕ(х) и ψ(х) äоëжны иìетü

uj uj
–

uj
– uj

uj
+ uj

+

j 1=

m

∑

uj
– uj

–

uj uj
+

uj
+ uj

j 1=

m

∑

j 1=
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∑
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1( )–
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+
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Рис. 1. Генерирующая функция конъюнктивного оператора
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(ϕ(х)) = 0 (рис. 1), тоãäа преäеë обратной функ-

öии (ϕ–1(u)) = ∞. Чтобы выпоëняëосü усëовие

(б) аксиоìы 3, обе ãенерируþщие функöии при
нуëе äоëжны бытü равны еäиниöе: ϕ(0) = ψ(0) = 1.
В п. 5 привеäены приìеры виäов ãенерируþщих
функöий: степенная, показатеëüная, ãипербоëи÷е-
ская, танãенöиаëüная.

На основе ãенерируþщих функöий ϕ(x)и ψ(x)
сфорìируеì сëеäуþщий оператор: 

h(u1, ..., um) = ψ Vjϕ
–1(uj) . (2)

Этот оператор в работе [1] опреäеëен как опера-
тор типа h. Убываþщие функöии ϕj(Vj, x) = ϕ(x/Vj)
упоряäо÷иваþтся в соответствии со зна÷енияìи
весов, т. е. при Vj > Vs функöия ϕj(Vj, x) > ϕs(Vs, x),
зна÷ит, аксиоìа 2 важности критериев выпоëняется.

В операторах типа g, который в работе [1] опреäе-

ëяется выражениеì g(u1, ..., um) = ψ ϕ–1(Vjuj) ,

вес критерия у÷итывается в ка÷естве ìножитеëя uj

в обратной функöии (Vjuj). В этоì сëу÷ае по-

ряäок ϕjg(x) = ϕ(x) (j = 1, ..., m) — обратный по-

ряäку весов, ÷то озна÷ает ϕjg(Vj, x) < ϕsg(Vs, x) при

Vj > Vs. Дëя выпоëнения аксиоìы 2 в ка÷естве ϕjg(x)

сëеäует взятü Vjϕ(x), тоãäа тип g äëя конъþнктив-

ных операторов буäет иìетü виä

g(u1, ..., um) = ψ ϕ–1(uj/Vj) . (3)

Испоëüзование Vj в ка÷естве äеëитеëя uj экви-

ваëентно ввеäениþ в ка÷естве весовой характерис-

тики в форìуëе (3)  = . Новые зна÷ения весов

 =  сëеäует пронорìироватü  = / ,

÷тобы выпоëняëосü усëовие  = 1. Отноøение

ìежäу новыìи весаìи — обратное к исхоäныì:

= . Так как веса изìеряþтся в øкаëе отно-

øений, то интерпретаöия Vj и  как важности

критериев оäинакова.

Обозна÷иì выражение, явëяþщееся в операторе (3)

арãуìентоì функöии ψ(х), ÷ерез Fg = ϕ–1(uj/Vj),

с у÷етоì ввеäенных весов  Fg = ϕ–1( uj).

Чтобы выпоëняëосü усëовие (б) аксиоìы 3 (еäин-
ственности объекта с еäини÷ныì преäпо÷тениеì),
необхоäиìо Fg отìасøтабироватü — при всех кри-
териях, равных еäиниöе, Fg äоëжна равнятüся нуëþ.
Это ìожно сäеëатü так же, как äëя операторов ìяã-
кой ëоãики в работе [2]:

а) ввести ìасøтабный коэффиöиент k в ка÷естве
ìножитеëя, который буäет вы÷исëятüся из уравнения

Fga = ϕ–1(k ) = 0, тоãäа оператор приìет виä

ga(u1, ..., um) = ψ ϕ–1(k uj) ; (4)

б) ввести ìасøтабный коэффиöиент d в ка÷естве

сëаãаеìоãо Fgb = ϕ–1( uj) – d, ãäе d = ϕ–1( )

= = dj, в резуëüтате поëу÷иì оператор типа gb:

gb(u1, ..., um) = ψ ϕ–1( uj) – d . (5)

Привеäенные выøе типы операторов в общеì виäе

ìожно записатü как P(u1, ..., um) = ψ (Vj, uj) ,

ãäе ϕj(Vj, x) — ãенерируþщая функöия äëя кажäоãо
критерия uj, поëу÷енная на основе оäной функöии
ϕ(x) и параìетра Vj. Дëя оператора (2) ϕjh(x) =

= ϕ(x/Vj), äëя оператора (4) ϕjga(x) = ϕ(x), а äëя (5)

ϕjgb(x) = (ϕ(x – dj)).

В работе [1] рассìотрены вопросы вëияния ãене-
рируþщих функöий на зна÷ения оператора. Функ-
öия ϕ(x) опреäеëяет выпукëостü ëиний безразëи-
÷ия оператора. Функöия ψ(x) выпоëняет роëü у÷ета
совìестноãо вëияния на зна÷ение оператора всех
критериев. Оператор аãреãирования

P(u1, ..., um) = ψ(F(u1, ..., um)), 

ãäе F(u1, ..., um) = (Vj, uj).

Выпукëостü функöий буäеì характеризоватü
параìетроì λ, который буäет опреäеëятü параìетр
функöии из уравнения ϕ(λ) = λ (сì. рис. 1). Дëя

lim
x → ∞

lim
u → 0

j 1=

m

∑
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞

j 1=

m

∑
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞

ϕj
1–

1
Vj
----

j 1=

m

∑
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞

Vj
~ 1

Vj
----

Vj
~ 1

Vj
---- Vj

~ 1
Vj
----

s 1=

m

∑
1
Vs
----

j 1=

m

∑ Vj
~

Vj

Vs

----
~

~ Vs

Vj
----

Vj
~

j 1=

m

∑

Vj
~

j 1=

m

∑ Vj
~

j 1=

m

∑ Vj
~

j 1=

m

∑
⎝
⎜
⎛

Vj
~

⎠
⎟
⎞

j 1=

m

∑ Vj
~

j 1=

m

∑ Vj
~

j 1=

m

∑

j 1=

m

∑
⎝
⎜
⎛

Vj
~

⎠
⎟
⎞

j 1=

m

∑
⎝
⎜
⎛

ϕj
1–

⎠
⎟
⎞

1
kVj

------~

1

Vj

----~

j 1=

m

∑ ϕj
1–



10 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 8, 2012

рассìатриваеìых ãенерируþщих функöий пара-
ìетр выпукëости λ опреäеëен в интерваëе (0; 1).

Такиì образоì, на основе пары ãенерируþщих
функöий поëу÷иëи три типа операторов (2), (4), (5),
разëи÷аþщихся способоì у÷ета весов и принöипа-
ìи ìасøтабирования.

На рис. 2 привеäен приìер конъþнктивноãо опе-
ратора äëя äвух критериев. Так как функöия ϕ(x)
выпукëа вниз, то поверхности безразëи÷ия в конъ-
þнктивных операторах выпукëы вниз. Параìетр вы-
пукëости λϕ функöии ϕ(x) вìесте с весаìи опреäе-
ëяет выпукëостü поверхностей (ëиний) безразëи÷ия.

Анаëизируя оператор ga, ввеäеì в рассìотрение

ϕga(x) = ϕ(x), ãäе k > 1 — ìасøтабный коэффи-

öиент. Тоãäа оператор (4) запиøется в виäе

ga = ψ ( uj) .

Оператор 

gb = ψ ( uj) – d , 

ãäе ϕgb(x) = ϕ(x). Испоëüзуя оäну ãенерируþщуþ
функöиþ ϕ(x), äëя оператора типа g поëу÷иëи äве
функöии, выпукëые вниз, ϕga(x) и ϕgb(x), которые

разëи÷аþтся усëовияìи норìировки Fg(u1, ..., um).
В операторах типа gb испоëüзуется тоëüко ÷астü ãе-

нерируþщей функöии ϕ(x) на интерваëе [0; ]

в поëожитеëüной обëасти арãуìента (рис. 3). В опе-
раторах ϕh(x) = ϕ(x) x ∈ [0; ∞), а в ϕga(x) испоëüзу-
þтся и отриöатеëüные зна÷ения арãуìента.

3. Требования к генерирующим функциям 
для выполнения аксиомы конъюнктивности

Аксиоìа 3 конъþнктивности отëи÷ается от ак-
сиоì ìяãкой конъþнкöии, привеäенных в работе [2],
теì, ÷то äëя конъþнктивности выпоëняется свой-
ство ìножественности объектов с нуëевыì преäпо÷-
тениеì, а äëя ìяãкой конъþнкöии существует еäин-
ственный объект с ìиниìаëüныì нуëевыì преä-
по÷тениеì: P( , ) = 0 при u– = 0.

Выпоëнение свойства ìножественности объектов
с нуëевыì преäпо÷тениеì äëя конъþнктивных опе-
раторов обеспе÷ивается кëассоì ìонотонно убываþ-
щих ãенерируþщих функöий ϕ(х) с (ϕ(х)) = 0

и ψ(х) с (ψ(х)) = 0. Требования к ãенерируþ-

щиì функöияì ϕ(х) и ψ(х) äëя выпоëнения усëо-
вия (в) аксиоìы конъþнктивности P(uj, ..., um) <

< Vjuj буäут такиìи же, как äëя ìяãкой конъ-

þнкöии, рассìотренные в работе [2]. Поэтоìу
привеäеì их без äоказатеëüства.

В [2] ввеäено понятие ëинии экстреìаëüных зна-
÷ений оператора (ЛЭЗО). Это ëиния в пространст-
ве критериев, описываеìая параìетри÷ески ÷ерез
параìетр t ∈ [0; 1], на которой F(u1, ..., um) =

= (Vj, uj) приниìает экстреìаëüные зна÷е-

ния. Дëя конъþнктивных операторов это ëиния
ìаксиìаëüных зна÷ений Fmax(t). В [2] привеäены
правиëа построения ЛЭЗО äëя выпукëых функ-
öий, которые справеäëивы и äëя ϕ(х) конъþнктив-
ных операторов. Поэтоìу ãенерируþщие функöии
ϕ(х) и ψ(х) äоëжны бытü выпукëы.

Теорема 1. Чтобы оператор быë конъþнктивныì,
необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы функöии ϕ(х) и
ψ(х) быëи выпукëы, и на ëинии ìаксиìаëüных
зна÷ений операторов функöия Fmax(t) быëа боëüøе
ψ–1(t).

Дëя операторов типа h ЛЭЗО преäставëяет собой
ëиниþ при равных зна÷ениях переìенных, а саì
оператор образует оäноìернуþ функöиþ, поëу÷ае-
ìуþ из оператора (2) при равных зна÷ениях uj = u:

h(u) = ψ Vjϕ
–1(u)  = ψ(ϕ–1(u)). (6)

Рис. 2. Конъюнктивный оператор для двух критериев

Рис. 3. Генерирующие функции j(х) конъюнктивных операторов
разных типов
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В [1] функöия (6) опреäеëена как функция рав-
ных значений переменных (ФРЗП).

Усëовия теореìы 1 äëя операторов типа h ìожно
сфорìуëироватü боëее наãëяäно.

Теорема 2 о существовании конъþнктивных опе-
раторов типа h. Есëи ãенерируþщие функöии ϕ(х) и
ψ(х) выпукëы вниз и ϕ(x) > ψ(x), то h(u1, ..., um) <

< Vjuj, т. е. оператор h конъþнктивный.

Испоëüзуя понятие функöии равных зна÷ений
переìенных, на основе теореìы 2 сфорìуëируеì
сëеäуþщее о÷евиäное утвержäение.

Утверждение. Дëя всех типов конъþнктивных
операторов функöия равных зна÷ений переìенных
ìенüøе ëинейной. Дëя операторов типа h усëовие
h(u) < u явëяется необхоäиìыì и äостато÷ныì, а
äëя типов g — тоëüко необхоäиìыì.

4. Генерация дизъюнктивных операторов

Дëя ãенераöии äанноãо кëасса операторов тре-
буþтся выпукëые вверх ãенерируþщие функöии
ϕd(x) и ψd(x), иìеþщие (ϕd(x)) = 1. В ка÷естве

таких функöий ìожно испоëüзоватü ϕd(x) = 1 – ϕ(x),
ψd(x) = 1 – ψ(x), ãäе ϕ(x)и ψ(x) — рассìотренные
ранее ãенерируþщие функöии äëя конъþнктивных
операторов. В резуëüтате поëу÷иì äëя операторов

типа hd(u1, ..., um) = 1 – ψ Vjϕ
–1(1 – uj) , ÷то

соответствует закону äвойственности (äе Морãана)
[3, с. 385] hd(u1, ..., um) = 1 – hc(1 – u1, ..., 1 – um).

Дизъþнктивные операторы типа gа и gb также фор-
ìируþтся из конъþнктивных на основе закона
äвойственности.

5. Примеры видов генерирующих функций 
и конъюнктивных операторов

Разëи÷ных виäов ãенерируþщих функöий ìож-
но сфорìироватü äовоëüно ìноãо. В ка÷естве при-
ìеров в табë. 1 и 2 привеäены: степенная, показа-
теëüная, ãипербоëи÷еская и танãенöиаëüная функ-
öии и образованные на их основе конъþнктивные
операторы с ϕ(х) и ψ(х) оäинаковоãо виäа. Как ука-
зываëосü ранее, выпукëостü функöий опреäеëяет
параìетр λ ∈ (0; 1). Параìетры функöий расс÷и-
тываþтся ÷ерез λ в резуëüтате реøения уравнения
ϕ(λ) = λ.

Сëеäует сказатü, ÷то в оäноì операторе ìоãут ис-
поëüзоватüся в ка÷естве ψ(х) и ϕ(х) разные виäы
функöий. Чтобы оператор быë конъþнктивныì,
требуется выпоëнение усëовий теореìы 1 иëи 2. Дëя
приìера построения такоãо оператора типа h ис-

поëüзуеì äве ãенерируþщие функöии: ϕ(x) = 

(ãипербоëи÷еская) и ψ(x) = (x + 1)–p (степенная).

Сна÷аëа запиøеì выражение Fh =  – 1 ,

итоãовый виä оператора: h(u1, ..., um) =  –

– 1  + 1 . Остается опреäеëитü параìетры а и р,

j 1=

m

∑
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x → ∞

j 1=

m
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⎝
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⎟
⎞

Табëиöа 1
Примеры генерирующих функций и конъюнктивных операторов

Название 
оператора

Генерируþ-
щая функöия

Параìетр
Обратная

функöия ϕ–1(u)

Конъþнктивный оператор 
hc(u1, ..., um)

ФРЗП hc(u)

Степенной (x + 1)–p p = –  – 1

Показатеëü-
ный e–ax a = – – ln(u)

Гипербоëи-
÷еский

a = 

Танãенöи-
аëüный

1 – arctg(ax) a = tg (1 – λ) tg (1 – u) 1 – arctg 1 – arctg

П р и ì е ÷ а н и е: λ ∈ (0; 1) — параìетр выпукëости ãенерируþщей функöии.
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при которых этот оператор буäет конъþнктивныì,
т. е. наäо выпоëнитü усëовие теореìы 2: ϕ(х) > ψ(х).
Произвоäные ãенерируþщих функöий: ϕ'(х) =

= –a(ax + 1)–2 < 0; ψ'(х) = –p(x + 1)–(p + 1) < 0. При
a и р боëüøе 1 ϕ'(х) > ψ'(х), x ∈ [0; ∞). С у÷етоì, ÷то
ψ(0) = ϕ(0) = 1, поëу÷аеì ϕ(х) > ψ(х). Поэтоìу опе-
ратор конъþнктивный при р l а > 1.

Генерируþщие функöии äëя конъþнктивных
операторов ìожно сфорìироватü из ãенерируþщих
функöий операторов ìяãкой конъþнкöии, приве-
äенных в работе [2]. Есëи ãенерируþщая функöия
ϕ(x) ∈ [0; 1] äëя квазиконъþнктивноãо оператора,

то ϕс(х) = ϕ  отве÷ает требованияì ãенерируþ-

щей функöии конъþнктивноãо оператора. Действи-
теëüно, ϕс(0) = ϕ(1) = 1, зна÷ение ϕс(х) = 0 äости-

ãается при x → ∞, есëи ϕ(х) выпукëа вниз, то и ϕс(х)

выпукëа вниз.
Рассìотриì приìеры построения ãенерируþщих

функöий ϕс(х) из ϕ(х) операторов ìяãкой конъ-
þнкöии.

Степенная ãенерируþщая функöия äëя квази-
конъþнктивноãо оператора ϕ(х) = x p äëя конъþнк-
тивноãо буäет равна ϕk(х) = (1 + x)–p. В табë. 1 эта
ãенерируþщая функöия и испоëüзуется.

Показатеëüная ãенерируþщая функöия, вы-
пукëая вниз, квазиконъþнктивноãо оператора ϕ(x) =

=  (сì. [2]) äëя конъþнктивноãо буäет:

ϕc(x) = . Параìетр а опреäеëяется из

уравнения λ = .

Интересно отìетитü, ÷то привеäенные в табë. 1
конъþнктивные операторы типа h совпаäаþт с про-
извоäственныìи функöияìи, рассìатриваеìыìи в
эконоìике [5]. Функöия Кобба—Дуãëаса иìеет виä:

, ãäе xj — переìенные, аj = const, при÷еì

Σaj = 1. Она совпаäает с показатеëüныì оператороì
при равенстве ãенерируþщих функöий aϕ и аψ (сì.

табë. 1). Функöия Соëоу иìеет виä aj ,

ãäе р и ν — параìетры. Приняв р = 1/рϕ и ν/p =
= νpϕ = pψ, поëу÷иì, ÷то произвоäственная функ-
öия Соëоу совпаäает со степенныì конъþнктив-
ныì оператороì типа h.

Такое совпаäение объясняется схоäствоì требо-
ваний к произвоäственныì функöияì и конъþнк-
тивныì оператораì: ìонотонности по всеì пере-
ìенныì, равенства нуëþ функöии при оäной иëи
боëее переìенных, равных нуëþ.

6. Идентификация конъюнктивных операторов

Аëãоритì иäентификаöии конъþнктивных опе-
раторов такой же, как äëя операторов ìяãкой конъ-
þнкöии, изëоженный в работе [2]. В ка÷естве оöе-

Табëиöа 2
Примеры конъюнктивных операторов типа g
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оператора

Масøтабный 
коэффиöиент k

Конъþнктивный оператор типа

ga(u1, ..., um) = ψ ϕ–1(k uj)
Масøтабный 

коэффиöиент d

Конъþнктивный оператор типа 

gb(u1, ..., um) = ψ ϕ–1( uj) – d

Степенной  – m + 1  – m  + 1

Показатеëü-
ный

ln  (не отве÷ает требованияì к 

оператораì, так как не соäержит весов)
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÷еский

Танãенöи-
аëüный

Из уравнения: 

tg  = 0
1 – arctg

tg 1 – arctg

j 1=

m

∑⎝
⎛ Vj

~

⎠
⎞

j 1=

m

∑⎝
⎛ Vj

~

⎠
⎞

1
m
--- Vj

1/p
ϕ

–

j 1=

m

∑⎝ ⎠
⎛ ⎞

p
ϕ

~

j 1=

m

∑ kVjuj( )
1/p

ϕ
–

~

p
ψ

–

Vj

1/p
ϕ

–

j 1=

m

∑
~

j 1=

m

∑ Vj( )
1/p

ϕ
–

~ uj

1/p
ϕ

–
1–( )

p
ψ

–

Vj
j 1=

m

∏⎝ ⎠
⎛ ⎞

1/m–
~

kVjuj( )

a
ψ

a
ϕ

-----

j 1=

m

∏
~

Vj
j 1=

m

∏⎝ ⎠
⎛ ⎞

1/a
ϕ

–
~ uj

a
ψ

a
ϕ

-----

j 1=

m

∏

1
m
---

1

Vj

----
j 1=

m

∑
~

1
a
ψ

a
ϕ

----
1

kVjuj

----------
j 1=

m

∑ m–⎝ ⎠
⎛ ⎞ 1+

------------------------------------------

~

1
a
ϕ

---- 1

Vj

---- m–
j 1=

m

∑⎝ ⎠
⎛ ⎞

~

1
a
ψ

a
ϕ

---- 1

Vj

---- 1
uj

--- 1–⎝ ⎠
⎛ ⎞

j 1=

m

∑⎝ ⎠
⎛ ⎞ 1+

------------------------------------------

~

j 1=

m

∑
π
2
-- 1 kV–( )⎝ ⎠
⎛ ⎞~

2
π
--

a
ψ

a
ϕ

---- tg π
2
-- 1 kVjuj

–( )⎝ ⎠
⎛ ⎞

j 1=

m

∑⎝ ⎠
⎛ ⎞~

1
a
ϕ

----
j 1=

m

∑
π
2
-- 1 Vj–( )⎝ ⎠
⎛ ⎞~ 2

π
--

a
ψ

a
ϕ

---- tg π
2
-- 1 Vjuj

–( )⎝ ⎠
⎛ ⎞ a

ψ
d–

j 1=

m

∑⎝ ⎠
⎛ ⎞~

1
x 1+
---------⎝ ⎠

⎛ ⎞

e
ax 1–

e
a 1–

-------------

e
a/ x 1+( ) 1–

e
a 1–

-----------------------

e
a/ λ 1+( ) 1–

e
a 1–

-----------------------

 
j 1=

m

∏ xj

aj

j 1=

m

∑
⎝
⎜
⎛

xj
p–

⎠
⎟
⎞ ν/p–



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 8, 2012 13

нок ЛПР испоëüзуþтся äанные, поëу÷енные при
проверке аксиоìы важности критериев (сì. п. 1,
аксиоìа 2).

На практике ìоãут встретитüся сëу÷аи, коãäа в
резуëüтате проверки свойства ìножественности
объектов с нуëевыì преäпо÷тениеì P( , ) = 0,
ãäе u– = 0, а  — ëþбое äопоëнение критерия,
оказаëосü, ÷то не äëя всех критериев оно выпоë-
няется. Рассìотриì такуþ ситуаöиþ на приìере.

Пустü из ÷етырех критериев оно выпоëняется
тоëüко äëя первоãо, т. е. P(0, , , ) = 0, а äëя
остаëüных

P( , 0, , ) > 0, P( , , 0, ) > 0,

P( , , , 0) > 0. (7)

Это озна÷ает, ÷то ãенерируþщая функöия ϕ1(х)
äëя первоãо критерия äоëжна отëи÷атüся от q(х)
äëя 2-, 3- и 4-ãо критериев, как показано на рис. 4.
Функöия ψ(х) äоëжна соответствоватü конъþнк-
тивноìу оператору, т. е. с (ψ(х)) = 0. Вìесте с

теì, с äвуìя иëи нескоëüкиìи ãенерируþщиìи
функöияìи ϕ1(х) и q(х) разноãо типа не обеспе÷и-
вается усëовие (в) аксиоìы конъþнктивности:

P(uj, ..., um) < Vjuj (сì. Леììы 1, 2 и теореìу 1

в работе [2], в которых рассìатривается тоëüко оä-
на выпукëая ãенерируþщая функöия ϕ(х)).

Неравенства (7) указываþт на то, ÷то äëя аãреãи-
рования трех посëеäних критериев поäхоäит опера-
тор ìяãкой конъþнкöии. Сëеäует сказатü, ÷то убы-
ваþщая функöия q(х), преäставëенная на рис. 4,
поëу÷ается из возрастаþщей функöии операторов
ìяãкой конъþнкöии: q(х) = ϕ(1 – х). Поэтоìу, ÷то-
бы обеспе÷итü выпоëнение усëовия (в) аксиоìы 3
äëя рассìатриваеìоãо приìера, сëеäует из крите-
риев 2, 3, 4 сфорìироватü коìпëексный критерий
U2(u2,1, u2,2, u2,3) c u2,1 = u2, u2,2 = u3, u2,3 = u3. Дëя
аãреãирования этих критериев испоëüзуеì опера-
тор ìяãкой конъþнкöии. Соответственно, веса
критериев V2,1, V2,2, V2,3 норìируþтся, ÷тобы их
суììа равняëасü еäиниöе.

Тоãäа äëя критериев u1 и U2 выпоëняется

P(0, ) = 0, а оöенка P( , 0) = P( , 0, 0, 0) буäет

ìноãо ìенüøе оöенок (7), т. е. P( ,0) буäет бëиз-

ка к нуëþ. Взяв в ка÷естве веса äëя коìпëексноãо

критерия U2 суììу  = V2 + V3 + V3, ìожно оп-

реäеëитü ãенерируþщие функöии конъþнктивно-
ãо оператора.

Испоëüзование äвух уровней äëя аãреãирования
всех ÷етырех критериев позвоëяет выпоëнитü

свойство (в) P(uj, ..., um) < Vjuj. Действитеëüно,

есëи äëя u1 и U2 выпоëняется P(u1, U2) < V1u1 +

+ U2(u2,1, u2,2, u2,3), ãäе  = V2 + V3 + V3, и äëя

U2(u2,1, u2,2, u2,3) < u2,1 + u2,2 + u2,3, ãäе

 =  = , то и общий резуëüтат аãре-

ãирования буäет P(u
1
, U

2
) < V

1
u
1
 + V

2
u
2
 + V

3
u
3
 + V

4
u
4
.

Заключение

Рассìотрены спеöиаëüные кëассы преäпо÷те-
ний ЛПР в ìноãокритериаëüных заäа÷ах, назван-
ных конъþнктивныìи и äизъþнктивныìи преä-
по÷тенияìи. Дëя них сфорìуëированы аксиоìы
преäпо÷тений. Привоäится проöеäура опроса ëи-
öа, приниìаþщеãо реøения, äëя проверки аксиоì.
Опреäеëены свойства ãенерируþщих функöий и
типы операторов аãреãирования, которые описы-
ваþт такие преäпо÷тения.

Привеäены приìеры виäов конъþнктивных опе-
раторов: степенной, показатеëüный, ãипербоëи÷е-
ский, танãенöиаëüный. Чисëо разных операторов
опреäеëяется испоëüзуеìыìи ãенерируþщиìи функ-
öияìи. Привеäенные в статüе требования к ãене-
рируþщиì функöияì позвоëяþт строитü их.

Сëеäует отìетитü, ÷то некоторые конъþнктив-
ные операторы типа h совпаäаþт с произвоäствен-
ныìи функöияìи, рассìатриваеìыìи в эконоìике,
÷то объясняется схоäствоì требований к произвоä-
ственныì функöияì и конъþнктивныì оператораì.
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Введение

Заäа÷и распреäеëения ìножества поäëежащих
выпоëнениþ заäаний по рабо÷иì станöияì (ìа-
øинаì) и опреäеëения оптиìаëüных посëеäова-
теëüностей их выпоëнения на кажäой ìаøине в ус-
ëовиях потерü вреìени на перенаëаäки иìеþт
боëüøое коëи÷ество приëожений в каëенäарноì
пëанировании произвоäства, ìарøрутизаöии пе-
ревозок, орãанизаöии обсëуживания и выпоëне-
ния реìонтных работ, орãанизаöии вы÷исëитеëü-
ноãо проöесса и т. п. (сì. [1, 4, 17]).

Метоäаì реøения äанноãо кëасса заäа÷ уäеëя-
ëосü зна÷итеëüное ìесто в ìоноãрафиях и перио-
äи÷еской ëитературе [1—8]. Известны поäхоäы,
связанные с построениеì ëинейных и неëинейных
öеëо÷исëенных ìоäеëей и с испоëüзованиеì ìето-
äов ìатеìати÷ескоãо проãраììирования. Аëãоритìы
реøения заäа÷ äанноãо кëасса äостато÷но боëüøой
разìерности, преäставëяþщих практи÷еский ин-
терес, требуþт боëüøих объеìов вы÷исëений [5, 7].

Наибоëее øирокое распространение поëу÷иëи
прибëиженные ìетоäы реøения заäа÷ äанноãо
кëасса с испоëüзованиеì ãенераторов сëу÷айных
расписаний [4, 6, 8, 10], испоëüзуþщих разëи÷ные
правиëа преäпо÷тения [4], эвристи÷еские поäхоäы
[7, 12], а также ãенети÷еские аëãоритìы и эвоëþ-
öионные стратеãии [8, 11, 13]. Аëãоритìы реøения
äанной заäа÷и без у÷ета оãрани÷ений на äирективные

сроки выпоëнения заäаний ìетоäаìи построения
крат÷айøих äопустиìых путей на ãрафах привеäе-
ны в работе автора [14—17]. Указанные поäхоäы
позвоëиëи в ряäе сëу÷аев нахоäитü эффективные
расписания выпоëнения заäаний äëя ìноãих практи-
÷еских приëожений. Оäнако наëи÷ие жестких оãра-
ни÷ений на äирективные сроки выпоëнения заäаний
в ряäе сëу÷аев затруäняет проöесс ãенерирования
äопустиìых расписаний и существенно увеëи÷ивает
затраты на поиск. Кроìе тоãо, отсутствие нижних
оöенок зна÷ения критерия оптиìаëüности äëя по-
строенноãо расписания не позвоëяет объективно
оöенитü эффективностü поëу÷енноãо реøения.
В ìоноãрафии автора [17] иссëеäованы свойства
äопустиìых и оптиìаëüных пëанов сфорìуëиро-
ванной заäа÷и и преäëожены аëãоритìы ее реøе-
ния ìетоäаìи ветвей и ãраниö.

В äанной работе изу÷аþтся свойства заäа÷ та-
коãо кëасса, на основе которых конструируþтся
операторы искëþ÷ения из рассìотрения поäìно-
жеств расписаний, не соäержащих äопустиìые и
неоптиìаëüные реøения. На основе установëен-
ных свойств преäëаãаþтся аëãоритìы реøения
рассìатриваеìых заäа÷ ìетоäаìи äинаìи÷ескоãо
проãраììирования аëãоритìаìи построения äо-
пустиìых и экстреìаëüных путей на ãрафе.

1. Постановка и математическая модель задачи

На K, k = 1, ..., K, рабо÷их станöиях (ìаøинах)
äоëжны бытü выпоëнены N разëи÷ных работ (заäа-
ний), i, j = 1, ..., N. Кажäое из заäаний äоëжно вы-
поëнятüся тоëüко на оäной ìаøине и без разрывов
вреìени в проöессе еãо выпоëнения. Пустü заäаны:
� äирективные сроки äопустиìоãо вреìени наибоëее

раннеãо срока на÷аëа bi и наибоëее позäнеãо сро-
ка заверøения кажäоãо из заäаний Bi, i = 1, ..., N;

� ìатриöа вреìен выпоëнения кажäоãо из заäа-
ний на всех ìаøинах  = ( , , ..., , ..., ),
k = 1, ..., K;

� hk и H k — наибоëее ранние äопустиìые сроки
на÷аëа и заверøения выпоëнения работ на каж-
äой k-й ìаøине;

�  = | |, i, j = 0, 1, ..., N, k = 1, ..., K, — ìатриöы
вреìен потерü вреìени на перенаëаäки при пе-
рехоäе k-й ìаøины от выпоëнения оäноãо за-
äания к äруãоìу. На пересе÷ении i-й строки и
j-ãо стоëбöа этих ìатриö стоят потери вреìени
на перенаëаäки k-й ìаøины при перехоäе посëе
выпоëнения i-ãо заäания к j-ìу. В 0-й строке
кажäой ìатриöы  заäаны вреìена настройки
ìаøины при перехоäе ее из состояния, в котороì
она нахоäится в ìоìент на÷аëа выпоëнения рас-
писания работ, в режиì выпоëнения i-ãо заäания.
Эëеìенты 0-ãо стоëбöа опреäеëяþт затраты вре-
ìени на перехоä k-й ìаøины посëе заверøения
выпоëнения j-ãо заäания в режиì простоя (иëи
возвращения ìаøины из j-ãо пункта на базу).

Предлагаются математические модели и изучаются

свойства задач построения выполнения расписаний на

параллельных и различных по техническим характерис-

тикам машинах в условиях учета потерь на переналад-

ки машин, ограничений на времена выполнения заданий

и допустимые сроки работы машин. Конструируются

операторы исключения из рассмотрения подмножеств

расписаний, не содержащих допустимых и неопти-

мальных решений. На основе установленных свойств

рассмотрены алгоритмы решения рассматриваемых

задач методами динамического программирования.

Ключевые слова: расписания на параллельных ма-

шинах, потери на переналадки, ограничения на сроки

выполнения заданий и времена работы машин, динами-

ческое программирование
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Необхоäиìо найти распреäеëение всеãо ìноже-
ства заäаний по ìаøинаì, а также опреäеëитü по-
сëеäоватеëüности всех назна÷енных на кажäой ìа-
øине заäаний, обеспе÷иваþщие выпоëнение всех
оãрани÷ений на установëенные сроки их выпоëне-
ния Ti, и ìиниìизироватü вреìя заверøения всеãо
коìпëекса работ (критерий оптиìаëüности F1).
В ка÷естве äруãих критериев оптиìаëüности ìоãут
бытü выбраны F2 — ìиниìаëüное среäневзвеøен-
ное вреìя работы ìаøин, необхоäиìое äëя выпоë-
нения всеãо коìпëекса работ, а также F3 — наибо-
ëее равноìерная заãрузка всех работаþщих ìаøин.

Частныì сëу÷аеì рассìатриваеìых заäа÷ явëяþтся
заäа÷и построения посëеäоватеëüностей выпоëнения
N заäаний на K параëëеëüных и разëи÷ных по произ-
воäитеëüности ìаøинах в усëовиях, коãäа потеряìи
вреìени на перенаëаäки ìаøин ìожно пренебре÷ü,
т. е.  = 0, i, j = 0, 1, ..., N; k = 1, ..., K, и сëу÷аи,
коãäа вреìена выпоëнения кажäоãо из заäаний и по-
терü на перенаëаäки äëя всех ìаøин оäинаковы, т. е.

 = tj и  = aij, i, j = 0, 1, ..., N; k = 1, ..., K.

Построиì ìатриöы суììарных затрат вреìени
на выпоëнения j-ãо заäания и перенаëаäок äëя
кажäой k-й ìаøины при перехоäе от выпоëнения
i-ãо к j-ìу заäаниþ, Ak = ||  + ||, i, j = 0, 1, ..., N,
k = 1, ..., K, ãäе i = 0 — режиì на÷аëüноãо состоя-
ния (останова ìаøины),

 = (1)

Необхоäиìо разбитü все ìножество выпоëняе-

ìых заäаний  на K непересекаþщихся поäìно-

жеств , т. е.    = ∅, k, l = 1, ..., K, k ≠ l;

 = , опреäеëитü посëеäоватеëüности 

выпоëнения поäìножеств этих заäаний на кажäой
ìаøине, кажäая из которых äоëжна на÷инатüся и
заверøатüся в на÷аëüной верøине ik = 0.

Пустü посëеäоватеëüностü  иìеет виä  =
= {0, , ..., , ..., , 0}. Вреìена на÷аëа и завер-
øения стоящих в посëеäоватеëüности  заäаний
опреäеëяþтся соãëасно выраженияì

 = max(hk + , ),  =  + ;

 = max(  + 1 + , ),  =  + , ...,

 = max(  + 1 + , ),

 =  + . (2)

Обозна÷иì Rk =  + , k = 1, ..., K, — вреìя
заверøения выпоëнения расписания работ на k-й ìа-
øине. Зäесü  и Rk — соответственно вреìя завер-

øения стоящеãо посëеäниì в посëеäоватеëüности 
заäания и вреìя заверøения выпоëнения расписания.

На строящиеся посëеäоватеëüности выпоëнения
заäаний накëаäываþтся оãрани÷ения:
� вреìя работы кажäой ìаøины не äоëжно превы-

øатü выäеëенный äëя ее работы ресурс вреìени

Rk m Hk, k = 1, ..., K, (3)

� вреìя заверøения выпоëнения кажäоãо из за-
äаний не äоëжно превыøатü заäанные ãрани÷-
ные зна÷ения Bi

 m , p = 1, ..., n, k = 1, ..., K. (4)

В ка÷естве критериев оптиìаëüности ìоãут рас-
сìатриватüся:
� заверøение выпоëнения расписания работ в крат-

÷айøие сроки

F1 = min Rk; (5)

� ìиниìизаöия среäневзвеøенноãо суììарноãо
вреìени работы ìаøин

F2 = min wkRk, ãäе 0 m wk m 1, k = 1, ..., K; 

wk = 1. (6)

В ка÷естве ÷астноãо сëу÷ая ìожет бытü принято
wk = 1, k = 1, ..., K.

Критерий наибоëее равноìерной заãрузки ìа-
øин иìеет виä:

F3 = min |Rk – Rs|. (7)

Зäесü |Rk – Rs| — абсоëþтное зна÷ение разности
äвух веëи÷ин.

Ниже рассìотрены аëãоритìы реøения сфорìу-
ëированной заäа÷и ìетоäаìи äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования [2, 4, 5, 17]. В проöессе реøения
строятся разëи÷ные äопустиìые ÷асти÷ные пëаны
(посëеäоватеëüности) выпоëнения работ на каж-
äой ìаøине. В проöессе этих построений прово-
äится отсев неäопустиìых и не соäержащих опти-
ìаëüных реøений посëеäоватеëüностей.

На второì этапе реøения провоäится проверка,
возìожно ëи из иìеþщихся посëеäоватеëüностей вы-
поëнения заäаний на кажäой ìаøине сконструироватü
расписание выпоëнения всех заäаний, уäовëетворяþ-
щее всеì оãрани÷енияì заäа÷и и явëяþщееся опти-
ìаëüныì соãëасно выбранноìу критериþ оптиìаëü-
ности. В проöессе реøения заäа÷и на первоì и второì
этапах испоëüзуþтся сфорìуëированные ниже пра-
виëа сравнения и отсева неперспективных вариантов.

2. Свойства допустимых и оптимальных расписаний

Правило отсева 1. Есëи при построении посëе-
äоватеëüности выпоëнения заäаний на некоторой
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k-й ìаøине при вкëþ÷ении -ãо заäания на по-
сëеäнее ìесто в строящейся поäпосëеäоватеëüности

 = {0, , ..., , } выпоëняется оäно из сëе-
äуþщих неравенств

 =  +  > ,  =  +  > H k, (8)

ãäе зна÷ения  опреäеëяþтся по форìуëаì (2), то это
заäание не ìожет бытü вкëþ÷ено на l-е ìесто в посëе-
äоватеëüности выпоëнения заäаний на k-й ìаøине.

Правило отсева 2. Есëи äëя äвух посëеäоватеëü-

ностей  = {0, , ..., } и  = {0, , ..., }

выпоëнения заäаний на оäной и той же k-й ìаøи-
не справеäëивы соотноøения

 = ,  ⊆ ,  m , (9)

то посëеäоватеëüностü  ìожет бытü отброøена
как неперспективная.

Следствия правила отсева 2.
При построении поäпосëеäоватеëüности  =

= {0, , ..., , } выпоëнение заäаний на k-й
ìаøине осуществëяется на основании испоëüзова-
ния правиëа отсева 2 по резуëüтатаì проверки со-
отноøений (9), искëþ÷ается из рассìотрения как
неперспективная ëибо вновü построенная поäпос-
ëеäоватеëüностü, ëибо все ранее построенные не-
перспективные поäпосëеäоватеëüности.

Дëя проäоëженных во все äопустиìые верøины
ãрафа посëеäоватеëüностей выпоëнения заäаний
на оäной и той же ìаøине ìожет бытü испоëüзо-
вано сëеäуþщее правиëо преäпо÷тения.

Правило отсева 3. Есëи äëя äвух построенных и
неäопустиìых äëя äаëüнейøеãо проäоëжения по-

сëеäоватеëüностей  = {0, , ..., } и  =

= {0, , ..., } выпоëнения заäаний на оäной и той

же k-й ìаøине, äëя которых инäексы стоящих по-

сëеäниìи в посëеäоватеëüностях заäаний  и 

ìоãут бытü разëи÷ныìи, справеäëивы соотноøения

 ⊆ , R1k m R2k, (10)

то посëеäоватеëüностü  ìожет бытü отброøена
как неперспективная.

Эти правиëа отсева испоëüзуþтся на 1-ì этапе
реøения заäа÷и.

На второì этапе реøения в ка÷естве äопустиìых
посëеäоватеëüностей выпоëнения заäаний  на
первых Q ìаøинах, q = 1, ..., Q, ãäе Q = 2, ..., K,
рассìатриваþтся тоëüко такие, у которых поäìно-
жества вкëþ÷енных в них заäаний иìеþт сëе-
äуþщие свойства:

 = ,    = ∅, q ≠ p, q, p = 1, ..., Q.(11)

Дëя сëеäуþщей и еще нерассìотренной k-й ìа-
øины  с поäìножествоì заäаний  рассìат-
риваþтся тоëüко такие ìетки, äëя которых спра-
веäëиво соотноøения    = ∅. Обозна÷иì та-
кое объеäинение посëеäоватеëüностей ΩQ.

Правило отсева 4. Есëи äëя äвух построенных
объеäинений посëеäоватеëüностей Ω1, q и Ω2, q,

q = 1, ..., Q, поäìножеств  и  при реøении
заäа÷и по критериþ F1 справеäëивы соотноøения

 ⊆ , R1, q m R2, q (12)

ëибо при реøении заäа÷и по критериþ F2 справеä-
ëивы соотноøения

 ⊆ , wqR1, q m wqR2, q, (13)

то объеäинение ÷асти÷ных пëанов Ω2, q ìожет бытü
отброøено как неперспективное.

Сфорìуëированные правиëа отсева неперспек-
тивных проäоëжений испоëüзуþтся в работе опи-
санноãо выøе аëãоритìа.

3. Вычислительная схема алгоритма

При построении разëи÷ных вариантов посëеäо-
ватеëüностей выпоëнения заäаний на кажäой ìа-
øине ìетка s-й строящейся посëеäоватеëüности
соäержит сëеäуþщие признаки:

 — ноìер ìаøины;  — ноìер ìетки äëя
этой ìаøины;  — ноìер заäания, вкëþ÷енноãо
на äанное ìесто в посëеäоватеëüностü;  — ноìер
преäыäущей ìетки (проäоëжаеìой на этоì øаãе
посëеäоватеëüности);  — возìожностü и перспек-
тивностü проäоëжения äанной посëеäоватеëüности.
При этоì  = 0, есëи äанная посëеäоватеëüностü
ìожет бытü проäоëжена, и  = 1 — в противноì
сëу÷ае,  = 2, есëи эта ìетка искëþ÷ена из рас-
сìотрения как неперспективная и не äоëжна рас-
сìатриватüся на 2-ì этапе работы аëãоритìа;

 = { , , , ..., } — построенная посëе-
äоватеëüностü выпоëнения заäаний;

T s =  — вреìя заверøения стоящеãо в äан-
ной посëеäоватеëüности заäания;

R s — вреìя работы ìаøины (с у÷етоì возвра-
щения в исхоäное состояние ), необхоäиìое äëя
выпоëнения äанной посëеäоватеëüности работ.

На второì этапе аëãоритìа осуществëяется объ-
еäинение в общее расписание построенных посëеäо-
ватеëüностей. При этоì ìетка кажäоãо рассìатри-
ваеìоãо g-ãо варианта состоит из сëеäуþщих призна-

ков: g — ноìер варианта;  = { , , ..., },

k = 1, ..., K, — посëеäоватеëüности выпоëнения за-
äаний на кажäой ìаøине; Rg, k, k = 1, ..., K, — век-
тор суììарных вреìен работы кажäой ìаøины.
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3.1. Алгоритм 1-го этапа

В на÷аëе работы 1-ãо этапа аëãоритìа сфорìиру-
еì на÷аëüные (s = 0) ìетки äëя кажäой k-й ìаøины:

 = k,  = 0,  = i0,  = ∅,  = 0;

 = {i0}, T
s = Rs = 0.

Дëя кажäоãо зна÷ения k = 1, ..., K выпоëняеì
сëеäуþщие построения.

Шаг 1. Среäи ìеток k-й ìаøины нахоäиì s-þ
ìетку, äëя которой  = 0. Есëи такуþ ìетку уäа-
ется найти, то перехоäиì к øаãу 2. Есëи таких ìе-
ток не существует, то построены все äопустиìые
посëеäоватеëüности выпоëнения заäаний äëя äан-
ной ìаøины и перехоäиì к сëеäуþщей ìаøине.
Есëи таких ìеток не существует ни äëя оäной из
ìаøин, то построены все äопустиìые посëеäова-
теëüности выпоëнения заäаний на äанной ìаøине
и перехоäиì к øаãу 4.

Шаг 2. Рассìатриваеì s-þ ìетку. Поäìножество
заäаний, äëя которых выпоëняþтся все усëовия

 = max(bj, T
s,k + ) +  m Bj,

 +  m Hk, j ∈ / , (14)

обозна÷иì  = { , ..., , ..., }. В выра-

жении (14)  — поäìножество заäаний, вхоäя-

щих в посëеäоватеëüностü .

Пустü M s,k — ÷исëо заäаний в поäìножестве .

Есëи  = ∅, то поëаãаеì äëя s-й ìетки  = 1 и

перехоäиì к øаãу 1.

Есëи  ≠ ∅, то образуеì M s, k новых ìеток, про-

äоëжив и поставив на посëеäнее ìесто посëеäоватеëü-

ности  кажäое из заäаний поäìножества .
Признаки кажäой из этих ìеток иìеþт виä

 = k,  = s + λ,  = ,  = s,

 = 0;  = { , ..., , };

T s+λ = max(  + , ) + ,

Rs+λ = T s+λ + ; λ = 1, 2, ..., M s, k. (15)

Поëаãаеì äëя s-й ìетки признак  = 1 и пере-
хоäиì к øаãу 3.

Шаг 3. Провоäиì попарно сравнение кажäой из
вновü образованных посëеäоватеëüностей  со
всеìи хранящиìися в банке äанных посëеäова-
теëüностяìи. Есëи äëя оäной из рассìатриваеìых
пар выпоëняþтся усëовия правиëа отсева 2, то со-
ответствуþщая неперспективная ìетка с инäексоì
γ искëþ÷ается из рассìотрения, т. е. поëаãаеì äëя

нее зна÷ение  = 2. Выпоëняеì переинäексаöиþ
всех рассìатриваеìых на äанной ìаøине вариан-
тов. Искëþ÷ив варианты, äëя которых  = 2,
перехоäиì к øаãу 1.

Шаг 4. Провоäиì попарно сравнение всех ìеток,
äëя которых  = 1. Есëи в резуëüтате такоãо сравне-
ния äëя какой-то из пар ìеток выпоëняется правиëо
отсева 3, то äëя неперспективной и поäëежащей
отсеву ìетки поëаãаеì зна÷ение  = 2. Посëе вы-
поëнения этой проöеäуры и переинäексаöии всех
перспективных ìеток, äëя которых  = 1, аëãоритì
1-ãо этапа äëя k-й ìаøины заверøает своþ работу.

Выпоëнив описанный выøе аëãоритì äëя кажäой
из рассìатриваеìых ìаøин, перехоäиì к этапу 2
аëãоритìа. Отìетиì, ÷то есëи все параëëеëüные
ìаøины иìеþт оäинаковые техни÷еские характе-
ристики и оäни и те же äопустиìые вреìена на÷аëа
и заверøения выпоëнения работ, то на 1-ì этапе
построение аëüтернативных посëеäоватеëüностей
выпоëнения заäаний строится тоëüко äëя оäной
ìаøины.

3.2. Алгоритм второго этапа

Метка рассìатриваеìых вариантов на 2-ì этапе
реøения заäа÷и иìеет сëеäуþщие признаки:

us — ноìер составной ìетки; Z s = |zsk| — ноìера

вкëþ÷аеìых ìеток кажäой ìаøины;  — ìноже-
ство заäаний, вкëþ÷енных в расписание выпоëне-

ния работ на всех ìаøинах;  =  — ìини-

ìаëüное вреìя расписания выпоëнения работ на

всех ìаøинах;  — среäневзвеøенное суììарное

вреìя работы ìаøин.
Рассìатриваþтся тоëüко äопустиìые и перспек-

тивные ìетки посëеäоватеëüностей выпоëнения
заäаний на кажäой ìаøине, äëя которых зна÷ение

 = 1. Кажäая из этих ìеток иìеет свой инäекс

pk = 1, ..., P k. Обозна÷иì ÷ерез (s), (s)

наиëу÷øие зна÷ения соответствуþщих показате-
ëей на äанноì s-ì øаãе аëãоритìа. Ввеäеì вектор
ноìеров рассìотренных ìеток кажäой ìаøины
L = |λk|, k = 1, ..., K, ãäе λk = 1, ..., mk, а также с÷ет-
÷ик ноìера анаëизируеìой ìаøины δk, k = 1, ..., K.
В на÷аëе проöесса поëаãаеì s = 0; λk = 0, δk = 0,

k = 1, ..., K; (s) = (s) = ∞.

Аëãоритì преäставëяет собой посëеäоватеëüное
выпоëнение сëеäуþщих øаãов.

Шаг 1. Поëаãаеì s := (s + 1). Форìируеì на÷аëü-
ные признаки новой ìетки. Дëя k = K, (K – 1), ..., 1,
выпоëняеì сëеäуþщие äействия.

1.1. Есëи λk m (mk + 1), то поëаãаеì zsk = (λk + 1),
λk := (λk + 1); zgk = λg, g = (k – 1), ..., 1.
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1.2. Есëи λk = (mk + 1), то поëаãаеì zsk = λk = 1,

zs, k – 1 = (λk – 1 + 1), λk – 1 := (λk – 1 + 1). При этоì

есëи λk + 1 = (mk + 1 + 1), то, поëожив k := (k – 1),
перехоäиì к пункту 1.1. В противноì сëу÷ае поëа-

ãаеì zgk = λg, g := (k – 2), ..., 1.
Есëи λk = mk + 1, k = 1, ..., K, то перехоäиì к øа-

ãу 4. В противноì сëу÷ае перехоäиì к øаãу 2.

Шаг 2. Поëаãаеì  = ∅,  =  = 0. Посëе-

äоватеëüно äëя инäексов ìаøин k = 1, ..., K выби-

раеì ìетку, ноìер которой равен zsk, поäìножест-

во выпоëняеìых заäаний äëя которой (zsk). Есëи

(zsk)   = ∅, то опреäеëяеì  =  U (zsk)
и вы÷исëяеì в зависиìости от выбранноãо крите-
рия оптиìаëüности зна÷ение:

 = max[ , Rk(zsk)] иëи  :=  + wkRk(zsk), 

иëи  = [Rk(zsk) – Rs]. (16)

Есëи  l (s) иëи  l (s), иëи  l

l (s), ëибо есëи (zsk)   ≠ ∅, то поëаãаеì

λk := (λk + 1) и перехоäиì к øаãу 1. В противноì
сëу÷ае перехоäиì к øаãу 3.

Шаг 3. Есëи  ≠ , то перехоäиì к øаãу 1. Есëи

 = , то, есëи  < (s), поëаãаеì  = (s).

Есëи  < (s), то поëаãаеì  = (s). Запо-

ìинаеì ноìер ìетки s*, соответствуþщей поëу-
÷енноìу наиëу÷øеìу расписаниþ на äанноì øаãе.
Перехоäиì к øаãу 1.

Шаг 4. Поëу÷ено оптиìаëüное реøение заäа÷и,
которое соäержится в ìетке с ноìероì s*. Нахоäиì
ноìера ìеток с ноìераìи z s*k, соответствуþщие
посëеäоватеëüностяì выпоëнения заäаний на каж-
äой k-й ìаøине (zs*k), а также вреìена работы
ìаøин Rk(zs*k), k = 1, 2, ..., K. На основе этой ин-
форìаöии ìоãут бытü опреäеëены вреìена на÷аëа
и заверøения выпоëнения кажäоãо из заäаний на
äанной ìаøине. На этоì аëãоритì реøения заäа÷и
заверøает своþ работу.

Сëеäует отìетитü, ÷то в практи÷еских рас÷етах
реøения заäа÷и по критерияì (5) иëи (7) ìиниìи-
заöии вреìени выпоëнения расписания работ, в
öеëях сокращения ÷исëа вариантов на 1-ì этапе
реøения заäа÷и, ìоãут бытü заäаны вспоìоãатеëü-
ные äопоëнитеëüные оãрани÷ения на вреìя рабо-
ты ìаøин  < Hk, k = 1, ..., K. Это сократит также
и объеì вы÷исëений на 2-ì этапе аëãоритìа.

4. Иллюстративные примеры

4.1. Пример 1

На äвух ìаøинах необхоäиìо выпоëнитü øестü
заäаний. Суììарные вреìена выпоëнения заäаний
и потерü на перенаëаäки при перехоäе от выпоë-
нения i-ãо заäаний к j-ìу äëя кажäой из ìаøин
свеäены в табë. 1, 2.

Грани÷ные сроки заверøения кажäоãо из заäа-
ний привеäены в табë. 3.

Выпоëнение произвоäственной проãраììы
äоëжно на÷инатüся и заверøатüся в состоянии i = 0.
Необхоäиìо опреäеëитü поäìножества заäаний,
выпоëняеìых на кажäой из ìаøин, и посëеäова-
теëüности их выпоëнения, которые обеспе÷иëи бы
выпоëнение всех оãрани÷ений на сроки заверøе-
ния заäаний и ìиниìизироваëи бы зна÷ение сëе-
äуþщих критериев оптиìаëüности:

1) выпоëнение произвоäственной проãраììы в
крат÷айøие сроки, F1 = min max(T1, T2); 

2) ìиниìизаöия суììарноãо вреìени работы
ìаøин F2 = min (T1 + T2).
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Табëиöа 1
Суммарные времена выполнения заданий и потерь 

на переналадки для 1-й машины

№ 
заäаний

Суììарные вреìена выпоëнения заäаний 
и перенаëаäок

0 1 2 3 4 5 6

0 ∞ 7 5 6 4 6 8
1 13 ∞ 14 15 12 16 17
2 20 18 ∞ 20 21 20 17
3 24 24 25 ∞ 26 23 27
4 18 14 16 15 ∞ 18 16
5 13 13 16 16 14 ∞ 15
6 23 21 22 20 24 23 ∞

Табëиöа 2
Суммарные времена выполнения заданий и потерь 

на переналадки для 2-й машины

№ 
заäаний

Суììарные вреìена выпоëнения заäаний 
и перенаëаäок

0 1 2 3 4 5 6

0 ∞ 8 6 5 4 7 9
1 16 ∞ 16 17 15 18 14
2 21 20 ∞ 22 21 23 21
3 28 27 26 ∞ 28 29 26
4 22 18 19 20 ∞ 21 17
5 16 17 16 18 19 ∞ 15
6 15 24 23 26 25 27 ∞

Табëиöа 3
Граничные сроки завершения заданий

Грани÷ные сроки заверøения выпоëнения заäаний

1 2 3 4 5 6

51 22 65 50 37 75
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А. Строиì äопустиìые посëеäоватеëüности вы-
поëнения заäаний на кажäой ìаøине, осуществ-
ëяя отсев неперспективных вариантов. Дëя сокра-
щения объеìа изëожения признаки ìеток , 
в описании приìера опущены.

1-я машина

1) 1, 0,  = {1}, 13, 20;

2) 2, 1,  = {1, 3}, 37, 43;

3) 3, 1,  = {1, 4}, 27, 31;

4) 4, 1,  = {1, 5}, 26, 31;

5) 5, 1,  = {1, 6}, 34, 42;

6) 6, 2,  = {1, 3, 6}, 57, 65;

7) 7, 3,  = {1, 4, 3}, 53, 59;

8) 8, 3,  = {1, 4, 6}, 51, 59;

9) 9, 4,  = {1, 5, 3}, 49, 55;

10) 10, 4,  = {1, 5, 4}, 44, 48;

11) 11, 4,  = {1, 5, 6}, 49, 57;

12) 12, 5,  = {1, 6, 4}, 50, 54;

13) 13, 7,  = {1, 4, 3, 6}, 73, 81;

14) 14, 9,  = {1, 5, 3, 6}, 69, 77;

15) 15, 10,  = {1, 5, 4, 6}, 68,76.

2-я машина

1) 0,  = {2}, 21, 27; 2) 0,  = {3}, 28, 33;

3) 0,  = {4}, 22, 26; 4) 0,  = {5}, 16, 23;

5) 0,  = {6}, 26, 35; 6) 1,  = {2, 3}, 48, 53;

7) 1,  = {2, 4}, 40, 46; 8) 1,  = {2, 6}, 46, 55;

9) 2,  = {3, 4}, 48, 52; 10) 2,  = {3, 5}, 46, 53;

11) 2,  = {3, 6}, 54, 63; 12) 3,  = {4, 3}, 50, 54;

13) 3,  = {4, 5}, 41, 48; 14) 3,  = {4, 6}, 47, 56;

15) 4,  = {5, 3}, 45, 52; 16) 4,  = {5, 4}, 41, 51;

17) 4,  = {5, 6}, 43, 52; 18) 5,  = {6, 3}, 52, 57;

19) 5,  = {5, 6}, 47, 51;

20) 6,  = {2, 3, 6}, 67, 73;

21) 7,  = {2, 4, 6}, 65, 74;

22) 9,  = {3, 4, 6}, 73, 82;

23) 10, = {3, 5, 6}, 63, 72;

24) 12,  = {4, 3, 6}, 76, 85;

25) 13,  = {4, 5, 6}, 68, 75.

Сëеäует отìетитü, ÷то ìетка 24 рассìатривае-
ìых вариантов äëя 2-й ìаøины, т. е. посëеäова-
теëüностü  = {4, 3, 6}, искëþ÷ается как неперс-
пективная, так как ìетка 22 с посëеäоватеëüностüþ
выпоëнения заäаний  = {3, 4, 6} явëяется боëее
перспективной.

В. На второì этапе реøения строиì äопусти-
ìые и наибоëее эффективные объеäинения поä-
ìножеств выпоëняеìых заäаний на äвух ìаøинах.

Допустиìыìи явëяþтся тоëüко ÷етыре объеäи-
нения ìеток:

1) = {1, 5, 3}, = 55, и  = {2, 4, 6},  = 74;

2) = {1, 5, 4}, = 54, и = {2, 3, 6}, = 73;

3) = {1, 5, 3, 6}, = 77, и  = {2, 4},  = 46;

4) = {1, 5, 4, 6}, = 76, и  = {2, 3},  = 53.

По критериþ (5) ìиниìизаöии вреìени завер-
øения выпоëнения всех заäаний оптиìаëüныì яв-
ëяется расписание  = {1, 5, 4} &  = {2, 3, 6}
со зна÷ениеì критерия оптиìаëüности, равныì

= max(54, 73) = 73.
По критериþ (6) ìиниìизаöии суììарноãо вре-

ìени работы ìаøин оптиìаëüныì явëяется распи-
сание  = {1, 5, 3, 6} &  = {2, 4} со зна÷ениеì
критерия оптиìаëüности, равныì  = (77 + 46) = 123.

4.2. Пример 2 (одинаковые по техническим 
характеристикам машины)

Суììарные вреìена перенаëаäок и выпоëнения
заäаний äëя кажäой ìаøины свеäены в табë. 4,
а ãрани÷ные сроки заверøения выпоëнения у каж-
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Табëиöа 4
Суммарные времена переналадок и выполнения заданий 

для каждой машины

№ 0 1 2 3 4 5

0 ∞ 5 7 8 4 6
1 15 ¥ 15 17 20 23
2 16 16 ¥ 21 19 16
3 17 16 19 ¥ 22 18
4 15 21 17 20 ¥ 19
5 16 22 14 16 20 ∞

Табëиöа 5
Граничные сроки завершения выполнения заданий

1 2 3 4 5

30 25 48 52 43

U14
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U7
2

F1
c
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äоãо из заäаний — в табë. 5. Вреìя заверøения вы-
поëнения всех работ кажäой ìаøиной не äоëжно
превыøатü зна÷ения 60.

Проöесс реøения иëëþстративноãо приìера 2.
А. Построения äопустиìых и перспективных

расписаний работы кажäой ìаøины.
1) 0; (0, 1); 15, 20. 2) 0; (0, 2); 16, 23.
3) 0; (0, 3); 17, 25. 4) 0; (0, 4); 15, 19.
5) 0; (0, 5); 16, 22. 6) 1; (0, 1, 3); 31, 39.
7) 1; (0, 1, 4); 36, 40. 8) 1; (0, 1, 5); 37, 43.
9) 2; (0, 2, 3); 37, 45. 10) 2; (0, 2, 4); 33, 40.
11) 2; (0, 2, 5); 30, 36. 12) 3; (0, 3, 4); 35, 39.
13) 3; (0, 3, 5); 33, 39. 14) 4; (0, 4, 3); 37, 45.
15) 4; (0, 4, 5); 35, 41. 16) 5; (0, 5, 3); 34, 42.
17) 5; (0, 5, 4); 35, 39. 18) 6; (0, 1, 3, 4); 51, 55.
19) 11; (0, 2, 5, 3); 46, 54. 20) 11; (0, 2, 5, 4); 49, 53.
21) 13; (0, 3, 5, 4); 52, 56.
Б. Построение äопустиìых перспективных пëа-

нов работы äвух ìаøин (äопустиìые объеäинения
поäìножеств):

а) 6) 1; (0, 1, 3); 31, 39 и 20) 11; (0, 2, 5, 4); 49, 53.
б) 7) 1; (0, 1, 4); 36, 40 и 19) 11; (0, 2, 5, 3); 46, 54.
По всеì рассìатриваеìыì критерияì оптиìаëü-

ности наибоëее преäпо÷титеëüныì явëяется вари-
ант а). В соответствии с этиì реøениеì 1-я ìаøи-
на выпоëняет заäание 1 со срокоì заверøения,
равныì 15, затеì заäание 3 со срокоì заверøения,
равныì 31, и возвращается на базу в ìоìент вре-
ìени 39. 2-я ìаøина выпоëняет заäание 2 со сро-
коì заверøения, равныì 16, затеì заäание 5 со сро-
коì заверøения, равныì 30, посëе ÷еãо заäание 3
со срокоì заверøения, равныì 49, и возвращается
на базу в ìоìент вреìени 53.

Список литературы

1. Конвей Р. В., Максвелл В. Л., Миллер Л. В. Теория рас-
писаний. М.: Физìатãиз. Наука, 1975. 359 с.

2. Танаев В. С., Шкурба В. В. Ввеäение в теориþ расписа-
ний. М.: Физìатãиз. Наука, 1975. 256 с.

3. Танаев В. С., Ковалев М. Я., Шафранский Я. М. Теория
расписаний. Групповые техноëоãии. Минск: Изä. Института
техни÷еской кибернетики НАН Беëаруси, 1998. 289 с.

4. Domschke W., Scholl A., Vob S. Produktionsplanung. Ablau-
forganisa-torische Aspekte. — Berlin, Heidelberg: Springer Verlag,
2005. 456 s.

5. Brucker P. Scheduling Algorithms. Berlin, Heidelberg und
New York Springer-Verlag, 1998.

6. Blazewicz J., Ecker K. H., Pesch E., Schmidt G., Weglarz J.
Scheduling Computer and Manufacturing Processes. Berlin-Heidel-
berg: Springer Verlag, 2001.

7. Herrmann J. Supply Chain Scheduling. Transaktionskostentheo-
rie; Parallele Maschinen; Heuristik; Optimierungsmodelle. Berlin-
Heidelberg: Gabler Verlag, 2010. 162 s.

8. Pinedo M. Scheduling: Theory, Algorithms and Systems. Ber-
lin-Heidelberg: Springer Verlag, 1999.

9. Blazewicz J., Domschke W., Pesch E. The job shop scheduling
problem: Conventional and new solution techniques // Eur. J. Oper.
Res. 1996. P. 93, 1—33.

10. Herrmann J. Supply Chain Scheduling. Transaktionskosten-
theorie; Parallele Maschinen; Heuristik; Optimierungsmodelle. Ber-
lin-Heidelberg: Gabler Verlag, 2010. 162 s.

11. Szelke E., Kerr R. M. Artificial Intelligence in Reactive
Scheduling. London: Chapman & Hall, 1995.

12. Батищев Д. И., Гудман Э. Д., Норенков И. П., Прилуц-
кий М. Х. Метоä коìбинирования эвристик äëя реøения коì-
бинаторных заäа÷ упоряäо÷ения и распреäеëения ресурсов //
Инфорìаöионные техноëоãии. 1997. № 2. С. 29—32.

13. Курейчик В. М. Генети÷еские аëãоритìы. Таãанроã: Изä.
ТРТУ, 1998. 242 с.

14. Зак Ю. А. Аëãоритìы реøения заäа÷ "N коììивояжеров" //
Кибернетика. 1972. № 2. С. 99—106.

15. Зак Ю. А. Об оäноì кëассе заäа÷ разбиения на äопусти-
ìые поäìножества и упоряäо÷ения // Техни÷еская кибернети-
ка. 1970. № 15. С. 27—36.

16. Зак Ю. А. Опреäеëение поряäка выпоëнения независи-
ìых операöий на параëëеëüных ìаøинах // Изв. АН СССР.
Техни÷еская кибернетика. 1969. № 2. С. 15—20.

17. Зак Ю. А. Прикëаäные заäа÷и теории расписаний и
ìарøрутизаöии перевозок. М.: URSS, 2011. 394 с.

УДК 004.925.8

В. А. Трудоношин, канä. техн. наук, äоö.,

В. Г. Федорук, канä. техн. наук, äоö.,

МГТУ иì. Н. Э. Бауìана

E-mail: trudonoshin@mail.ru

Сравнение математических 
моделей шарнирного соединения

Дëя ìоäеëирования äинаìики и кинеìатики
пëоских ìеханизìов äостато÷но äавно испоëüзуþт
проãраììные коìпëексы типа ПА9 [1], "Универсаëü-
ный ìеханизì" [2], Pradis [3], AMESim [4]. В соста-
ве бибëиотек ìатеìати÷еских ìоäеëей эëеìентов
этих коìпëексов присутствует ìоäеëü øарнирноãо
соеäинения, которое явëяется оäниì из саìых рас-
пространенных типов соеäинения в ìаøинах и ìе-
ханизìах. Поэтоìу при ìоäеëировании äинаìики
ìеханизìов ìатеìати÷еской ìоäеëи øарнира сëе-
äует уäеëитü особое вниìание. За÷астуþ инфорìа-
öия о реаëизаöии ìатеìати÷еской ìоäеëи скрыта
от поëüзоватеëя. В äанной статüе буäут рассìотре-
ны три варианта построения ìоäеëи øарнира äëя
пëоскоãо äвижения (äвуìерная ìехани÷еская сис-
теìа) и отìе÷ены их особенности.

Рассмотрены три варианта построения матема-

тической модели шарнира при моделировании плоских

механических систем. Выявлены особенности этих мо-

делей, выполнены вычислительные эксперименты, даны

рекомендации по применению.

Ключевые слова: математическое моделирование,

базис, модель, шарнир, механизм, динамика
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На рис. 1 преäставëено øарнирное соеäинение
теë с необхоäиìыìи äëя ìатеìати÷еских зависи-
ìостей обозна÷енияìи. С öентроì ìасс кажäоãо
теëа связана ëокаëüная систеìа коорäинат, в кото-
рой заäается поëожение øарнира ÷ерез раäиус-век-
тор и уãоë еãо поворота.

Уравнения, связываþщие поëожения öентров
ìасс, буäут выãëяäетü сëеäуþщиì образоì:

(1)

Модель 1. Поскоëüку фазовыìи переìенныìи
ìехани÷еской систеìы явëяþтся сиëы (переìен-
ная типа потока) и скорости (переìенная типа по-
тенöиаëа) [5], то, äифференöируя по вреìени
уравнения (1), поëу÷иì

(2)

ãäе vx — взаиìная скоростü переìещения öентров
ìасс теë вäоëü оси Х; vy — взаиìная скоростü пе-
реìещения öентров ìасс теë вäоëü оси Y; w1 и w2 —
уãëовые скорости теë относитеëüно öентра ìасс.

Поëу÷енные зависиìости на эквиваëентной схеìе
систеìы ìожно интерпретироватü как исто÷ники
скорости, вкëþ÷енные ìежäу ìассаìи. Сиëы, äей-
ствуþщие в этих исто÷никах, естü реакöии в øар-
нире, которые созäаþт вращатеëüный ìоìент от-
носитеëüно öентра ìасс. Уравнения ìоìентов
иìеþт сëеäуþщий виä:

(3)

Зäесü М1 — вращатеëüный ìоìент äëя теëа 1;
М2 — вращатеëüный ìоìент äëя теëа 2; Fx, Fy — ре-
акöии в øарнире по осяì соответственно Х и Y.

Эквиваëентная схеìа øарнирноãо соеäинения
преäставëена на рис. 2.

В эквиваëентнуþ схеìу вкëþ÷ены äва интеãратора,
которые позвоëяþт ÷ерез уãëовые скорости w1 и w2
поëу÷атü уãëы f10 и f20 поворота ëокаëüных систеì
коорäинат, присутствуþщие в зависиìостях (2) и (3).

Матеìати÷еская ìоäеëü этоãо объекта в расøи-
ренноì узëовоì базисе [6] буäет выãëяäетü сëеäуþ-
щиì образоì:

(4)

(5)
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 – (Vy2 – )/h = 0;

 – (w1 – )/h = 0;

 – (w2 – )/h = 0;

 – (Uc1 – )/h = 0;

 – (Uc2 – )/h = 0.

dVx1

dt
--------- Vx1

n 1–

dVx2

dt
--------- Vx2

n 1–

dVy1

dt
--------- Vy1

n 1–

dVy2

dt
--------- Vy2

n 1–

dw1

dt
------- w1

n 1–

dw2

dt
------- w2

n 1–

dUc1

dt
--------- Uc1

n 1–

dUc2

dt
--------- Uc2

n 1–

m1  – Fx = 0; m2  + Fx = 0;

m1  – Fy = 0; m2  + Fy = 0;

J
1
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x
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11

cos(f
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 + f
11

) + F
y
r
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sin(f
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 + f
11

) = 0;

J
2

 + F
x
r
21

cos(f
20

 + f
21

) + F
y
r
21

sin(f
20

 + f
21

) = 0;

 – w1 = 0;  – w2 = 0;

dVx1

dt
---------

dVx2

dt
---------

dVy1

dt
---------

dVy2

dt
---------

dw1

dt
-------

dw2

dt
-------

dUc1

dt
---------

dUc2

dt
---------



22 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 8, 2012

(6)

Зäесü m1, m2 — ìассы первоãо и второãо теë; J1,
J2 — öентраëüные ìоìенты инерöии первоãо и
второãо теë; n — ноìер øаãа интеãрирования; Uc1,
Uc2 — еìкостные напряжения.

Уравнения (4) преäставëяþт собой форìуëы
÷исëенноãо интеãрирования, в äанноì сëу÷ае не-
явноãо ìетоäа Эйëера, (5) — уравнения равновесия
äëя узëов эквиваëентной схеìы и (6) — уравнения
иäеаëüных исто÷ников скорости.

Вектор неизвестных (базис) составëяþт сëеäуþ-
щие переìенные:

, , , , , , , , 

Vx1, Vx2, Vy1, Vy2, w1, w2, f10, f20, Fx, Fy,

ãäе Vx1, Vx2 — скорости öентров ìасс теë 1 и 2 со-

ответственно вäоëü оси x; Vy1, Vy2 — скорости

öентров ìасс теë 1 и 2 соответственно вäоëü оси y.
Реøитü систеìу уравнений ìожно, наприìер,

ìетоäоì Нüþтона, посëе ÷еãо выпоëняется пере-
хоä к сëеäуþщеìу øаãу интеãрирования.

Модель 2. Моäеëü øарнира ìожно поëу÷итü из
ìоäеëи äвуìерной пружины, äëя которой заäана
нуëевая на÷аëüная äëина. Моäеëü äвуìерной пру-
жины ìожно поëу÷итü из сëеäуþщих соотноøе-
ний (рис. 3): 

Fпр = k(L – L0);

L = (((x2 + r21cos(f21 + f20) –

– (x1 + r11cos(f11 + f10))
2 + ((y2 +

+ r21sin(f21 + f20) – (y1 + r11sin(f11 + f10))
2)1/2;

Fx = Fпрcosα; Fy = Fпрsinα; (7)

sinα = ((y2 + r21sin(f21 + f20) –

– (y1 + r11sin(f11 + f10))/L;

cosα = ((x2 + r21cos(f21 + f20) –

– (x1 + r11cos(f11 + f10)).

Зäесü Fпр — сиëа в пружине; k — коэффиöиент
жесткости; L0 — на÷аëüная äëина пружины.

Эквиваëентная схеìа выãëяäит анаëоãи÷но схе-
ìе ìоäеëи 1, тоëüко вìесто исто÷ников скорости
стоят исто÷ники сиëы с коìпонентныìи уравне-
нияìи (7). Матеìати÷ескуþ ìоäеëü объекта соста-
вят уравнения (4) и (5), ãäе зна÷ения исто÷ников Fx
и Fy вы÷исëяþтся по форìуëаì (7), а из вектора
неизвестных буäут искëþ÷ены переìенные Fx и Fy.

Модель 3. Уравнения исто÷ников скорости (6)
äëя ìоäеëи 1 ìожно заìенитü на уравнения исто÷-
ников переìещений

x1 – x2 – r11cos(f11 + f10) + r21cos(f21 + f20) = 0;

y1 – y2 – r11sin(f11 + f10) + r21sin(f21 + f20) = 0

при усëовии, ÷то в ìоäеëü äобавëяþтся интеãрато-
ры äëя опреäеëения коорäинат öентров ìасс.

Чисëенные экспериìенты с привеäенныìи выøе
ìоäеëяìи показываþт их сëеäуþщие особенности:
ìоäеëü 1 и ìоäеëü 3 ÷увствитеëüны к кинеìати÷е-
скиì закëиниванияì, т. е. в опреäеëенных ситуа-
öиях возìожно вырожäение ìатриöы Якоби; ìо-
äеëü 1 всëеäствие поãреøностей ìетоäов интеãри-
рования ìожет привоäитü к тоìу, ÷то абсоëþтные
коорäинаты øарнира äëя теëа 1 и теëа 2 станут раз-
ëи÷атüся; ìоäеëü 2 ìожет привоäитü к зна÷итеëü-
ныì вы÷исëитеëüныì затратаì при высокоì коэф-
фиöиенте жесткости.

Все три варианта ìоäеëей реаëизованы в уни-
версаëüных коìпëексах ìоäеëирования сëожных
техни÷еских объектов с поäсистеìаìи разëи÷ной
физи÷еской прироäы ПА8 и ПА9, разработанных
на кафеäре САПР МГТУ иì. Н. Э. Бауìана. Дëя
сопоставëения рассìотренных ìатеìати÷еских ìо-
äеëей äвуìерноãо øарнира быëи выпоëнены ÷ис-
ëенные экспериìенты с испоëüзованиеì коìпëекса
ПА8. В неì реаëизован расøиренный узëовой ìе-
тоä форìирования ìатеìати÷еской ìоäеëи объекта
иссëеäования. Чисëенное интеãрирование систе-
ìы обыкновенных äифференöиаëüных уравнений
реаëизовываëосü неявныì ìетоäоì Эйëера перво-
ãо поряäка то÷ности с приìенениеì ìетоäа Нüþ-
тона на кажäоì øаãе интеãрирования.

В первоì ÷исëенноì экспериìенте ìоäеëиро-
ваëся проöесс свобоäноãо коëебания физи÷ескоãо
ìаятника (рис. 4) ìассой 1 кã и ìоìентоì инерöии
1 кã•ì2 на интерваëе ìоäеëüноãо вреìени 0...100 с.
К öентру ìассы ìаятника приëаãаëасü сиëа со зна-
÷ениеì 10 Н, направëенная в отриöатеëüноì на-
правëении оси y.

vx1 – vx2 + w1r11sin(f11 + f10) –
– w2r21sin(f21 + f20) = 0;
vy1 – vy2 – w1r11cos(f11 + f10) +
+ w2r21cos(f21 + f20) = 0.

dVx1

dt
---------

dVx2

dt
---------

dVy1

dt
---------

dVy2

dt
---------

dw1

dt
-------

dw2

dt
-------

dUc1

dt
---------

dUc2

dt
---------
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ìоäеëи 1, кроìе тоãо, набëþäается
наруøение "öеëостности" объек-
та — к окон÷аниþ ìоäеëирова-
ния øарнир на теëе откëоняется
от то÷ки 0,0 на расстояние 0,83 ì
в поëожитеëüноì направëении
оси Y. Данная ìоäеëü показаëа
себя наибоëее эконоìи÷ной, но
и наиìенее аäекватной, ÷то объ-
ясняется отсутствиеì в ней непо-
среäственноãо "контроëя" поëо-
жения øарнира на непоäвижноì
основании. То÷ностü рас÷етов с
испоëüзованиеì ìоäеëи 1 ìожно
уëу÷øитü, повыøая то÷ностü ÷ис-
ëенноãо интеãрирования (выби-
рая ìетоä боëее высокоãо поряäка,
понижая поãреøностü интеãри-
рования и ìиниìаëüный äопус-
тиìый øаã).

Эконоìи÷ностü и аäекватностü ìоäеëей 2 и 3
прибëизитеëüно оäинаковы.

В экспериìенте 2 иссëеäоваëся объект, состоя-
щий из äвух теë, связанных øарнираìи взаиìно и
с непоäвижныì основаниеì (рис. 5).

На öентр ìасс кажäоãо теëа äействует сиëа со
зна÷ениеì 10 Н, направëенная вниз. Чисëенное ин-
теãрирование выпоëняëосü на интерваëе 0...20 с
ìоäеëüноãо вреìени. Параìетры ìетоäа Эйëера
(äопустиìая поãреøностü интеãрирования и ìини-
ìаëüно возìожный øаã) поäбираëи так, ÷тобы
рас÷еты äëя разных ìоäеëей требоваëи прибëизи-
теëüно оäинаковоãо ÷исëа øаãов, это обеспе÷иваëо
приìерно оäинаковый виä коëебаний на всеì ин-
терваëе интеãрирования. Резуëüтаты экспериìента
привеäены в табë. 2.

Выводы. В сëу÷аях, коãäа не требуется ìоäеëиро-
вание ìноãоöикëи÷ноãо проöесса, ìожно рекоìен-
äоватü ìоäеëü 1 как саìуþ эконоìи÷нуþ, в про-
тивноì сëу÷ае — ìоäеëü 2 иëи 3, при÷еì при воз-
ìожноì закëинивании ìеханизìа сëеäует испоëü-
зоватü ìоäеëü 2.
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Рис. 5

Табëиöа 1

Мо-
äеëü

Общее 
÷исëо
øаãов

Чисëо
неуäа÷ных 

øаãов

Общее 
÷исëо

итераöий

Чисëо
потерянных 
итераöий

Чисëо
периоäов

Аìпëитуäа
посëеäнеãо

поëупериоäа, раä.

1 34718 215 71109 466 23,5 1,1
2 513832 254104 1066465 542762 20,8 1,87
3 620215 308107 1471862 829417 20,5 1,91

Табëиöа 2

Мо-
äеëü

Мини-
ìаëüный 
øаã, с

Допусти-
ìая поã-
реøностü

Общее
÷исëо
øаãов

Чисëо
неуäа÷ных 

øаãов

Общее
÷исëо

итераöий

Чисëо
потерянных 
итераöий

1 10–12 3•10–6 735983 122 1171577 216

2 10–12 10–5 773835 338526 1339316 677052

3 10–5 5•10–5 745823 372729 1586080 848907

Рис. 4

Все рас÷еты провоäиëи с то÷ностüþ 10–4 (отно-
ситеëüно текущеãо ìаксиìаëüноãо по абсоëþтной
веëи÷ине зна÷ения кажäой переìенной, составëяþ-
щей базис) при ìиниìаëüно äопустиìоì зна÷ении
øаãа интеãрирования 10–5 с. Зна÷ение жесткости
äëя ìоäеëи 2 равняëосü 2•10–7 Н/ì. Резуëüтаты
экспериìента преäставëены в табë. 1.

Все неуäа÷ные øаãи признаны таковыìи по со-
ображенияì то÷ности. Дëя всех ìоäеëей характер-
но затухание коëебатеëüноãо перехоäноãо проöес-
са, ÷то обусëовëено особенностяìи неявноãо ìето-
äа Эйëера. Оäнако äëя рас÷ета с испоëüзованиеì
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Введение 

В общей пробëеìе управëения знанияìи веäу-
щее ìесто заниìаþт заäа÷и поиска и обработки
знаний, извëекаеìых из текстовых äокуìентов (за-
äа÷и TextMining). К заäа÷аì TextMining относятся
кëастеризаöия и кëассификаöия äокуìентов, их
аннотирование, проãнозирование событий, поä-
äержка принятия реøений и äр. Боëüøие объеìы
корпоративных äокуìентаëüных баз знаний и про-
äоëжаþщийся проöесс их попоëнения ужесто÷аþт
требования к показатеëяì эффективности интеë-
ëектуаëüных систеì управëения знанияìи. Поэто-
ìу развитие ìетоäов TextMining происхоäит в на-
правëении повыøения степени автоìатизаöии ре-
øения заäа÷ с оäновреìенныì ростоì показатеëей
поëноты и то÷ности поëу÷аеìых резуëüтатов.

Оäниì из ìетоäов, относящихся к этоìу на-
правëениþ, явëяется ìетоä кëастеризаöии онтоëо-
ãий (КО) [1]. Он ìожет бытü отнесен к ãруппе ìе-
тоäов, основанных на знаниях, по кëассификаöии

ìетоäов, преäставëенной в работе [2]. Метоä КО
базируется на испоëüзовании паттернов, преäстав-
ëяþщих собой сëовосо÷етания с опреäеëенныìи
роëяìи составëяþщих сëов (сëотов), и выявëении
экзеìпëяров паттернов заäанных типов в текстах
äокуìентов. В соответствие кажäоìу сëоту ставит-
ся роëевой кëастер онтоëоãии, конöепты котороãо
выпоëняþт в паттернах опреäеëеннуþ роëü.

В аëüтернативной ãруппе ìетоäов äëя кëасси-
фикаöии испоëüзуþт обу÷аþщие выборки (кëасси-
фикаöия с у÷итеëеì), явëяþщиеся заäаваеìыìи
поëüзоватеëеì поäìножестваìи äокуìентов, отве-
÷аþщих запросаì поëüзоватеëя и заäаþщих ориен-
тиры äëя оперирования äокуìентаìи в расøирен-
ноì инфорìаöионноì пространстве. Наприìер,
заäа÷ей без у÷итеëя явëяется заäа÷а кëастериза-
öии, в которой выявëяþтся обу÷аþщие поäìноже-
ства в виäе кëастеров äокуìентов по критерияì их
схоäства. Эти кëастеры äаëее приìеняþт äëя реøе-
ния заäа÷и кëассификаöии с у÷итеëеì, т. е. äëя рас-
преäеëения äокуìентов основной коëëекöии по
установëенныì рубрикаì.

Обзор ìетоäов кëассификаöии äокуìентов иìе-
ется в ряäе исто÷ников, наприìер [3, 4]. Дëя кëас-
теризаöии äокуìентов обы÷но приìеняþт вектор-
ные ìетоäы, в которых критериеì бëизости äоку-
ìентов явëяется оöенка расстояния ìежäу вектора-
ìи, характеризуþщиìи сëоварный состав, с оäной
стороны, äокуìента, с äруãой — рубрики. Сеìан-
ти÷еский образ рубрики ìожет преäставëятü собой
взвеøенный список поисковых запросов [5]. Воп-
росы ка÷ества работы кëассификаторов рассìат-
риваþтся в [6].

Особенностüþ ìетоäа КО явëяется первона-
÷аëüное распреäеëение по кëастераì (рубрикаì) не
äокуìентов, а конöептов онтоëоãии. Это обусëов-
ëено теì, ÷то в этоì ìетоäе äëя реøения заäа÷
TextMining вìесто обу÷аþщих выборок äокуìентов
испоëüзуþтся ÷астные онтоëоãии, поэтоìу необхо-
äиìо их созäание. Частные онтоëоãии описываþт
сеìантику сравнитеëüно узких преäìетных обëас-
тей. Наприìер, в образоватеëüной сфере ÷астные
онтоëоãии соответствуþт отäеëüныì у÷ебныì äис-
öипëинаì иëи крупныì разäеëаì таких äисöип-
ëин, в отëи÷ие от боëее общих онтоëоãий, харак-
теризуþщих, в ÷астности, понятийный состав на-
правëений поäãотовки спеöиаëистов в вузах иëи
ãруппы нау÷ных спеöиаëüностей.

Кëастеризаöия конöептов иìеет сëеäуþщие от-
ëи÷ия от кëастеризаöии äокуìентов. Во-первых,

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

Для применения метода кластеризации онтологий к
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необязатеëüно äоëжны бытü распреäеëены по кëас-
тераì все иìеþщиеся конöепты. Среäи них ìоãут
бытü ìаëоинфорìативные конöепты, которые при-
бëизитеëüно в равной ìере относятся к разныì
преäìетныì обëастяì. Во-вторых, иìеется преä-
варитеëüная инфорìаöия об искоìых кëастерах в
виäе оäноãо иëи нескоëüких кëþ÷евых конöептов,
характерных äëя приëожения.

Поëу÷ение ÷астных онтоëоãий ìожет бытü авто-
ìатизировано. Данная статüя посвящена реøениþ
заäа÷ кëассификаöии äокуìентов и автоìатизаöии
проöеäуры созäания ÷астных онтоëоãий, испоëü-
зуеìых в ìетоäе КО. При этоì преäпоëаãается, ÷то
общая онтоëоãия направëения, в раìках котороãо
функöионирует корпоративная база знаний и тре-
буется реøатü заäа÷и TextMining, созäана и поä-
äерживается.

Метод кластеризация онтологий 

Кëастеризаöия онтоëоãий ìожет бытü теìати-
÷еской и роëевой.

Теìати÷еские кëастеры преäставëяþт собой поä-
ìножества теìати÷ески роäственных конöептов.
При роëевой кëастеризаöии объеäинение конöеп-
тов в кëастеры происхоäит по иäенти÷ности роëей,
выпоëняеìых конöептаìи в сëовосо÷етаниях.

Метоä КО основан на испоëüзовании äëя реøе-
ния заäа÷ TextMining роëевых кëастеров онтоëоãий
и форìируеìых на их основе сеìанти÷еских пат-
тернов, явëяþщихся сëожныìи конöептаìи. Сëож-
ный конöепт R(a, b, с...) — отноøение (сëовосо÷е-
тание) R ìежäу простыìи конöептаìи a, b, с....
При этоì простой конöепт — это конöепт, выра-
жаеìый оäносëовныì терìиноì (иëи сëовосо÷ета-
ниеì, в котороì отäеëüные сëова не явëяþтся тер-
ìинаìи конöептов в äанной онтоëоãии). Кажäый
простой конöепт выпоëняет в сëожноì конöепте
опреäеëеннуþ роëü. Конöепты распреäеëяþтся по
кëастераì в соответствии с роëüþ, которуþ они
выпоëняþт в сëожных конöептах.

Во ìноãих сëу÷аях öеëесообразно выäеëятü такие
роëи, как "объект", "свойство", "äействие", "среäство".
Спеöифика преäìетной обëасти отражается, как
правиëо, конöептаìи кëастера "объект", в то вреìя
как кëастеры "свойство", "äействие", "среäство" в
зна÷итеëüной ÷асти инвариантны к приëоженияì.
Сëеäует также отìетитü, ÷то некоторые конöепты
ìоãут в разных сëовосо÷етаниях выпоëнятü разные
роëи и потоìу ìоãут бытü вкëþ÷ены в боëее ÷еì
оäин роëевой кëастер.

Приìеры реøения заäа÷ поиска и обработки
знаний, извëекаеìых из äокуìентов, с поìощüþ
ìетоäа КО привеäены в работе [1].

Заäа÷а инфорìаöионноãо поиска ИП

ИП = {ОО, КД, ПОЗ, РП}

закëþ÷ается в опреäеëении поäìножества РП äо-
куìентов в коëëекöии äокуìентов КД, реëевант-

ных запросу ПОЗ, с поìощüþ общей онтоëоãии
ОО, в которой выäеëены роëевые кëастеры. Осо-
бенностüþ ìетоäа КО явëяется поиск по сëовосо-
÷етанияì, вкëþ÷аþщиì как заäаваеìые поëüзова-
теëеì кëþ÷евые сëова из кëастера "Объект", так и
автоìати÷ески äобавëяеìые к ниì терìины из
äруãих роëевых кëастеров.

Заäа÷а аннотирования äокуìентов (АД)

АД = {ЧО, КД, АН, МА}

естü заäа÷а построения аннотаöии АН äокуìентов
из коëëекöии äокуìентов КД на основе совокуп-
ности заäанных ÷астных онтоëоãий ЧО с поìощüþ
ìетоäа аннотирования МА. В настоящее вреìя в
ка÷естве МА преиìущественно приìеняþт экст-
рактивные ìетоäы аннотирования (в отëи÷ие от
абстрактных иëи конструктивных), в соответствии
с которыìи аннотаöии составëяþтся из характер-
ных фраãìентов текста (а не из отäеëüных сëов иëи
синтезируеìых фраз). Фраãìентаìи аннотаöии в
сëу÷ае приìенения ìетоäа КО явëяþтся преäëо-
жения, вкëþ÷аþщие сëожные конöепты. Вìесто
преäваритеëüноãо обу÷ения систеìы испоëüзуется
преäваритеëüная разработка кëастеризованных он-
тоëоãий ЧО.

Заäа÷а кëассификаöии текстов (äокуìентов) (КТ)

КТ = {ЧО, КД, Q, МК}

иìеет öеëüþ опреäеëение ìатриöы Q = |qki|, эëе-
ìентаìи которой явëяþтся qki — коэффиöиенты
принаäëежности k-ãо äокуìента i-й рубрике (теìа-
ти÷ескоìу кëастеру). Коэффиöиенты принаäëеж-
ности расс÷итываþт в соответствии с ìетоäоì МК,
наприìер, как ÷исëо конöептов из i-й ЧО, прихо-
äящееся на 1000 сëов k-ãо äокуìента.

Эксперименты по оценке качества классификации 
с помощью метода КО 

Дëя экспериìентов быëа сëу÷айныì образоì
сфорìирована выборка из архива статей нау÷но-тех-
ни÷ескоãо журнаëа "Инфорìаöионные техноëо-
ãии". Разìер выборки 200 статей. В этой выборке
требоваëосü выпоëнитü автоìати÷ескуþ кëассифи-
каöиþ статей по пяти рубрикаì и сравнитü поëу-
÷енные резуëüтаты с äанныìи экспертноãо распре-
äеëения, в ка÷естве котороãо принято распреäеëе-
ние статей по рубрикаì, реаëизованное в журнаëе.
К выбранныì рубрикаì относятся "Проãраììиро-
вание" (Р1), "Вы÷исëитеëüные систеìы и сети" (Р2),
"Интеëëектуаëüные систеìы" (Р3), "Безопасностü
инфорìаöии" (Р4), "Моäеëирование и оптиìиза-
öия" (Р5). Приìенитеëüно к кажäой статüе рубри-
ку, поä которой статüя опубëикована в журнаëе,
буäеì называтü основной.

Приняты сëеäуþщие обозна÷ения. Пустü Эi —
ìножество статей, отнесенных экспертоì к i-й руб-
рике. Множества статей Ai, Bi, Сi образуþтся при



26 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 8, 2012

испоëнении кëассифиöируþщей систеìы. Ai ⊂ Эi —
поäìножество статей из i-й рубрики, äëя которых
i-я рубрика явëяется основной; Bi ⊂ Эi — поäìно-
жество статей из i-й рубрики, отнесенных к оäной
из неосновных рубрик; Сi — поäìножество статей,
äëя которых i-я рубрика не явëяется основной, но
отнесенных систеìой кëассификаöии к i-й рубрике.
Появëение эëеìента в Bi явëяется оøибкой перво-
ãо роäа, а в Сi — оøибкой второãо роäа, и эти со-
бытия фиксируþтся, есëи ìаксиìаëüный эëеìент
qkmax в k-й строке ìатриöы Q нахоäится в стоëбöе
неосновной рубрики.

В ка÷естве приìера в табë. 1 привеäены не-
скоëüко строк ìатриöы Q. Дëя статей с ноìераìи
4, 20 и 64 основной рубрикой явëяется Р5. При
этоì статüя 4 попаäает в ìножество А5, так как ìак-
сиìаëüный коэффиöиент принаäëежности этой
статüи нахоäится в стоëбöе Р5. В сëеäуþщих стро-
ках табë. 1 иìеет ìесто несовпаäение оöенок экс-
перта и систеìы кëассификаöии, поэтоìу статüи 20
и 64, во-первых, попаäаþт в ìножество В5, во-вто-
рых, в ìножество С1, поскоëüку их ìаксиìаëüные
коэффиöиенты относятся к стоëбöу Р1 табë. 1, т. е.
к рубрике, не явëяþщейся основной. Статüя 198
оказывается во ìножестве С5, поскоëüку ìакси-
ìаëüный коэффиöиент в 198-й строке ìатриöы Q
нахоäится в стоëбöе Р5.

Чисëо оøибок первоãо роäа позвоëяет оöенитü
поëноту кëассификаöии по i-й рубрике, опреäе-
ëяеìуþ по форìуëе

Pi = |Ai|/(|Ai| + |Bi|).

Чисëо оøибок второãо роäа вëияет на то÷ностü
кëассификаöии, оöениваеìой по форìуëе

Ti = |Ai|/(|Ai| + |Сi|).

Резуëüтаты экспериìентаëüной оöенки поëноты
и то÷ности кëассификаöии с испоëüзованиеì ìе-
тоäа кëастеризаöии онтоëоãий привеäены в табë. 2.

При анаëизе поëу÷енных резуëüтатов сëеäует
у÷итыватü сëеäуþщие факторы.

Во-первых, оöенки Pi и Ti выпоëнены в преäпо-
ëожении иäеаëüности экспертноãо распреäеëения
статей по рубрикаì, каковыì в äействитеëüности
оно не явëяется хотя бы по при÷ине теìати÷еской
неоäнозна÷ности статей.

Во-вторых, ка÷ество резуëüтатов с о÷евиäностüþ
зависит от характеристик испоëüзуеìых ÷астных
онтоëоãий, заäаþщих сеìанти÷еские образы рубрик.
Вопросы автоìатизаöии созäания ÷астных онтоëо-
ãий буäут рассìотрены в сëеäуþщеì разäеëе äан-
ной статüи.

В-третüих, иìеþтся возìожности сравнения ка-
÷ества кëассификаöии с поìощüþ изëаãаеìоãо
поäхоäа и аëüтернативноãо ìетоäа на основе прос-
тых запросов, в соответствии с которыì сеìанти-
÷ескиìи образаìи рубрик явëяþтся наборы харак-
терных äëя рубрики кëþ÷евых сëов.

Метоä простых запросов быë приìенен к вы-
борке из 200 статей, испоëüзованной в преäыäущих
экспериìентах. В ка÷естве резуëüтатов рассìатри-
ваëисü ìощности Li ìножеств статей, отобранных
в ка÷естве реëевантных запросу по кажäой рубрике.
Наприìер, äëя рубрики "Проãраììирование" быë
приìенен запрос, состоящий из кëþ÷евых сëов
"Проãраììа" и "Проãраììное обеспе÷ение". Оäно-
вреìенно быëи оöенены ìощности Mi ìножеств
статей, иìеþщих ненуëевые зна÷ения коэффиöи-
ентов qki в ìатриöе Q. О÷евиäно, ÷то в иäеаëüноì
сëу÷ае оäнозна÷ности теìатики кажäой статüи и с
повыøениеì ка÷ества кëассификаöии ÷исëа Mi и
Li буäут стреìитüся к зна÷ениþ |Эi||. Поскоëüку äëя
всех рубрик в экспериìенте поëу÷ено Mi < Li, ìе-
тоä кëастеризаöии онтоëоãий заìетно боëее аäек-
ватен заäа÷аì кëассификаöии äокуìентов, ÷еì ìе-
тоä простых запросов.

Создание частных онтологий. Заäа÷а созäания
÷астной онтоëоãии

СЧО = {ЧО, ОО, КД, П} (1)

явëяется заäа÷ей выäеëения теìати÷еских кëасте-
ров ЧО из известной общей онтоëоãии ОО на базе
заäанной коëëекöии КД äокуìентов с поìощüþ

Табëиöа 2

№ Рубрика |Эi| |Ai| |Bi| |Сi| Pi Ti Mi Li

1 Проãраììирование 14 8 6 7 0,57 0,53 81 130
2 Вы÷исëитеëüные систеìы и сети 36 28 8 13 0,78 0,68 115 163
3 Интеëëектуаëüные систеìы 34 15 19 6 0,44 0,63 73 135
4 Безопасностü инфорìаöии 14 10 4 1 0,71 0,91 28 59
5 Моäеëирование и оптиìизаöия 42 30 12 21 0,71 0,59 102 174

Итого: 140 91 49 48 0,65 0,66

Табëиöа 1

Ноìер 
статüи

Рубрики

Р1 Р2 Р3 Р4 Р5

4 2,683 0,894 0 0 3,577

20 0,597 — — — 0

64 1,999 0,999 — — 0,999

198 0,998 — — 1,197 6,788
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ìетоäа кëастеризаöии П. Поскоëüку боëüøинство
конöептов в кëастерах "свойство", "äействие",
"среäство" в зна÷итеëüной ìере оäинаково äëя раз-
ëи÷ных ÷астных онтоëоãий, при реøении заäа÷и
(1) ìожно оãрани÷итüся кëастероì "объект".

Кëастеризаöиþ конöептов преäëаãается выпоë-
нятü в три этапа. На первоì этапе в коëëекöии КД
ищется öеëевое поäìножество äокуìентов, соот-
ветствуþщее запросу, состоящеìу из заäанных
кëþ÷евых терìинов. На второì этапе из öеëевоãо
поäìножества извëекаþтся иìеþщиеся в äокуìен-
тах терìины, соответствуþщие конöептаì онтоëо-
ãии ОО. На третüеì этапе из найäенноãо ìножест-
ва терìинов выäеëяется поäìножество терìинов
инфорìативных конöептов, из которых и форìи-
руется ÷астная онтоëоãия.

Инфорìативностü i-ãо терìина характеризуется
отноøениеì

wi = hij/Hi,

ãäе hij = mij/Nj, Hi = ri/N, mij — ÷исëо äокуìентов,

отнесенных к j-й ÷астной онтоëоãии и вкëþ÷аþщих
i-й конöепт; Nj — ÷исëо äокуìентов, отнесенных к

j-й онтоëоãии, N — ÷исëо äокуìентов в коëëекöии,
ri — ÷исëо äокуìентов в коëëекöии, вкëþ÷аþщих

i-й конöепт.
В табë. 3 привеäены резуëüтаты экспериìента

по отбору конöептов в сëот "Объект" ÷астной он-
тоëоãии "Генети÷еские аëãоритìы". Коëëекöия äо-
куìентов преäставëяëа собой набор нау÷но-техни-
÷еских статей по пробëеìаì инфорìаöионных тех-
ноëоãий, N = 444. По запросу "Генети÷еские аëãо-
ритìы" посëе первоãо этапа поëу÷ено Nj = 41.

Курсивоì выäеëены конöепты с wi < 0,6 (их
ìожно назватü ÷ужиìи, поскоëüку они с высокой
вероятностüþ ìоãут войти в иные ÷астные онтоëо-
ãии). Конöепты с 0,6 > wi > 2,0 — нейтраëüные (иëи
ìаëоинфорìативные), иìи öеëесообразно пренеб-
ре÷ü. Поëужирныì øрифтоì показаны конöепты с
wi > 2,0, это собственные конöепты, которые äоëж-
ны бытü отобраны в форìируеìуþ ЧО "Генети÷е-
ские аëãоритìы".

Заключение. Метоä кëастеризаöии онтоëоãий
разработан в öеëях повыøения эффективности ре-
øения заäа÷ поиска и обработки знаний, извëекае-
ìых из текстовых äокуìентов. В статüе выпоëнена
экспериìентаëüная оöенка поëноты и то÷ности
реøения конкретной заäа÷и кëассификаöии с по-
ìощüþ этоãо ìетоäа и преäëожен способ рас÷ета
÷астных онтоëоãий, с необхоäиìостüþ испоëüзуе-
ìых в ìетоäе кëастеризаöии онтоëоãий.
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Табëиöа 3

Конöепт mij/ri wi Конöепт mij/ri wi

устройство 0/90 0 вреìя 36/382 1,02
база данных 2/101 0,21 конöепт; кëасс; сущностü; понятие;

таксон; äесиãнат
28/278 1,09

сигнал 3/118 0,27 язык 12/115 1,13
уравнение 3/107 0,30 ìатеìати÷еская ìоäеëü 11/96 1,24
программа 6/191 0,34 инфорìаöионная техноëоãия 24/207 1,25
информационная система 4/102 0,42 инäекс 12/100 1,30
компьютер; ЭВМ;
электронная вычислительная машина

5/120 0,45 нейронная сеть 13/68 2,06

знания 7/128 0,59 память; накопитель; запоминающее поколение 14/44 2,44
программное обеспечение 6/110 0,59 целевая функция; функция полезности 25/64 4,22
атрибут; сëот; роëü 9/145 0,67 расписание 13/26 5,40
веб; web; WWW 11/142 0,84 ген 13/18 7,8
объект 19/232 0,88 хромосома 15/15 10,8
HTTP 12/142 0,91 популяция 18/18 10,8
интерфейс 8/94 0,92 мутация 17/17 10,8
сетü 17/200 0,92 кроссовер 14/14 10,8
инфорìаöия 30/346 0,97 ГА 41/41 10,8
äанные 39/424 0,99
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Введение

Появëение Интернета изìениëо ìир и поставиëо
переä ÷еëове÷ествоì ряä новых пробëеì. Кëасси-
÷еские законы эконоìики описываþт рыно÷ный
обìен ìатериаëüныìи активаìи. Эконоìика зна-
ний не поä÷иняется этиì законаì, поскоëüку ин-
теëëектуаëüные проäукты иìеþт неìатериаëüнуþ
прироäу, а ìеханизìы распространения знаний от-
ëи÷аþтся от товарно-äенежноãо обìена. Кëþ÷евое
отëи÷ие интеëëектуаëüных проäуктов (знаний) от
ìатериаëüных товаров связано со свойствоì неоãра-
ни÷енной тиражируеìости инфорìаöии. Развитие
инфорìаöионных техноëоãий и, в ÷астности, по-
явëение сети Интернет практи÷ески свеëо к нуëþ
затраты на копирование неìатериаëüных (интеë-
ëектуаëüных) проäуктов. Неуäивитеëüно, ÷то при
этоì возрос уровенü пиратства (наруøения автор-
скоãо права). Саìый простой путü связан с ужес-
то÷ениеì наказаний за наруøение авторских прав,
но это веäет к наруøениþ äруãих прав ÷еëовека,
наприìер, прав на поëу÷ение инфорìаöии, на об-
разование, на свобоäу сëова и т. ä. При отказе от
охраны авторских прав пропаäаþт ìатериаëüные

стиìуëы äëя созäания интеëëектуаëüных проäуктов,
правообëаäатеëи несут убытки, а созäатеëи произ-
веäений ëиøаþтся øансов заработатü на жизнü.
В настоящее вреìя во всеì ìире веäутся äебаты о
тоì, ÷то äеëатü с авторскиì правоì в сети Интер-
нет [1—4, 6—9].

В настоящей статüе преäпринята попытка сис-
теìатизироватü и проанаëизироватü известные
äанные и ìнения по рассìатриваеìоìу вопросу с
приìенениеì ìетоäа анаëити÷еских сетей [5, 12].
Анаëити÷еские сети (Analytic Network Process,
ANP) — уникаëüная ìетоäика ìноãокритериаëü-
ноãо анаëиза реøений, которая позвоëяет иссëе-
äоватü сëожные пробëеìы с взаиìно зависиìыìи
эëеìентаìи (критерияìи и аëüтернативаìи). В от-
ëи÷ие от äруãих ìетоäик принятия реøений, кото-
рые, как правиëо, требуþт собëþäения опреäеëен-
ных усëовий независиìости критериев и аëüтерна-
тив, ìетоäика ANP ориентирована на иссëеäование
и оöенку взаиìноãо вëияния эëеìентов рассìат-
риваеìой пробëеìы. Собëþäение усëовий незави-
сиìости критериев и аëüтернатив весüìа уäобно
с то÷ки зрения ìатеìати÷еской обработки, но во
ìноãих сëу÷аях такое äопущение не позвоëяет
аäекватно описатü реаëüностü. Поìиìо ANP, вза-
иìное вëияние эëеìентов сëабо структурирован-
ных пробëеì ìожно изу÷атü с поìощüþ ìетоäик
искусственноãо интеëëекта и иìитаöионноãо ìо-
äеëирования, которые обы÷но требуþт испоëüзова-
ния коëи÷ественных äанных и спеöиаëüных языков.

1. Сущность ANP

Анаëити÷еские сети (ANP) — обобщение ìетоäа
анаëиза иерархий [11]. Этот поäхоä поäразуìевает
преäставëение иссëеäуеìой пробëеìы в виäе сети,
соäержащей взаиìовëияþщие кëастеры, кажäый
из которых объеäиняет сеìанти÷ески оäнороäные
эëеìенты. Кëастеры ìоãут соответствоватü уров-
няì иерархии иëи принаäëежатü сети с обратныìи
связяìи. Иссëеäоватеëü строит сетü, которая преä-
ставëяет еãо знания о пробëеìе и äает возìожностü
оöенитü приоритеты кëастеров и их эëеìентов от-
носитеëüно так называеìых управëяþщих крите-
риев — эконоìи÷еских, поëити÷еских, соöиаëü-
ных и äр. Цеëü иссëеäования закëþ÷ается в опре-
äеëении приоритетов аëüтернатив по кажäоìу уп-
равëяþщеìу критериþ и посëеäуþщеì обобщении
этих приоритетов, на основании котороãо ìожно
упоряäо÷итü аëüтернативы с у÷етоì ìноãих крите-
риев. Поäобная проöеäура ìожет выпоëнятüся äëя
оöенки выãоä, изäержек, возìожностей и рисков
рассìатриваеìых реøений. Есëи необхоäиìо,
ìожно поëу÷итü интеãраëüный резуëüтат, испоëü-
зуя тот иëи иной принöип обобщения приоритетов
аëüтернатив по всеì ÷етыреì катеãорияì ка÷ества
реøений. Вы÷исëение приоритетов выпоëняется
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так же, как в ìетоäе анаëиза иерархий, — на основе
экспертных сужäений и парных сравнений кëасте-
ров и их эëеìентов.

Метоäика ANP соäержит сëеäуþщие основные
этапы [5, 12].

1. Форìуëирование ãëавной öеëи иссëеäования.
2. Построение сетевой ìоäеëи, которая ìожет

преäставëятü собой еäинственнуþ сетü иëи сово-
купностü сетей, описываþщих разëи÷ные аспекты
пробëеìы, наприìер, выãоäы, изäержки, возìож-
ности и риски.

3. Попарные сравнения кëастеров и эëеìентов,
в проöессе которых форìируþтся ìатриöы парных
сравнений на основе сужäений экспертов, выражен-
ных с поìощüþ 9-баëëüной øкаëы отноøений [11].
Этот и посëеäуþщие этапы выпоëняþтся äëя каж-
äой сети в ìоäеëи.

4. Вы÷исëение ãëавных собственных векторов
ìатриö парных сравнений, которые интерпретиру-
þтся как векторы приоритетов сравниваеìых эëе-
ìентов относитеëüно äруãих эëеìентов.

5. Форìирование суперìатриöы из векторов при-
оритетов эëеìентов кëастеров, которые записыва-
þтся в ее стоëбöы. Эëеìенты суперìатриöы пока-
зываþт приоритеты вëияния эëеìентов, указан-
ных сëева, на эëеìенты, указанные вверху.

6. Норìирование стоëбöов суперìатриöы путеì
уìножения ее бëоков на приоритеты соответст-
вуþщих кëастеров. Посëеäние поëу÷аþтся из ìат-
риö парных сравнений кëастеров по управëяþщиì
критерияì. В резуëüтате форìируется взвеøенная
суперìатриöа, в которой суììа эëеìентов кажäоãо
стоëбöа равна еäиниöе.

7. Посëеäоватеëüное возвеäение взвеøенной
суперìатриöы в öеëо÷исëенные степени äо äости-
жения преäеëа, существование котороãо äоказано.
Преäеëüные приоритеты ìоãут интерпретироватüся
как важностü, вкëаä иëи преäпо÷титеëüностü эëе-
ìентов, поäверженных взаиìноìу вëияниþ.

8. Есëи ìоäеëü соäержит нескоëüко сетей, необхо-
äиì синтез обобщенноãо резуëüтата. В таких сëу÷аях
äоëжен бытü хотя бы оäин кëастер, который при-
сутствует во всех сетях. Как правиëо, такой кëастер
соäержит рассìатриваеìые аëüтернативы реøения.
Интеãраëüные приоритеты аëüтернатив вы÷исëя-
þтся на основе тоãо иëи иноãо виäа свертки пре-
äеëüных приоритетов, поëу÷енных äëя кажäой сети,
и весовых коэффиöиентов важности саìих сетей.

2. Постановка задачи исследования

Гëавная öеëü иссëеäования — найти наибоëее
перспективный способ охраны авторских прав в
сети Интернет с у÷етоì выãоä, изäержек и рисков
возìожных реøений. Мы не рассìатриваеì кате-
ãориþ возìожностей, так как с÷итаеì их важностü
существенно ìенüøей по сравнениþ с äруãиìи ка-
теãорияìи ка÷ества реøений. Кроìе тоãо, форìу-
ëирование возìожностей порожäает пëохо обус-

ëовëенные фантазии, коëи÷ественный анаëиз ко-
торых не иìеет сìысëа.

Первое, ÷то необхоäиìо сäеëатü, — сфорìиро-
ватü кëастер аëüтернатив, преäставëяþщих разëи÷-
ные способы реãуëирования Интернет-контента.
Мноãо÷исëенные äискуссии на эту теìу веäутся в
äвух ãëавных направëениях: первое провозãëаøает
Свободный доступ к Интернет-контенту; второе
призывает к ужесто÷ениþ наказаний за наруøение
авторских прав [4, 10, 13]. При этоì высказываþтся
преäëожения ввести наказание для пользователей
(потребитеëей), владельцев сайтов и провайäеров.
Свобоäное испоëüзование контента привëекатеëüно
äëя поëüзоватеëей, но вызывает вопрос: "Кто за-
пëатит за созäание контента?" Пытаясü ответитü на
этот вопрос, ìожно выäеëитü сëеäуþщие варианты.
� Спонсирование создателей Интернет-контента,

наприìер, как во вреìя Ренессанса. Тоëüко вот
ãäе найти спонсоров? Оäнозна÷ноãо ответа на
этот вопрос нет, но существуþт опреäеëенные
ãипотезы и практи÷еский опыт [2, 4, 13].

� Созäатеëи контента не пресëеäуþт öеëей зара-
ботатü на жизнü своиì труäоì, они иìеþт äруãие
исто÷ники äохоäа и ìноãо свобоäноãо вреìени
äëя твор÷ества. Сëеäует заìетитü, ÷то в настоя-
щее вреìя таких ëþäей не так ìноãо, и этот спо-
соб ассоöиируется с утопией. Мы назваëи эту
аëüтернативу Изменение товарно-денежной па-
радигмы, преäпоëаãая, ÷то Интернет заставит
нас сäеëатü это в буäущеì. Это не зна÷ит, ÷то
общество станет иäеаëüныì, но в проöессе
своеãо развития оно ìожет выработатü право-
вые и эконоìи÷еские инструìенты, которые
буäут приеìëеìыìи и äëя потребитеëей, и äëя
созäатеëей ìеäиаконтента.

� Добровольная оплата Интернет-контента. Эта
иäея преäëаãается как иссëеäоватеëяìи [2, 4, 13,
14], так и некоторыìи созäатеëяìи (писатеëя-
ìи, ìузыкантаìи), которые проверяþт ее экс-
периìентаëüно.

� Налог на медианосители иëи Налог на входящий
Интернет-трафик, который распреäеëяется среäи
авторов и правообëаäатеëей. Поäобные схеìы
уже испоëüзуþтся в некоторых странах, в тоì
÷исëе в России.

� Кроìе тоãо, существует путü, связанный с раз-
витиеì Новых технологий защиты информации,
которые оãрани÷ат несанкöионированное ис-
поëüзование произвеäений, наприìер, запре-
щая копирование иëи ска÷ивание файëов. Зäесü
уìестно привести анаëоãиþ из обëасти воору-
жений, ãäе при появëении новоãо виäа оружия
÷ерез некоторое вреìя появëяþтся среäства за-
щиты от неãо.
Итак, ìы буäеì рассìатриватü äесятü аëüтерна-

тив, которые буäут вкëþ÷ены в виäе кëастера Аль-
тернативы в три сети äëя анаëиза Выгод, Издержек
и Рисков иссëеäуеìых реøений.
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2.1. Сеть Выгод

Основныìи актораìи сети Интернет явëяþтся
Провайдеры, Потребители (поëüзоватеëи) и Созда-
тели контента. При построении сети Выгод ãëавная
öеëü закëþ÷аëасü в тоì, ÷тобы понятü, какие аëü-
тернативы обеспе÷ат наибоëüøие выãоäы рассìат-
риваеìыì актораì с у÷етоì их взаиìноãо вëияния.
Сетü Выгод преäставëена на рис. 1, äеìонстрируþ-
щеì все кëастеры и вхоäящие в них эëеìенты.

Кëастер Провайдеры объеäиняет Интернет-про-
вайдеров, Владельцев сайтов и Социальные сети. Мы
поëаãаеì, ÷то эти акторы в боëüøей степени, ÷еì
äруãие, вëияþт на разìещение Интернет-контента
и äоступ поëüзоватеëей к неìу. Вëияние провай-
äеров на эëеìенты äруãих кëастеров выражает их
выãоäы и, наоборот, эëеìенты, вëияþщие на про-
вайäеров, затраãиваþт выãоäы посëеäних. В связи
с этиì отсутствует необхоäиìостü в спеöиаëüноì
кëастере äëя описания выãоä провайäеров.

Кëастер Создатели контента вкëþ÷ает Авторов,
Исполнителей, Продюсеров и Правообладателей. Та-
кой состав обусëовëен разнообразиеì Интернет-
контента.

Кëастер Выгоды создателей соäержит сëеäуþщие
эëеìенты:
� Реклама — созäатеëи заинтересованы в инфор-

ìировании потребитеëей о своих произвеäениях.
� Самовыражение — ìноãие таëантëивые ëþäи

испытываþт потребностü творитü и обнароäо-
ватü свои произвеäения, не расс÷итывая на äе-
нежные вознаãражäения.

� Популярность — этот эëеìент сети Выгод осо-
бенно зна÷иì äëя созäатеëей контента ìассовоãо
потребëения.

� Приоритет — кто первый и боëее öитируеìый —
вопросы, важные äëя всех авторов.

� Прибыль — этот эëеìент особенно важен äëя
проäþсеров и правообëаäатеëей. Он также ìо-
жет бытü веäущиì ìотивоì äëя ìноãих авторов
и испоëнитеëей.
Вìесто кëастера Потребители ìы вкëþ÷иëи в

сетü кëастер Выгоды потребителей, так как в äанноì
иссëеäовании нет сìысëа äифференöироватü по-
требитеëей контента (поëüзоватеëей сети Интер-
нет). Выãоäы потребитеëей соответствуþт разныì
виäаì äеятеëüности поëüзоватеëей сети Интернет:
� Развлечение.
� Общение.
� Образование.
� Поиск информации.
� Времяпровождение.
� Исследования.

Кëастер Контент соäержит ÷етыре катеãории,
образованные по признакаì "законностü" (ëеãаëü-
ный иëи неëеãаëüный) и "тип разìещения" (твер-
äая копия иëи Интернет). В äанноì иссëеäовании
ìы пытаëисü рассìотретü пробëеìу в öеëоì, по-
этоìу не äифференöироваëи контент по функöи-

онаëüныì признакаì, хотя пëанируеì сäеëатü это
в буäущеì.

Связи ìежäу кëастераìи и их эëеìентаìи соот-
ветствуþт вëияниþ, преäпо÷тениþ иëи важности в
терìинах выãоä. Мы не äетаëизироваëи выãоäы
набороì критериев, сознатеëüно оãрани÷ивая раз-
ìерностü заäа÷и и, сëеäоватеëüно, ÷исëо эксперт-
ных сужäений. В построенной ìоäеëи ìы поëаãаëи,
÷то аëüтернативы вëияþт на все остаëüные кëасте-
ры и их эëеìенты. В своþ о÷ереäü, на кëастер аëü-
тернатив оказываþт вëияние Выгоды создателей,
Выгоды потребителей и Провайдеры. Эëеìенты кëас-
тера Контент вëияþт на выãоäы созäатеëей и по-
требитеëей и так äаëее в соответствии с направëе-
ниеì стреëок на рис. 1.

2.2. Сеть Издержек

Сетü, описываþщая изäержки, показана на рис. 2.
Она соäержит øестü кëастеров: Альтернативы,
Контент, Создатели контента, Издержки создате-
лей, Издержки потребителей и Провайдеры. Новыìи
кëастераìи по сравнениþ с сетüþ выãоä явëяþтся
Издержки создателей и Издержки потребителей.
В ка÷естве основных затрат созäатеëей контента ìы
рассìатриваëи Знания, Деньги и Время. Изäержки по-
требитеëей преäставëены сëеäуþщиìи эëеìентаìи:
� Платные скачивания.
� Плата за сервисы.
� Затрудненный доступ к контенту, который ìо-

жет бытü обусëовëен высокой стоиìостüþ, затра-
таìи вреìени иëи äруãиìи обстоятеëüстваìи.

� Плата за подключение к Интернету.
� Плата за трафик.
� Нежелательная реклама — неìатериаëüные из-

äержки потребитеëей, связанные с аãрессивныì
ìаркетинãоì. Сëеäует отìетитü, ÷то этот пункт

Рис. 1. Структура сети Выгод
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засëуживает особоãо вниìания, так как он ка-
сается актуаëüной пробëеìы фиëüтраöии ин-
форìаöии в сети Интернет.

2.3. Сеть рисков

Сетü рисков рассìатриваеìых реøений приве-
äена на рис. 3. Она вкëþ÷ает сëеäуþщие кëастеры:
Альтернативы, Контент, Создатели контента, Про-
вайдеры, Риски создателей, Риски пользователей,
Риски провайдеров. Рассìотриì поäробнее три по-
сëеäних кëастера.

Кëастер Риски создателей соäержит сëеäуþщие
эëеìенты:
� Отсутствие стимулов: несанкöионированное

испоëüзование контента ìожет ëиøатü созäате-
ëей стиìуëов к твор÷еству.

� Финансовые потери иìеþт ìесто, есëи созäатеëи
вкëаäываþт äенüãи в разработку интеëëектуаëü-
ных проäуктов, а потребитеëи не пëатят за них.

� Отсутствие диалога: ÷резìерная защита контента
от несанкöионированноãо äоступа ìожет привес-
ти к потере связи с ауäиторией поëüзоватеëей.

� Безвестность: созäатеëи, жестко оãрани÷иваþщие
обëастü распространения своих произвеäений, рис-
куþт остатüся неизвестныìи øирокой пубëике.

� Плагиат: произвеäение ìоãут не тоëüко неëеãаëü-
но ска÷атü, но и обнароäоватü поä ÷ужиì иìе-
неì иëи безыìянныì.

� Отсутствие дохода: созäатеëи ìоãут ëиøитüся
äохоäа не тоëüко от сетевоãо разìещения произ-
веäения, но и от тверäых копий, так как их про-
äажи ìоãут снизитüся. Иìенно эти обстоятеëüства
(т. е. заìещение) объясняþт присутствие кон-
тента на тверäых носитеëях в кëастере Контент.
Мы выäеëиëи сëеäуþщие основные Риски поль-

зователей сети Интернет:
� Гражданская ответственность — риск привëе-

÷ения поëüзоватеëей к такой ответственности.
� Уголовная ответственность.
� Затрудненный доступ к контенту.
� Удорожание информации.
� Отключение от сети.

Гëавные Риски провайдеров закëþ÷аþтся в при-
вëе÷ении к Гражданской или уголовной ответствен-
ности, в Потерях клиентов и Снижении доходов.

3. Обсуждение результатов

Дëя кажäой сети быëи запоëнены ìатриöы пар-
ных сравнений эëеìентов и кëастеров, вы÷исëены
ãëавные собственные векторы этих ìатриö, интер-
претируеìые как векторы приоритетов, из векторов
приоритетов быëи сфорìированы суперìатриöы и
поëу÷ены преäеëüные приоритеты эëеìентов. Рас-
сìотриì поëу÷енные резуëüтаты äëя кажäой сети.

3.1. Выгоды

Преäеëüные приоритеты эëеìентов сети Выгод
привеäены на рис. 4, который показывает, ÷то ëу÷-
øиìи аëüтернативаìи в свете выãоä явëяется Сво-
бодный доступ к Интернет-контенту и Спонсиро-
вание создателей контента. Этот резуëüтат ìожно
объяснитü теì, ÷то Выгоды потребителей иìеþт са-
ìый боëüøой приоритет, поскоëüку они аккуìу-
ëируþт вëияние äруãих эëеìентов пробëеìы в на-
ибоëüøей степени. Друãиìи сëоваìи, выãоäы —
это прежäе всеãо выãоäы поëüзоватеëей. И это не
÷üе-то персонаëüное сужäение, а резуëüтат взаиì-
ноãо вëияния рассìатриваеìых эëеìентов пробëе-
ìы, который поäтвержäается теì, ÷то выãоäы со-
зäатеëей и провайäеров возникаþт тоëüко тоãäа,
коãäа поëüзоватеëи заинтересованы в приобрете-
нии их проäуктов и усëуã.

Приоритеты кëастеров показаны на рис. 5, ãäе
ìожно виäетü, ÷то Выгоды потребителей в наи-
боëüøей степени опреäеëяþт выãоäы в öеëоì. Вто-
рое ìесто заниìает кëастер Контент, в котороì äоëя

Рис. 2. Сеть Издержек

Рис. 3. Сеть Рисков
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Интернет-контента составëяет 73 %, из них 40 % —
неëеãаëüный контент. Это не уäивëяет, ибо поëü-
зоватеëи преäпо÷итаþт беспëатное ска÷ивание из
Интернета, коãäа это возìожно. На рис. 6 показа-
но, ÷то äëя всех öеëей, кроìе Исследований, потреби-
теëи преäпо÷итаþт неëеãаëüный Интернет-контент.

Третий по вëияниþ кëастер — Провайдеры, сре-
äи которых приоритеты Владельцев сайтов и Соци-
альных сетей в äва раза выøе приоритета Интер-
нет-провайдеров. 

Кëастер Создатели контента в наиìенüøей сте-
пени поäвержен вëияниþ äруãих эëеìентов, кото-
рые вëияþт не на саìих созäатеëей, а на их выãоäы,
среäи которых наибоëüøие приоритеты иìеþт По-
пулярность и Реклама. Прибыль заниìает третüе ìесто.

Первая тройка аëüтернатив — Свободный доступ
к Интернет-контенту, Спонсирование создателей
контента и Добровольная оплата контента. Иìен-
но эти аëüтернативы преäпо÷титеëüны äëя поëüзо-
ватеëей. По этой же при÷ине аëüтернативы, связан-
ные с наказанияìи, иìеþт низкие приоритеты.

3.2. Издержки

Зна÷ения преäеëüных приоритетов кëастеров и
вхоäящих в них эëеìентов привеäены на рис. 7 (сì.
третüþ сторону обëожки), который показывает, ÷то
наибоëüøий приоритет иìеет кëастер Контент,
а среäи еãо эëеìентов — Нелегальный в Интернет.

Это зна÷ит, ÷то äанный виä контента обусëовëи-
вает боëее высокие изäержки по сравнениþ с ос-
таëüныìи. Преäеëüные приоритеты, поëу÷енные
äëя эëеìентов и кëастеров в äанной сети (сì. рис. 2)
с у÷етоì их взаиìноãо вëияния, свиäетеëüствуþт,
÷то наибоëüøий вкëаä в общие изäержки вносят
изäержки потребитеëей, за ниìи сëеäуþт приìерно
равные изäержки созäатеëей и провайäеров. Ос-
новные ìатериаëüные изäержки потребитеëей свя-
заны с опëатой ска÷иваний, второе ìесто заниìаþт
неìатериаëüные изäержки от нежеëатеëüной рек-
ëаìы. Гëавные изäержки созäатеëей контента — это
ìатериаëüные и интеëëектуаëüные затраты.

Вкëаä кëастера Альтернативы в общие изäержки
существенно ìенüøе по сравнениþ с пере÷исëенны-
ìи выøе кëастераìи. Зна÷ения преäеëüных приори-
тетов аëüтернатив по изäержкаì, норìированные на

кëастер, привеäены в табë. 1. Макси-
ìаëüные изäержки иìеет аëüтернатива
Налог на трафик, за ней сëеäуþт три
аëüтернативы, связанные с наказания-
ìи. На рис. 8 (сì. ÷етвертуþ сторону
обëожки) показаны приоритеты аëüтер-
натив, поëу÷енные в резуëüтате обра-
ботки ìатриö их попарных сравнений
относитеëüно вëияþщих на них эëеìен-
тов äруãих кëастеров сети изäержек.

Аëüтернатива Свободный доступ к
Интернет-контенту иìеет ìаксиìаëü-
ные изäержки äëя Создателей контента,

Рис. 6. Предпочтения пользователями типов контента

Рис. 4. Предельные приоритеты элементов Сети Выгод

Рис. 5. Приоритеты кластеров в Сети Выгод
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но äëя Потребителей и Провайдеров изäержки этой
аëüтернативы существенно ниже по сравнениþ с
остаëüныìи. Налог на трафик — наибоëее затрат-
ная аëüтернатива äëя Потребителей и Социальных
сетей, но не явëяется таковой äëя Создателей кон-
тента и Владельцев сайтов. Аëüтернативы, связан-
ные с наказанияìи, иìеþт высокие изäержки äëя
Потребителей и Провайдеров. Поскоëüку вëияние
потребитеëей и провайäеров в сети изäержек суще-
ственно превосхоäит вëияние созäатеëей контента,
то ëиäераìи по изäержкаì становятся Налог на
трафик и аëüтернативы-наказания.

3.3. Риски

Резуëüтаты обработки сети рисков, преäстав-
ëенной на рис. 3, привеäены на рис. 9. Вëияние ри-
сков наибоëее заìетно аккуìуëируется в кëастерах
Альтернативы и Контент. Неëеãаëüный контент свя-
зан с высокиìи рискаìи, наиìенее рискованный
виä контента — Легальный в Интернет. Среäи всех
акторов провайäеры иìеþт наибоëее высокие риски,
за ниìи сëеäуþт созäатеëи контента, поëüзоватеëи
заниìаþт третüе ìесто. Гëавныì рискоì провайäе-
ров явëяется Снижение доходов, äëя созäатеëей — фи-
нансовые потери и отсутствие äохоäа, äëя поëüзо-
ватеëей — ãражäанская ответственностü за наруøе-
ние авторских прав и уäорожание инфорìаöии.

Лиäераìи по риску среäи аëüтернатив явëяþтся
аëüтернативы-наказания, за ниìи сëеäует Свободный
доступ к Интернет-контенту. Миниìаëüныì рискоì
характеризуется Спонсирование создателей контента.

3.4. Обобщенные результаты моделирования

Закëþ÷итеëüный этап иссëеäования преäпоëа-
ãает испоëüзование проöеäур обобщения приори-
тетов аëüтернатив, поëу÷енных äëя сетей Выгод,
Издержек и Рисков. Норìированные на еäиниöу
преäеëüные приоритеты аëüтернатив по Выгодам,
Издержкам и Рискам привеäены в табë. 1 и на рис. 10.
Дëя опреäеëения приоритетов Выгод, Издержек и
Рисков у÷итываëисü пятü стратеãи÷еских критериев,
которые привеäены в табë. 2. При этоì приìеняëасü
не проöеäура парноãо сравнения, а ìетоä ëинãвис-
ти÷еских станäартов, в котороì испоëüзоваëисü три

Табëиöа 2
Определение приоритетов Выгод, Издержек и Рисков

Критерии Выãоäы Изäержки Риски

Распространение знаний Низкие Высокие Среäние
Справеäëивое вознаãражäе-
ние созäатеëей

Высокие Низкие Высокие

Соöиаëüный проãресс Среäние Высокие Среäние
Эконоìика Низкие Высокие Высокие
Безопасностü Среäние Среäние Высокие

Интеãраëüные зна÷ения 
приоритетов

0,357 0,264 0,379

Весовые коэффиöиенты кри-
териев равной важности 0,2

Высокие (0,693); Среäние 
(0,231); Низкие (0,077)

Рис. 10. Нормированные предельные приоритеты альтернатив

Рис. 9. Предельные приоритеты элементов Сети Рисков

Табëиöа 1
Нормированные предельные приоритеты альтернатив

Аëüтернативы Выãоäы Изäержки Риски

Изìенение товарно-äенеж-
ной параäиãìы

0,0775 0,0597 0,0722

Свобоäный äоступ к Интер-
нет-контенту

0,2744 0,0607 0,1038

Новые техноëоãии защиты 
инфорìаöии

0,0566 0,1004 0,0856

Спонсирование созäатеëей 
контента

0,1931 0,0647 0,0687

Наказание поëüзоватеëей 0,0425 0,1310 0,1338
Наказание провайäеров 0,0505 0,1430 0,1392
Наказание вëаäеëüöев сайтов 0,0553 0,1231 0,1329
Наëоã на ìеäианоситеëи 0,0726 0,0812 0,0803
Наëоã на Интернет-трафик 0,0501 0,1596 0,0956
Добровоëüная опëата кон-
тента

0,1276 0,0766 0,0879
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оöенки — Высокие, Среäние, Низкие. Чисëовые эк-
виваëенты оöенок поëу÷ены с поìощüþ проöеäуры
их парноãо сравнения. Преäпоëаãаëосü, ÷то рас-
сìатриваеìые критерии иìеþт равнуþ важностü,
поэтоìу интеãраëüные приоритеты Выгод, Издержек
и Рисков быëи поëу÷ены путеì усреäнения и äаëее
испоëüзоваëисü в ка÷естве весовых коэффиöиен-
тов при поëу÷ении коне÷ноãо резуëüтата.

Дëя поëу÷ения обобщенноãо резуëüтата приìе-
няëасü форìуëа

 = pB  – pC  – pR ,

ãäе pB, pC, pR — приоритеты Выгод, Издержек и Ри-

сков соответственно; , ,  — норìирован-

ные преäеëüные приоритеты i-й аëüтернативы по

Выгодам, Издержкам и Рискам соответственно;  —

обобщенный приоритет i-й аëüтернативы.
Резуëüтируþщие приоритеты аëüтернатив пока-

заны на рис. 11, ãäе ìожно виäетü, ÷то тоëüко äëя
äвух аëüтернатив они иìеþт поëожитеëüные зна-
÷ения — Свободный доступ к Интернет-контенту
и Спонсирование создателей контента. Отриöатеëü-
ные зна÷ения обобщенных приоритетов остаëüных
аëüтернатив свиäетеëüствуþт о тоì, ÷то характер-
ные äëя них изäержки и риски перевеøиваþт вы-
ãоäы. Саìые хуäøие зна÷ения иìеþт аëüтернативы,
связанные с наказанияìи. Поëу÷енные резуëüтаты
противоре÷ат ìнениþ некоторых известных пер-
сон, призываþщих ужесто÷итü наказания за нару-
øения авторских прав. Сëеäует заìетитü, ÷то äей-
ствуþщее в России законоäатеëüство в этой обëасти
неëüзя назватü ìяãкиì, в ÷астности, оно преäус-
ìатривает уãоëовнуþ ответственностü и ëиøение
свобоäы на срок äо øести ëет.

Мы объясняеì поëу÷енные резуëüтаты сëеäуþ-
щиìи соображенияìи. Поскоëüку Интернет-кон-
тент обëаäает свойствоì неоãрани÷енной тиражи-
руеìости, скоëü уãоäно строãие наказания не ìоãут
ãарантироватü еãо защиты от несанкöионирован-
ноãо испоëüзования. Сетü Интернет — саìоорãа-

низуþщаяся сетевая среäа, которая не поä÷иняет-
ся принöипаì строãоãо иерархи÷ескоãо управëения.
В связи с этиì поëный контроëü инфорìаöии
в ãëобаëüной сети невозìожен. Поäтвержäениеì
этоìу явëяþтся ìноãо÷исëенные уте÷ки конфи-
äенöиаëüных äанных, пубëикуеìых в Интернете и
не защищенных авторскиì правоì. Яркий приìер —
история с сайтоì Wiki Leaks. Вìесте с теì, Интернет
преäоставëяет техни÷еские возìожности отсëежи-
ватü повеäение поëüзоватеëей, оäнако их практи-
÷еская реаëизаöия связана с наруøениеì базовых
прав ÷еëовека и боëüøиìи изäержкаìи. Все ска-
занное поäтвержäает ìнение о невозìожности
поëноãо искоренения пиратства.

Боëее разуìный поäхоä — иссëеäоватü при÷ины
пиратства и созäатü усëовия, в которых оно стаëо бы
ìиниìаëüныì. Основные при÷ины пиратства закëþ-
÷аþтся не тоëüко в беäности поëüзоватеëей Интер-
нета, но также в тоì, ÷то ìеäиаконтент отëи÷ается
от ìатериаëüных товаров в сознании потребитеëей.
Еще не забыëся советский ëозунã "Искусство при-
наäëежит нароäу", в котороì естü неìаëая äоëя ис-
тины. Что касается созäатеëей контента, то äëя
ìноãих из них äенüãи явëяþтся äаëеко не еäинст-
венныì стиìуëоì твор÷ества. Поìиìо äенеã авторы
заинтересованы в саìовыражении, попуëярности
и äиаëоãе с пубëикой. Поэтоìу саìыìи активныìи
защитникаìи строãих ìер за наруøение авторских
прав явëяþтся обы÷но не авторы, а правообëаäа-
теëи. С поìощüþ Интернета поëüзоватеëи ìоãут
уäовëетворитü ряä своих потребностей; они реãу-
ëярно пëатят провайäераì, но ÷асто не заботятся о
наруøении авторских прав. Эти наруøения иìеþт
разный ìасøтаб. Про÷тение неопëа÷енной книãи
эквиваëентно похоäу в бибëиотеку, но ìожет интер-
претироватüся как наруøение теìи, кто приравни-
вает этот факт к краже книãи из ìаãазина иëи из
той же бибëиотеки. О÷евиäно, ÷то такое прирав-
нивание неправоìерно. В опреäеëенноì сìысëе
поëüзоватеëи "распëа÷иваþтся" за нужный контент
своиì вреìенеì и теì, ÷то непроизвоëüно стано-
вятся потребитеëяìи рекëаìы и оãроìных объеìов
ненужной иì инфорìаöии. Оäной из саìых акту-
аëüных пробëеì сеãоäня становится разработка
среäств эффективноãо поиска и фиëüтраöии ин-
форìаöии в сети Интернет. Боëее зна÷иìые нару-
øения законов об авторскоì праве соверøаþт те,
кто разìещает неëеãаëüный контент в Интернете
в öеëях привëе÷ения поëüзоватеëей к сайтаì, ãäе
иì преäëаãаþтся рекëаìные, коììер÷еские и äру-
ãие усëуãи. Необхоäиìостü борüбы с такиìи нару-
øенияìи о÷евиäна, но эффективностü оставëяет
жеëатü ìноãо ëу÷øеãо.

Привеäенные арãуìенты ëоãи÷ески соãëасуþтся
с резуëüтатаìи провеäенноãо наìи иссëеäования,
которые позвоëяþт сäеëатü вывоä о бесперспек-
тивности ужесто÷ения наказаний и необхоäиìости
разработки новых поäхоäов к эконоìике ìеäиа-
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Рис. 11. Обобщенные приоритеты альтернатив
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кантента. Безусëовно, необхоäиìо соверøенствоватü
законоäатеëüство и правоприìенитеëüнуþ практику
в этой сфере. Оäнако буäущее, на наø взãëяä, за но-
выìи преäставëенияìи об эконоìике ìеäиапрост-
ранства, при форìировании которых необхоäиìо
рассìатриватü три типа пробëеì: техноëоãи÷еские,
эконоìи÷еские и эти÷еские. В инженерноì проек-
тировании естü хороøее эвристи÷еское правиëо:
"Есëи неëüзя изìенитü объект, то попробуйте из-
ìенитü еãо окружение". Дëя приìенения к рас-
сìотренной в этой статüе заäа÷е еãо ìожно пере-
фразироватü: "Есëи невозìожно обеспе÷итü охрану
авторскоãо права в сети Интернет, то нужно изìе-
нитü преäставëения общества об охране авторскоãо
права так, ÷тобы необхоäиìостü в ней отпаëа".
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Логические уравнения 
в эквациональных LP-структурах

Введение

Систеìы переписывания терìов (СПТ) приìе-
няþт в разëи÷ных разäеëах инфорìаöионных тех-
ноëоãий. Этот форìаëизì испоëüзуется при реøе-
нии таких заäа÷, как верификаöия коìпüþтерных

проãраìì [1], автоìати÷еское äоказатеëüство тео-
реì [2], сиìвоëüное упрощение аëãебраи÷еских
выражений [3], и ряäа äруãих. При опреäеëении
систеìы переписывания отправной то÷кой сëужит
экваöионаëüная теория, ìножество правиë которой
состоит из равенств терìов. Правиëа СПТ поëу÷а-
þтся путеì "ориентаöии" равенств и попоëнения
их ìножества äëя äостижения свойства конфëþ-
энтности [4]. Анаëоãи÷ный поäхоä испоëüзуется в
усëовных СПТ [5].

Важныìи вопросаìи, связанныìи с СПТ, явëя-
þтся эквиваëентные преобразования и верификаöия
их ìножеств правиë. Критерий эквиваëентности
систеì переписывания преäоставëяþт экваöионаëü-
ные теории. Поэтоìу иссëеäование в äанноì на-
правëении усëовных СПТ ìожет бытü основано на
эквиваëентности усëовных экваöионаëüных теорий.

В работе [6] преäставëена ìетоäоëоãия иссëеäова-
ния усëовных СПТ на основе "реøето÷ных" про-
äукöионно-ëоãи÷еских структур (LP-структур).
Поëу÷енные резуëüтаты, в ÷астности, впервые ре-
øаþт заäа÷у построения ëоãи÷еской реäукöии ус-
ëовной экваöионаëüной теории. Они быëи обоб-
щены в работе [7], ãäе ввеäена и иссëеäована боëее
сëожная LP-структура, по-виäиìоìу, заверøаþщая
иссëеäование заäа÷и ìиниìизаöии ìножества пра-
виë усëовной СПТ. В работе [8] ввеäен кëасс ëо-
ãи÷еских уравнений в экваöионаëüной LP-струк-
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туре. Рассìотрены некоторые вопросы о разреøи-
ìости и коëи÷естве реøений таких уравнений,
а также ìетоäы их реøения. Сфорìуëированные
резуëüтаты анонсированы без äоказатеëüств.

Настоящая статüя уто÷няет и äопоëняет иссëе-
äование свойств и разреøиìости указанных урав-
нений, при÷еì соäержит äоказатеëüства основных
теореì. Поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü приìе-
нены äëя верификаöии ìножества правиë усëов-
ной СПТ. Заìетиì, ÷то основы приìеняеìой зäесü
ìетоäоëоãии быëи заëожены в работе [9], ãäе с ана-
ëоãи÷ных позиöий рассìотрен кëасс ëоãи÷еских
уравнений в аëãебраи÷еской систеìе, иìеþщей
боëее простуþ архитектуру.

1. Основные понятия и обозначения

Напоìниì некоторые понятия из общей теории.
Бинарное отноøение R на произвоëüноì ìноже-
стве F называется рефлексивным, есëи äëя ëþбоãо
a ∈ F справеäëиво (a, a) ∈ R; транзитивным, есëи
äëя ëþбых a, b, c ∈ F из (a, b), (b, c) ∈ R сëеäует
(a, c) ∈ R. Известно [10], ÷то существует заìыкание
R* произвоëüноãо отноøения R относитеëüно свой-
ства транзитивности (транзитивное замыкание).

Решеткой [11] называется ÷асти÷но упоряäо÷ен-
ное ìножество �, в котороì наряäу с отноøениеì
m ("не боëüøе", "соäержится") ввеäены äве äву-
ìестные операöии ∧ ("пересе÷ение") и ∨ ("объеäи-
нение"), вы÷исëяþщие соответственно то÷нуþ
нижнþþ и верхнþþ ãрани äëя ëþбых a, b ∈ �. Ре-
øетка � называется ограниченной, есëи она соäержит
общие нижнþþ и верхнþþ ãрани — такие äва эëе-
ìента O, I, ÷то O m a m I äëя ëþбоãо a ∈ �.

Множество всех коне÷ных поäìножеств λ(U)
универсуìа U образует реøетку. В настоящей статüе
рассìатривается такой виä реøеток. Чтобы поä-
÷еркнутü äанное обстоятеëüство, вìесто сиìвоëов
m, l, ∧ и ∨ буäеì испоëüзоватü знаки теорети-
ко-ìножественных операöий ⊆, ⊇, c и �.

Атомом оãрани÷енной (снизу) реøетки � назы-
вается ìиниìаëüный эëеìент ее поäìножества
�\O. Реøетка называется атомно-порожденной, есëи
кажäый ее эëеìент преäставëен объеäинениеì ато-
ìов. В λ(U) атоìаìи явëяþтся все поäìножества,
состоящие из еäинственноãо эëеìента универсуìа.
Дëя атоìа a эëеìента A буäеì испоëüзоватü обо-
зна÷ение a ∈ A (наряäу с обозна÷ениеì a ⊆ A).

Привеäеì базовые опреäеëения, связанные с тер-
ìаìи [4]. Пустü Σ — аëфавит, образованный объеäи-
нениеì сëеäуþщих непересекаþщихся ìножеств:
V — ìножество переìенных; Σn, n = 0, 1, ..., — ìно-
жества n-арных функöий (функöионаëüных сиìво-
ëов); 0-арные функöии называþтся константаìи.
Множество терìов T(Σ) опреäеëяется рекурсивно:
� V ⊂ T(Σ); Σ0 ⊂ T(Σ);
� есëи f ∈ Σn и t1, ..., tn ∈ T(Σ), то f (t1, ..., tn) ∈ T(Σ).

Отображение σ : V → T(Σ) называется поäстанов-
кой. Это понятие распространяется на все t ∈ T(Σ)
сëеäуþщиì образоì:
� есëи t = x ∈ V, то σ(t) = σ(x);
� есëи t = f ∈ Σ0, то σ(t) = f;
� есëи f ∈ Σn, t1, ..., tn ∈ T(Σ) и t = f (t1, ..., tn), то

σ(t) = fσ(t1), ..., σ(tn)).
Экваöионаëüной теорией называется пара (Σ, E),

ãäе Σ — аëфавит, состоящий из с÷етноãо ìножест-
ва переìенных и непустоãо ìножества функöио-
наëüных сиìвоëов (сиãнатура); E ⊆ T(Σ) × T(Σ) —
ìножество равенств виäа s = t (s, t ∈ T(Σ)).

Опреäеëяется понятие вывоäиìости равенства
s = t из E ((Σ, E)�s = t) на основе сëеäуþщих правиë.

1. Есëи s = t ∈ E, то (Σ, E)�s = t.
2. Есëи (Σ, E)�s = t1, ..., sn = tn, то (Σ, E)�f (s1,

..., sn) = f (t1, ..., tn) äëя ëþбоãо f ∈ Σn.
3. Есëи (Σ, E)�s = t, то (Σ, E)�σ(s) = σ(t) äëя ëþ-

бой поäстановки σ.
4. (Σ, E)�t = t.
5. Есëи (Σ, E)�t1 = t2, t2 = t3, то (Σ, E)�t1 = t3.
6. Есëи (Σ, E)�s = t, то (Σ, E)�t = s.
Дëя äанноãо ìножества равенств E рассìотриì

реøетку коне÷ных поäìножеств λ(E). В ней заäа-
ны отноøения ⊆, ⊇, а также "реøето÷ные" опера-
öии � и c — теоретико-ìножественные пересе÷е-
ние и объеäинение. Потребуþтся еще три ãруппы
операöий, связанных соответственно с функöияìи,
поäстановкаìи и транзитивностüþ равенств терìов.

1. Есëи a = {si = ti | i = 1, ..., n} и f ∈ Σn, то f (a) =
= {f (s1, ..., sn) = f (t1, ..., tn)}.

2. Есëи a = {sj = tj | j = 1, ..., m}, то σ(a) = {σ(sj) =
= σ(tj) | j = 1, ..., m} äëя поäстановки σ.

3. Есëи a = {t1 = t2, t2 = t3}, b = {t1 = t3}, то b = Tr(a).
Определение 1.1. Пустü заäана экваöионаëüная

теория (Σ, E). Экваöионаëüной реøеткой � буäеì
называтü реøетку, поëу÷еннуþ попоëнениеì λ(E)
относитеëüно äопоëнитеëüных операöий 1—3.

О÷евиäно, ÷то экваöионаëüная реøетка явëяется
атоìно-порожäенной.

Рассìатривается усëовная экваöионаëüная тео-
рия, соäержащая усëовные правиëа виäа s1 = t1, ...,
sn = tn : u1 = v1, ..., um = vm ("есëи иìеþт ìесто ра-
венства терìов si = ti, i = 1, ..., n, то выпоëнены и
все uj = vj, j = 1, ..., m"). Буäеì называтü такие соот-
ноøения (усëовныìи) экваöионаëüныìи правиëаìи,
иëи просто правиëаìи, таì, ãäе это не буäет вызы-
ватü неäоразуìений. Такиì образоì, преäпосыëка
и закëþ÷ение правиëа явëяþтся эëеìентаìи �.

Испоëüзуя в ка÷естве основы аксиоìы и правиëа,
опреäеëенные в работе [4], сфорìуëируеì их ана-
ëоãи äëя усëовной экваöионаëüной äеäукöии. Акси-
оìы порожäаþтся пере÷исëенныìи выøе правиëа-
ìи вывоäа равенств. Правиëо вывоäа 2 озна÷ает на-
ëи÷ие усëовноãо правиëа (аксиоìы) a : f(a) äëя ëþбых
a = {s1 = t1, ..., sn = tn} и f ∈ Σn; из правиëа 3 сëеäует
аксиоìа a : σ(a) äëя ëþбых a ∈ � и поäстановки σ.
Правиëо 5 порожäает аксиоìу a : Tr(a) äëя кажäоãо
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поäхоäящеãо a ∈ �. Такие усëовные правиëа в рас-
сìатриваеìой ëоãике ìожно также назватü тавто-
ëоãияìи. Еще оäной о÷евиäной тавтоëоãией явëя-
ется правиëо a:b, a, b ∈ � при a ⊇ b. Правиëа вывоäа
в усëовной экваöионаëüной ëоãике таковы:

1. a : b � σ(a) : σ(b) (a, b ∈ �) äëя ëþбой поä-
становки σ (сì. анаëоãи÷ное правиëо в [4] с исхоä-
ныìи обозна÷енияìи);

2. a : b, a : c � a : b c c (a, b, c) ∈ � (возìожностü
вывоäа по ÷астяì);

3. a : b, b : c � a : c (a, b, c) ∈ � (транзитивностü).

2. Эквациональная LP-структура

Соãëасно работаì [6, 7] LP-структурой (Lattice
Production structure) называется реøетка с äопоëни-
теëüныì бинарныì отноøениеì, которое иìеет ряä
проäукöионно-ëоãи÷еских свойств. В этоì разäеëе
рассìатриваþтся отноøения на экваöионаëüной
реøетке. Ввоäится понятие ëоãи÷ескоãо отноøе-
ния, которое соответствует ìножеству правиë ус-
ëовной экваöионаëüной теории. Свойства такоãо
отноøения отражаþт сфорìуëированные в п. 1
правиëа усëовной экваöионаëüной äеäукöии.

Во-первых, ëоãи÷еское отноøение R соäержит
все тавтоëоãии. Ввеäеì äëя них общее обозна÷ение:
a � b, есëи a ⊇ b, b = σ(a), b = f (a) иëи b = Tr(a).
Обозна÷иì также � отноøение {(a, b) | a � b, a ≠ b},
≺ — обратное к неìу. Такиì образоì, äëя ëоãи÷ескоãо
отноøения R справеäëиво �⊆R. Друãие свойства ëо-
ãи÷ескоãо отноøения вытекаþт из правиë äеäукöии.

Определение 2.1. Отноøение R назовеì приìе-
ниìыì, есëи äëя ëþбой поäстановки σ из (a, b) ∈ R
сëеäует (σ(a), σ(b)) ∈ R.

Определение 2.2. Отноøение R назовеì c-äист-
рибутивныì, есëи äëя ëþбых (a, b1), (a, b2) ∈ R вы-
поëнено (a, b1 c b2) ∈ R.

Сëеäуþщее опреäеëение суììирует рассìотрен-
ные свойства.

Определение 2.3. Бинарное отноøение на эква-
öионаëüной реøетке называется ëоãи÷ескиì, есëи
оно соäержит тавтоëоãии, а также явëяется приìе-
ниìыì, c-äистрибутивныì и транзитивныì. Лоãи-
÷ескиì заìыканиеì RL произвоëüноãо отноøения R
называется наиìенüøее ëоãи÷еское отноøение,
соäержащее R.

Два отноøения R1 и R2, опреäеëенные на общей
экваöионаëüной реøетке, называþтся эквиваëент-
ныìи, есëи их ëоãи÷еские заìыкания совпаäаþт.
Этот факт буäеì обозна÷атü R1 ∼ R2. Лоãи÷еской
реäукöией äанноãо отноøения R называется ìи-
ниìаëüное эквиваëентное еìу отноøение R0.

Определение 2.4. Пустü заäано некоторое отно-
øение R на экваöионаëüной реøетке �. Буäеì ãово-
ритü, ÷то упоряäо÷енная пара a, b ∈ � логически свя-

зана отноøениеì R (обозна÷иì этот факт a  b),
есëи выпоëнено оäно из сëеäуþщих усëовий:

1) (a, b) ∈ R;

2) a � b:
2.1) a ⊇ b иëи 2.2) b = σ(a) иëи 2.3) b = f (a)
иëи 2.4) b = Tr(a);

3) существуþт такие a1, b1 ∈ � и поäстановка σ,

÷то a = σ(a1), b = σ(b1), при÷еì a1  b1;
4) существуþт такие b1, b2 ∈ �, ÷то b1 c b2 = b,

при÷еì a  b1, a  b2;

5) существует эëеìент c ∈ �, такой, ÷то a  c

и c  b.
В работе [7] äоказана теореìа о существовании

ëоãи÷ескоãо заìыкания RL äëя произвоëüноãо би-
нарноãо отноøения R на экваöионаëüной реøетке.

Показано, ÷то оно совпаäает с отноøениеì .
Поä эквациональной LP-структурой буäеì поä-

разуìеватü экваöионаëüнуþ реøетку с опреäеëен-
ныì на ней ëоãи÷ескиì отноøениеì.

Определение 2.5. Отноøение на экваöионаëüной
реøетке называется каноническим, есëи оно состоит
из пар "хорновскоãо" типа: правая ÷астü пары преä-
ставëяет собой атоì реøетки, ëевая ÷астü — объ-
еäинение атоìов.

Можно показатü, ÷то ëþбое отноøение на атоì-
но-порожäенной реøетке эквиваëентно некоторо-
ìу канони÷ескоìу отноøениþ.

В работе [7] рассìотрен также вопрос о возìож-
ности в проöессе построения ëоãи÷ескоãо заìыка-
ния бинарноãо отноøения выäеëитü этап, соответ-
ствуþщий транзитивноìу заìыканиþ. Поëожитеëü-
ный ответ позвоëяет свести изу÷ение некоторых
важных вопросов, касаþщихся ëоãи÷еских отно-
øений, к соответствуþщиì пробëеìаì транзитив-
ных отноøений. В ÷астности, построение ëоãи÷е-
скоãо заìыкания иëи реäукöии ìожно осуществ-
ëятü с поìощüþ быстрых аëãоритìов (типа Уор-
øоëëа [10]).

Дëя отноøения R на экваöионаëüной реøетке
рассìотриì отноøение , построенное посëеäо-
ватеëüныì выпоëнениеì сëеäуþщих øаãов.

Шаг 1. Добавитü к R все пары (a, b), äëя которых
b = σ(a), b = f (a) ëибо b = Tr(a), и обозна÷итü новое
отноøение R1.

Шаг 2. Добавитü к R1 всевозìожные пары виäа
(σ(a), σ(b)), äëя которых (a, b) ∈ R1, и обозна÷итü
новое отноøение R2.

Шаг 3. Добавитü к R2 всевозìожные пары виäа
(a1 c a2 c ... c am, b1 c b2 c ... c bm), ãäе (ai, bi) ∈ R2,
и обозна÷итü новое отноøение R3.

Шаг 4. Объеäинитü R3 с отноøениеì ⊃.
Заìетиì, ÷то øаãи 1 и 4 относятся ко всеì теоре-

ти÷ески возìожныì эëеìентаì экваöионаëüной ре-
øетки � и, соответственно, не зависят от äанноãо R.
В сиëу бесконе÷ности ìножества � описанный
проöесс построения отноøения  носит теорети-
÷еский характер. В приëожениях вìесто � ìожно
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взятü коне÷ное поäìножество экваöионаëüной ре-
øетки, построенное при оãрани÷ении уровня вëо-
женности терìов.

В работе [7] äоказана теореìа, которая потребу-
ется в разä. 3.

Теорема 2.1. Лоãи÷еское заìыкание RL отноøе-
ния R на экваöионаëüной реøетке совпаäает с тран-

зитивныì заìыканиеì  соответствуþщеãо от-

ноøения .
Из этой теореìы вывоäится сëеäуþщее утверж-

äение.

Следствие 2.1. Есëи R1 ⊆ R2, то  ⊆ .

Доказательство. Во-первых, из описания про-
öесса построения  ëеãко заìетитü, ÷то есëи R1 ⊆ R2,
то  ⊆ . Анаëоãи÷ное вëожение иìеет ìесто и
äëя транзитивных заìыканий этих отноøений, ÷то
в сиëу теореìы 2.1 озна÷ает äоказываеìый факт. �

В работе [7] äоказана также теореìа о сущест-
вовании ëоãи÷еской реäукöии бинарноãо отноøе-
ния на экваöионаëüной реøетке.

3. Логические уравнения
в эквациональной LP-структуре

В äанноì разäеëе иссëеäуется связанный с эк-
ваöионаëüныìи LP-структураìи кëасс уравнений.
Рассìатриваþтся вопросы о разреøиìости и коëи-
÷естве реøений таких уравнений, а также ìетоäы их
реøения. Нахожäение реøения ëоãи÷ескоãо урав-
нения соответствует обратноìу вывоäу на эква-
öионаëüной реøетке.

Данный виä реøеток порожäает боëее сëожнуþ
в сравнении с работой [9] LP-структуру, соäержа-
щуþ расøиренный набор операöий и свойств ëо-
ãи÷еских отноøений. Принятый в связи с äанныì
обстоятеëüствоì (в отëи÷ие от работы [9]) рекур-

сивный поäхоä к опреäеëениþ отноøения  су-
щественно вëияет на технику иссëеäования ëоãи-
÷еских уравнений.

Напоìниì (разä. 1), ÷то экваöионаëüная реøетка
явëяется атоìно-порожäенной, т. е. кажäый ее эëе-
ìент преäставиì в виäе коне÷ноãо объеäинения
атоìов. В настоящеì разäеëе ÷асто буäеì обозна-
÷атü атоìы реøетки стро÷ныìи букваìи, остаëü-
ные эëеìенты — прописныìи.

Пустü заäано коне÷ное бинарное отноøение R
на экваöионаëüной реøетке �. Соãëасно резуëüтатаì
разä. 2 без оãрани÷ения общности буäеì преäпо-
ëаãатü, ÷то R преäставëено ëоãи÷еской реäукöией в
ее канони÷еской форìе. Рассìотриì ìножество
всех атоìов реøетки, образуþщих эëеìенты пар

отноøения R, и обозна÷иì еãо . Оно коне÷но в

сиëу коне÷ности R. Обозна÷иì äаëее �R — поäì-

ножество реøетки �, построенное на  как сис-

теìе образуþщих с поìощüþ операöии "реøето÷-
ноãо" объеäинения. О÷евиäно, �R также коне÷но и
соäержит все эëеìенты пар отноøения R.

Расøириì отноøение R ìножествоì нерефëек-
сивных (a ≠ b) пар, вывоäиìых из R с поìощüþ
правиë 2.2—2.4 и 3 опреäеëения 2.4. То÷нее, по-
сëеäоватеëüно выпоëниì сëеäуþщие øаãи.

Шаг 1. Добавитü к R все пары (a, b), äëя которых
(a, b) ∈ , b = σ(a), и обозна÷итü новое отноøе-
ние R1.

Шаг 2. Добавитü к R1 все пары (a, b), äëя кото-
рых a ∈ �R, b ∈ , при÷еì b = f (a) ëибо b = Tr(a),
и обозна÷итü новое отноøение R2.

Шаг 3. Добавитü к R2 всевозìожные пары виäа
(σ(a), σ(b)), äëя которых (a, b) ∈ R2, σ(b) ∈ , и
обозна÷итü новое отноøение .

В резуëüтате поëу÷иì отноøение  ∼ R, о÷евиä-
но, явëяþщееся поäìножествоì отноøения  (сì.
разä. 2). При выпоëнении øаãа 3 ìножество ис-
поëüзуеìых в новоì отноøении атоìов реøетки
ìожет расøиритüся. В связи с äанныì обстоятеëü-
ствоì, наряäу с  и �R, ввеäеì äëя отноøения 
анаëоãи÷ные ìножества  и .

Из резуëüтатов работы [7] сëеäует, ÷то ëоãи÷еское
заìыкание исхоäноãо отноøения R ìожет бытü

поëу÷ено приìененияìи к  ëиøü правиë 4, 5 оп-
реäеëения 2.4, äопоëненных отноøениеì ⊇. Дан-
ный факт наãëяäно иëëþстрируется также посëе-

äоватеëüностüþ øаãов построения отноøения 

(разä. 2) и теореìой 2.1. Такиì образоì, R ∼  ∼ ,

при÷еì отноøение  вкëþ÷ает в виäе пар эëеìентов
резуëüтаты всех äопоëнитеëüных операöий эква-
öионаëüной LP-структуры, отëи÷аþщих ее от ìо-
äеëи работы [9].

Пустü естü построенное выøе отноøение  на

экваöионаëüной реøетке � и иìеет ìесто A  B.
Тоãäа B явëяется образоì A, а A — прообразоì B

при отноøении . Кажäый эëеìент ìожет иìетü
ìноãо образов и прообразов. Боëее тоãо, в äанноì
сëу÷ае в сиëу опреäеëения ëоãи÷ескоãо отноøения,
ëþбой B1 ⊂ B явëяется образоì A и кажäый A1 ⊃ A
явëяется прообразоì B. По этой при÷ине при изу-
÷ении образов и прообразов ëоãи÷еских отноøений
öеëесообразно уто÷нение рассìатриваеìых понятий.

Дëя äанноãо B ∈ � ìиниìаëüныì прообразоì

при отноøении  называется такой эëеìент A ∈ �,

÷то A  B и A явëяется ìиниìаëüныì, т. е. не со-
äержит никакоãо äруãоãо A1 ∈ �, äëя котороãо

A1  B.
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Определение 3.1. Атоì x ∈  называется на-
÷аëüныì при отноøении , есëи в  нет ни оäной
пары виäа (A, x). Эëеìент X ∈  называется на-
÷аëüныì, есëи все еãо атоìы на÷аëüные (при от-
ноøении ). Поäìножество �( ) ⊆  (буäеì
обозна÷атü �, есëи это не вызовет неоäнозна÷нос-
тей), состоящее из всех на÷аëüных эëеìентов ,
называется на÷аëüныì ìножествоì реøетки (при
отноøении ).

Рассìотриì уравнение

(X) = B, (1)

ãäе B — заäанный эëеìент реøетки; X — неизвест-
ный эëеìент.

Определение 3.2. То÷ныì (÷астныì) реøениеì X
уравнения (1) называется ëþбой ìиниìаëüный про-
образ эëеìента B, соäержащийся в �. Прибëижен-
ныì (÷астныì) реøениеì X уравнения (1) называ-
ется ëþбой прообраз эëеìента B, соäержащийся в �.
Общиì реøениеì уравнения (1) называется сово-
купностü всех еãо ÷астных реøений {Xp}, p ∈ P.

По опреäеëениþ, то÷ное реøение явëяется и
прибëиженныì. О÷евиäно, прибëиженное реøе-
ние всеãäа соäержит хотя бы оäно то÷ное реøение.
Уравнения виäа (1) буäеì называтü ëоãи÷ескиìи
уравненияìи на экваöионаëüных реøетках.

Рассìотриì вопрос о тоì, как ìеняется общее
реøение уравнений виäа (1) при объеäинении их
правых ÷астей. То÷нее, неëüзя ëи äëя оäноãо и тоãо
же отноøения R вìесто исхоäноãо уравнения ре-
øитü нескоëüко уравнений с правыìи ÷астяìи,
объеäинение которых совпаäает с B?

Лемма 3.1. Пустü X1 — ÷астное реøение урав-
нения виäа (1) с правой ÷астüþ B1, а Y1 — ÷астное
реøение уравнения тоãо же виäа с правой ÷астüþ B2.
Тоãäа X1 c Y1 явëяется прибëиженныì реøениеì
уравнения

(X) = B1 c B2. (2)

Доказательство. Действитеëüно, поскоëüку 

соäержит отноøение вкëþ÷ения, то X1 c Y1  X1

и X1 c Y1  Y1. Отсþäа, так как по усëовиþ ëеììы

X1  B1 и Y1  B2, в сиëу транзитивности 

иìееì X1 c Y1  B1 и X1 c Y1  B2. Наконеö, из
посëеäних äвух соотноøений, поëüзуясü äистрибу-

тивностüþ , поëу÷иì X1 c Y1  B1 c B2. �
Теорема 3.1. Пустü {Xp}, p ∈ P — общее реøение

уравнения виäа (1) с правой ÷астüþ B1, а {Yq},
q ∈ Q, — общее реøение уравнения тоãо же виäа с
правой ÷астüþ B2. Тоãäа общее реøение уравнения
(2) преäставëяет собой ìножество всех эëеìентов
виäа Xp c Yq, из котороãо искëþ÷ены эëеìенты, со-
äержащие äруãие эëеìенты этоãо же ìножества.

Доказательство. По ëеììе 3.1, кажäый эëеìент
Xp c Yq явëяется прообразоì B1 c B2, т. е. соäержит
хотя бы оäно ÷астное реøение (2). Покажеì теперü,
÷то уравнение (2) не иìеет ÷астных реøений, от-
ëи÷ных от виäа Xp c Yq. Преäпоëожиì противное —
пустü некоторый z ∈ �, явëяясü ÷астныì реøениеì
(2), не совпаäает ни с оäниì эëеìентоì виäа Xt c Yp.
При этоì Z не ìожет соäержатü ни оäноãо äруãоãо
эëеìента виäа Xp c Yq, ина÷е он не быë бы ÷астныì
реøениеì (оно по опреäеëениþ ìиниìаëüно). От-
сþäа сëеäует, ÷то Z не соäержит ни оäноãо Xp (ëибо
ни оäноãо Yq, ÷то сиììетри÷но). Вìесте с теì, по-

скоëüку Z  B1 c B2, то Z  B1 и Z  B2. Этот
факт озна÷ает, ÷то Z соäержит хотя бы по оäноìу
÷астноìу реøениþ уравнений с правыìи ÷астяìи
B1 и B2, а все эти реøения соäержатся соответ-
ственно в ìножествах {Xp} и {Yq}. Такиì образоì,
прихоäиì к противоре÷иþ. �

Рассìотриì ìетоäы реøения ëоãи÷еских урав-
нений виäа (1). Преäпоëаãаеì, ÷то  — построен-
ное выøе коне÷ное канони÷еское отноøение на
поäìножестве экваöионаëüной реøетки , а пра-
вая ÷астü B уравнения (1) преäставëяет собой ко-
не÷ное объеäинение атоìов из .

Ввеäеì понятие структурноãо рассëоения отно-

øения  на виртуаëüные сëои (÷асти÷ные отноøе-

ния) {  | t ∈ T}. Оно позвоëит упроститü изу÷ение

свойств отноøения , а также обëеã÷ит постро-
ение и иссëеäование ряäа аëãоритìов, связанных с
реøениеì соответствуþщих ëоãи÷еских уравнений.

С этой öеëüþ вна÷аëе разобüеì  на непересекаþ-
щиеся поäìножества, кажäое из которых образо-
вано параìи виäа (A, xp) с оäниì и теì же атоìоì xp

в ка÷естве правой ÷асти. Такое разбиение иìеет

сìысë бëаãоäаря тоìу, ÷то  явëяется канони÷ескиì.

Обозна÷иì эти поäìножества  соответственно
их эëеìенту xp, p ∈ P.

Определение 3.3. Сëоеì  в отноøении  на-
зывается поäìножество , образованное упоряäо-
÷енныìи параìи, взятыìи по оäной из кажäоãо
непустоãо , p ∈ P. Два сëоя, отëи÷аþщихся хотя
бы оäной парой, с÷итаþтся разëи÷ныìи.

Замечание 3.1. Кажäый сëой соäержит ìакси-
ìаëüно возìожное поäìножество пар отноøения

 с уникаëüныìи правыìи ÷астяìи. Добавëение к
сëоþ еще оäной пары наруøиëо бы это усëовие.

Замечание 3.2. Лþбое поäìножество пар в от-
ноøении  с уникаëüныìи правыìи ÷астяìи при-
наäëежит некотороìу сëоþ.

Замечание 3.3. Разëи÷ные сëои ìоãут иìетü не-
пустые пересе÷ения. Объеäинение всех сëоев рав-
но .
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Замечание 3.4. Нетруäно заìетитü, ÷то общее
÷исëо сëоев N опреäеëяется равенствоì N =

= Np, ãäе Np — ìощностü поäìножества пар

отноøения  с правой ÷астüþ xp.

Пустü A ∈ . Буäеì ãоворитü, ÷то эëеìент B ∈ 

поëу÷ен из A приìенениеì пары (X, z) ∈ , есëи

X ⊆ A и B = A c z. О÷евиäно, ÷то (A, B) ∈ .

Рассìотриì некоторые свойства построенноãо
выøе рассëоения отноøения . Вна÷аëе äокажеì
сëеäуþщее поëезное утвержäение.

Лемма 3.2. Пустü A  B. Тоãäа существует кор-

теж (C1, ..., Cm) эëеìентов ìножества , такой, ÷то

A = C0 ⊂ C1 ⊂ ... ⊂ Cm ⊇ B, при÷еì кажäый эëеìент

Cj, j > 0, поëу÷ен из Cj – 1 приìенениеì некоторой

пары (Xj, zj) ∈ . При (A, B) ∈  поëаãаеì m = 0.

Доказательство. При усëовии ëеììы (A  B)
по теореìе 2.1 иìеется упоряäо÷енный коне÷ный
набор эëеìентов (B1, ..., Bn), такой, ÷то в посëе-

äоватеëüности (B0, B1), (B1, B2), ..., (Bn, Bn + 1), ãäе

B0 = A, Bn + 1 = B, все пары принаäëежат отноøениþ

 (сì. разä. 2). При (A, B) ∈  ìожно с÷итатü m = 0.

Даëее заìетиì, ÷то, по построениþ äанноãо отно-

øения, из (Bj, Bj + 1) ∈  сëеäует (Bj, Bj c Bj + 1) ∈ 

äëя всех j = 0, ..., n. Приìеняя такое свойство по-
сëеäоватеëüно по j = 0, ..., n, поëу÷иì новый набор

( , ..., ), ãäе  =  Bj, k = 0, ..., n. Данный

кортеж, наряäу с исхоäныì (B1, ..., Bn), также по оп-

реäеëениþ 2.4 реаëизует ëоãи÷ескуþ связü A  B,
при этоì обëаäая äопоëнитеëüныì свойствоì ìо-

нотонности A =  ⊆  ⊆ ... ⊆  ⊇ Bn + 1 = B.

Рассìотриì äаëее структуру пар ( , ),

j = 1, ..., n. У÷итывая соäержание проöессов по-

строения отноøений  и , нетруäно заìетитü

сëеäуþщий факт. Множество пар , äопоëненное
рефëексивныì отноøениеì наä испоëüзуеìыìи

атоìаìи, образует базис при построении  на основе
операöии объеäинения. Это озна÷ает, ÷то кажäая

пара ( , ) ∈  ìожет бытü поëу÷ена из неко-

тороãо (рефëексивно-äопоëненноãо) поäìножества

 пар отноøения  путеì объеäинения их ëевых

(äëя ) и правых (äëя ) ÷астей. Отсþäа сëе-

äует, ÷то эëеìент , вкëþ÷аþщий , ìожет бытü

поëу÷ен из  посëеäоватеëüныì приìенениеì

пар поäìножества  ⊆ . Распространяя äанное

свойство на кажäуþ пару ( , ), j = 1, ..., n,

а также искëþ÷ая все избыто÷ные приìенения (реф-

ëексивно-äопоëненных) пар , прихоäиì к ут-
вержäениþ ëеììы при некотороì m l n. �

Замечание 3.5. Построенный в ëеììе кортеж
(C0, ..., Cm) ìожно выбратü точным в сëеäуþщеì
сìысëе. Правый атоì zj кажäой приìененной в кор-
теже äëя перехоäа от Cj – 1 к Cj пары (Xj, zj) äоëжен
соäержатüся в B ëибо в ëевой ÷асти Xj + k некоторой
приìеняеìой позäнее пары (Xj + k, zj + k), и не ìо-
жет соäержатüся в Cj – 1. Перехоäы, не уäовëетво-
ряþщие такоìу свойству, не явëяþтся необхоäи-
ìыìи äëя поëу÷ения B. Поэтоìу они ìоãут бытü
искëþ÷ены из кортежа вìесте с Cj.

Докажеì свойства, характеризуþщие рассëое-
ние { } отноøения  с то÷ки зрения реøения ëо-
ãи÷еских уравнений виäа (1).

Лемма 3.3. Есëи A  B, то в  существует

сëой , такой, ÷то A  B.

Доказательство. Пустü A  B. Тоãäа по ëеììе 3.2
иìеется упоряäо÷енный "ìонотонно возрастаþ-
щий" набор эëеìентов (C1, ..., Cm), такой, ÷то в по-
сëеäоватеëüности (C0, C1), (C1, C2), ..., (Cm – 1, Cm),
ãäе C0 = A, Cm ⊇ B, кажäый эëеìент Cj, j > 0, по-
ëу÷ается из Cj – 1 приìенениеì пары (Xj, zj) ∈ .

Из ìонотонности C0 ⊂ C1 ⊂ ... ⊂ Cm сëеäует, ÷то
все перехоäы виäа (Cj – 1, Cj) ìоãут бытü поëу÷ены на

основе пар отноøения  с уникаëüныìи правыìи
÷астяìи. Действитеëüно, ëþбая пара (Xj, zj) кано-

ни÷ескоãо отноøения , впервые (сëева направо)
приìененная к Cj – 1 äëя поëу÷ения Cj, искëþ÷ает
возìожностü еще оäноãо приìенения ëþбой пары
с теì же атоìоì zj в правой ÷асти, поскоëüку zj уже
соäержится во всех эëеìентах (Cj, Cj + 1, ..., Cm).
Отсþäа, по заìе÷аниþ 3.2 и опреäеëениþ 2.4, по-

ëу÷аеì A  B. �
Следствие 3.1. Лоãи÷еское заìыкание отноøе-

ния  равно объеäинениþ ëоãи÷еских заìыканий

еãо сëоев, то естü  =  .

Доказательство. Поскоëüку  ⊆ , то соãëасно

сëеäствиþ 2.1 иìееì  ⊆  (∀t ∈ T). Обратно,
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есëи A  B, то по ëеììе 3.3 справеäëиво A  B при

некотороì t ∈ T. Сëеäоватеëüно, (A, B) ∈  .�

Буäеì ãоворитü, ÷то реøение X уравнения (1)

(то÷ное иëи прибëиженное) порожäается в  не-

которыì сëоеì , есëи X  B.

Замечание 3.6. Соãëасно ëеììе 3.3 и сëеäствиþ 3.1
ëþбое ÷астное реøение уравнения (1) порожäается
в  некоторыì сëоеì .

Замечание 3.7. Из сëеäствия 3.1 вытекает, ÷то äëя
нахожäения реøения уравнения (1) в некотороì
сëое  äостато÷но вìесто (1) реøитü анаëоãи÷ное
уравнение с отноøениеì .

Посëеäние заìе÷ания не ãарантируþт, ÷то äва раз-
ëи÷ных сëоя не ìоãут порожäатü оäноãо и тоãо же
реøения. Кроìе тоãо, ìоãут существоватü сëои,
äаþщие то÷ное реøение äëя , но прибëиженное
äëя . Некоторые сëои ìоãут вообще не äаватü ре-
øений. Оäнако справеäëиво утвержäение о тоì,
÷то сëой не ìожет порожäатü боëее оäноãо то÷ноãо
реøения.

Лемма 3.4. Ни оäин сëой  отноøения  не
ìожет порожäатü äвух разëи÷ных то÷ных реøений
уравнения (1).

Доказательство. Преäпоëожиì противное, ÷то

некоторый сëой  порожäает äва то÷ных реøения

X1 ≠ X2. Пустü, äëя опреäеëенности, существует на-
÷аëüный атоì a0 ∈ X1 и a0 ∉ X2. Соãëасно ëеììаì

3.2 и 3.3 äëя ëоãи÷еской связи X1  B существует
"ìонотонно возрастаþщий" кортеж вывоäа (X1 = C0,
C1, ..., Cm), кажäый перехоä в котороì осуществëя-

ется соответствуþщей парой отноøения . Выбе-

реì кортеж то÷ныì в соответствии с заìе÷аниеì 3.5.
Даëее буäеì просìатриватü (C0, ..., Cm) сëева

направо и при этоì строитü некоторуþ спеöиаëüнуþ
посëеäоватеëüностü пар сëоя . Поскоëüку рассìат-
ривается то÷ное реøение X1, то еãо атоì a0, как и
ëþбой атоì то÷ноãо реøения соäержится: a) в ëевой
÷асти хотя бы оäной пары (A1, a1), осуществëяþ-
щей перехоä в кортеже (C0, ..., Cm) ëибо б) в B —
правой ÷асти уравнения (1). Есëи верно a), äоба-
виì соответствуþщуþ пару (A1, a1) к накапëивае-
ìой посëеäоватеëüности пар, в противноì сëу÷ае
заверøиì просìотр. На сëеäуþщеì øаãе (пере-
ìестивøисü в кортеже вправо äо перехоäа (A1, a1))
ищеì анаëоãи÷нуþ пару (A2, a2) äëя атоìа a1. Дëя
неãо иìееì ту же аëüтернативу: a) ëибо б), по-
скоëüку просìатриваеìый кортеж явëяется то÷ныì
(сì. заìе÷ание 3.5). Рано иëи позäно, закон÷ив про-
сìотр кортежа, поëу÷иì посëеäоватеëüностü пар-пе-
рехоäов {(Ai, ai) | i = 1, ..., n}, при÷еì ai ∈ Ai + 1,
(0 m i m n – 1), an ∈ B. Есëи эта посëеäоватеëüностü

окажется пустой (n = 0), то, соответственно, иìееì
a0 ∈ B.

Рассìотриì теперü точный кортеж вывоäа
( , ..., ), соответствуþщий äруãоìу реøениþ —
X2. Еãо буäеì просìатриватü справа наëево, пытаясü
в перехоäах в обратноì поряäке выäеëитü ту же са-
ìуþ посëеäоватеëüностü {(Ai, ai)}. Поскоëüку an ∈ B,
то по построениþ кортежа иìееì и an ∈ . Даëее
öикëи÷ески выпоëняеì оäнотипные øаãи. Дëя
атоìа an возìожны äва варианта: a) существует пара
сëоя  с правой ÷астüþ an, приìенение которой
вызваëо некоторый перехоä в кортеже ( , ..., );
б) an соäержится в  = X2. В сëу÷ае варианта a)
упоìянутой парой ìожет бытü ëиøü (An, an), так как
сëой  не ìожет соäержатü äвух пар с оäинаковой
правой ÷астüþ an. В этоì сëу÷ае перехоäиì к пре-
äыäущей паре в выäеëяеìой посëеäоватеëüности
{(Ai, ai)}, исхоäя из отправной то÷ки an – 1 ∈ An —
правой ÷асти о÷ереäной пары. В сëу÷ае б) поëу÷иì
противоре÷ие: есëи n > 0, то атоì an не явëяется
на÷аëüныì и, соответственно, не ìожет соäер-
жатüся в реøении X2; вариант n = 0 противоре÷ит
сäеëанноìу в на÷аëе äоказатеëüства преäпоëоже-
ниþ a0 ∉ X2. Проäоëжая äанный проöесс, в сиëу
коне÷ности посëеäоватеëüности пар {(Ai, ai)} рано
иëи позäно приäеì к ситуаöии б), противоре÷ащей
сäеëанныì преäпоëоженияì, ÷то и äоказывает
ëеììу. �

Объеäиняя поëу÷енные выøе резуëüтаты, ìож-
но сфорìуëироватü сëеäуþщее утвержäение.

Теорема 3.2. Дëя нахожäения общеãо реøения
уравнения (1) äостато÷но найти ÷астное реøение
Xt в кажäоì сëое , есëи оно существует. Даëее из
поëу÷енноãо ìножества реøений необхоäиìо иск-
ëþ÷итü эëеìенты, соäержащие äруãие эëеìенты
этоãо же ìножества.

Утвержäение теореìы сразу сëеäует из заìе÷а-
ния 3.6 и ëеììы 3.4. �

Следствие 3.2. Чисëо ÷астных реøений уравнения
(1) оöенивается сверху выражениеì N = Np,

ãäе Np — ìощностü поäìножества пар отноøения

 с правой ÷астüþ xp, а P опреäеëяет все такие
поäìножества (сì. заìе÷ание 3.4). �

Теореìа 3.2 и заìе÷ание 3.7 позвоëяþт свести
вопрос о реøении уравнения (1) к заäа÷е нахожäе-
ния реøения уравнения

(X) = B, (3)

ãäе B — не на÷аëüный эëеìент ;  — произ-

воëüный сëой в .

Соãëасно ëеììе 3.4 обратное к  отноøение

явëяется оäнозна÷ныì отображениеì ft :  → 
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с некоторой обëастüþ опреäеëения D(ft) ⊆ . Рас-

сìотриì еãо некоторые свойства.
Лемма 3.5. Отображение ft явëяется c-ãоìоìор-

физìоì [11], т. е. ft(B1 c B2) = ft(B1) c ft(B2), ∀B1,
B2 ∈ D(ft).

Доказательство. Обозна÷иì X1 = ft(B1), X2 = ft(B2).
Как и в äоказатеëüстве ëеììы 3.4, äëя ëоãи÷еской

связи X1  B1 рассìотриì то÷ный ìонотонный
кортеж вывоäа C = (C0, ..., Cm), кажäый перехоä в
котороì осуществëяется оäной парой отноøения

. Дëя связи X2  B2 существует собственный

набор  = ( , ..., ) с анаëоãи÷ныìи свойства-

ìи. Преäпоëожиì äëя опреäеëенности, ÷то m l k.
На основе этих äвух кортежей построиì еще оäин

упоряäо÷енный набор эëеìентов  сëеäуþщиì

образоì:

 = (C0 c , C1 c , C1 c , C2 c ,

C2 c , ..., Ck c , Ck + 1 c , ..., Cm c ).

Эта ìонотонная посëеäоватеëüностü, о÷евиäно,

реаëизует ëоãи÷ескуþ связü X1 c X2  B1 c B2.

В соответствии с заìе÷аниеì 3.5 набор  ìожет
бытü сокращен äо кортежа, не соäержащеãо избы-
то÷ных перехоäов. При этоì эëеìент X1 c X2 преä-
ставëяет иìенно то÷ное реøение уравнения (3) с
правой ÷астüþ B1 c B2. Данный факт справеäëив в
сиëу то÷ности реøений X1 и X2, а также äетерìи-
нированности проöесса обратноãо вывоäа в сëое

 äëя кажäоãо атоìа из B1 c B2 (сì. äоказатеëü-

ство ëеììы 3.4). �
Основываясü на ëеììе 3.5, äëя реøения урав-

нения (3) äостато÷но реøитü уравнение с кажäыì
атоìоì эëеìента B в ка÷естве правой ÷асти. Итак,
рассìотриì заäа÷у нахожäения реøения сëеäуþ-
щеãо уравнения:

(X) = b, (4)

ãäе b — не на÷аëüный атоì из ,  — произвоëü-

ный сëой в .
Покажеì, ÷то эта заäа÷а эквиваëентна заäа÷е на

ориентированноì ãрафе пере÷исëения всех вхоä-
ных верøин, из которых äостижиìа äанная верøи-
на. Вна÷аëе построиì такой ãраф . Кажäоìу

атоìу из ìножества , т. е. у÷аствуþщеìу в от-

ноøении , поставиì в соответствие верøину ãра-

фа. Даëее äëя кажäой пары (X, z) рассìатриваеìоãо

сëоя  построиì äуãи, веäущие из всех верøин,

соответствуþщих атоìаì эëеìента X, в верøину,
соответствуþщуþ правой ÷асти пары z. В поëу÷ен-
ноì ãрафе  выбереì верøину b, соответствуþ-

щуþ правой ÷асти уравнения (4). Рассìотриì поä-
ãраф  ⊆ , соäержащий все верøины, из ко-

торых äостижиìа верøина b (вкëþ÷ая саìу b), и все
äуãи, соеäиняþщие такие верøины.

Путеì иссëеäования ãрафа  нетруäно поëу-
÷итü сëеäуþщуþ теореìу, äоказатеëüство которой
не привоäится в öеëях сокращения изëожения.

Теорема 3.3. Уравнение (4) иìеет не боëее оä-
ноãо реøения. Есëи ãраф  не соäержит ори-

ентированных öикëов, то еäинственное реøение
уравнения состоит из всех атоìов, соответствуþ-
щих вхоäныì верøинаì ãрафа. Есëи  соäер-

жит ориентированный öикë, реøений нет. �
Данная теореìа заверøает обоснование поøа-

ãовоãо проöесса реøения исхоäноãо ëоãи÷ескоãо
уравнения (1).
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Введение

Основныìи вы÷исëитеëüныìи ресурсаìи при по-
строении Grid-систеì явëяþтся коìпüþтерные сети.
Преäпоëаãается возìожностü испоëüзования как ãëо-
баëüной сети Интернет, так и ëокаëüных сетей, а
также построенных на их основе суперкоìпüþтеров.

Вы÷исëения, обусëовëенные SPMD-техноëоãией
орãанизаöии с÷ета по схеìе "разäа÷а оäинаковых
заäаний ресурсныì коìпüþтераì (проöессораì) —
вы÷исëения — сборка резуëüтатов на ãоëовноì
проöессоре", требуþт "ìаксиìаëüноãо" распараë-
ëеëивания работ по обìену в коìпüþтерной сети
[1—3]. Поä "ìаксиìаëüныì" на праãìати÷ескоì
уровне буäеì пониìатü распараëëеëивание, уäов-
ëетворяþщее критериþ ìиниìуìа вреìени реøе-
ния заäа÷и, а то÷нее — ìиниìуìу вреìени сборки
всех резуëüтатов с÷ета.

О÷евиäно, ÷то при сборке äанных äоëжны бытü
испоëüзованы все возìожности параëëеëüноãо об-
ìена ìежäу параìи проöессоров. Жеëатеëüно иск-
ëþ÷итü эëеìент посëеäоватеëüноãо обìена, коãäа
оäин проöессор жäет, коãäа некоторая пара закон-
÷ит обìен. Он äоëжен, в своþ о÷ереäü, стреìитüся
у÷аствоватü в параëëеëüноì обìене.

Сказанное выøе обусëовëивает "äревеснуþ"
структуру сборки резуëüтатов вы÷исëений на ãо-

ëовноì проöессоре. Необхоäиìостü такой структуры
пороäиëа теориþ кëастеризаöии проöессоров äëя
форìирования верøин äерева: внутри кажäоãо
кëастера нижнеãо уровня (яруса) резуëüтаты объ-
еäиняþтся на проöессоре — ëиäере. Затеì ëиäеры
кажäоãо такоãо кëастера объеäиняþтся в кëастеры
сëеäуþщеãо яруса и т. ä.

При этоì оставëяется открытыì вопрос о поряä-
ке обìена внутри кëастера. В работе [2] рассìат-
ривается пробëеìа посëеäоватеëüноãо направëен-
ноãо обìена ìежäу параìи проöессоров так, ÷тобы
сконöентрироватü резуëüтаты на проöессоре-ëиäере.
Такой поряäок обìена интерпретируется заäа÷ей
о коììивояжере, посëеäоватеëüно обхоäящеì про-
ìежуто÷ные пункты — проöессоры — по пути ìи-
ниìаëüной äëины äëя конöентраöии резуëüтатов
на ëиäере. При этоì основной ìетрикой в сетевых
техноëоãиях явëяется ãеоãрафи÷еское расстояние.

Впоëне ëоãи÷но и внутри кëастера приìенятü
параëëеëüный обìен. Но тоãäа, по-виäиìоìу, вну-
три кëастера необхоäиìо провести кëастеризаöиþ!
Зна÷ит, возникает пробëеìа построения кëастеров
с ìиниìаëüныì ÷исëоì проöессоров — эëеìентар-
ных кëастеров. Иìенно такие кëастеры, в конöе
конöов, ëежат в основе äерева сборки äанных.

Так какая кëастеризаöия öеëесообразна на ãëо-
баëüноì уровне сборки äанных? Каково ìиниìаëü-
ное ÷исëо проöессоров, объеäиняеìых в эëеìен-
тарный кëастер? В какой степени внутри кëастера
äопустиì посëеäоватеëüный обìен, т. е. ожиäание
оäних проöессоров эëеìентарноãо кëастера, пока
закон÷ится обìен ìежäу äруãиìи?

Кроìе тоãо, SPMD-техноëоãия, которая в наи-
боëüøей степени аäекватна схеìе реøения заäа÷и,
äоëжна саìыì простыì образоì отображатü и схеìу
обìена. SPMD-проãраììа äоëжна соäержатü еäи-
ный, универсаëüный äëя всех проöессоров ìоäуëü,
преäусìатриваþщий у÷астие кажäоãо проöессора в
сборке резуëüтатов вы÷исëений.

1. Элементарные кластеры

Правоìо÷на постановка заäа÷и ìиниìизаöии
вреìени Т сборки äанных на ãоëовноì проöессоре,
зависящеãо от объеìа S эëеìентарноãо кëастера,
÷исëа k ярусов в äереве сборки резуëüтатов на ãо-
ëовноì проöессоре и вреìени TS сборки резуëüта-
тов на ëиäере кëастера:

T = TSk. (1)

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ И СЕТИ

Для схемы Grid-вычислений "раздача заданий — вы-

числения — сборка результатов" исследуется проблема

параллельно-последовательного, "древесного" обмена ре-

сурсных процессоров с головным на основе их элементар-

ной кластеризации по два или по три процессора. Вы-

числения проводятся по SPMD-технологии.

Ключевые слова: Grid-вычисления, SPMD-техноло-

гия, обмен информацией, элементарный кластер
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О÷евиäно, 

k = ]logSn[, (2)

ãäе п — ÷исëо ресурсных проöессоров.
Буäеì с÷итатü, ÷то эëеìентарные кëастеры, на

которые разбиваþтся ресурсные проöессоры в со-
ответствии с äревовиäной структурой, оäинаковы и
объеäиняþт ровно S проöессоров. Тоãäа вреìя TS
сëеäует рассìатриватü постоянныì äëя äанноãо
способа кëастеризаöии.

Не сëеäует забыватü, ÷то кëастеризаöия не äоëж-
на привоäитü к боëüøиì накëаäныì расхоäаì на
орãанизаöиþ и äоëжна уäовëетворятü требованияì
SPMD-техноëоãии. В соответствии с этиìи требо-
ванияìи работы по обìену, вкëþ÷ая сборку äанных,
äоëжны бытü вкëþ÷ены в еäинуþ SPMD-проãраì-
ìу, копии которой розäаны всеì ресурсныì про-
öессораì. Проãраììа инвариантна относитеëüно
разìерности заäа÷и и ÷исëа n проöессоров. Оäнако
она активно испоëüзует ноìер проöессора в систе-
ìе äëя указания на конкретные обрабатываеìые
äанные и на поряäок у÷астия проöессора в обìене.

С у÷етоì (2) преобразуеì выражение äëя вреìе-
ни сборки äанных:

T = TS]logSn[. (3)

Заäа÷а оптиìизаöии выбора S

T  min

не ìожет бытü реøена анаëити÷ески. Выбереì ëоãи-
÷ески экспериìентаëüный путü реøения этой заäа÷и.

Несëожные рассужäения навоäят на ìысëü, ÷то
оптиìаëüное зна÷ение S равно ëибо äвуì, ëибо треì.
Действитеëüно, выбор ëþбоãо öеëоãо основания
ëоãарифìа в выражении (3), превыøаþщеãо три,
привоäит к появëениþ возìожностей распараëëе-
ëивания обìена внутри кëастера, и вновü обнару-
живается öеëесообразностü кëастеризаöии по 2 иëи
по 3. Веäü ëþбое öеëое, боëüøее трех, ìожет бытü
преäставëено коìпозиöией "äвойки" и "тройки".
Тоãäа попарно иëи по трое проöессоры ìоãут всту-
патü в обìен независиìо, и все äерево обìена об-
ретает сëожнуþ структуру, резко усëожняþщуþ
SPMD-проãраììу.

2. Двухпроцессорные элементарные кластеры

Рассìотриì приìер сборки резуëüтатов вы÷ис-
ëений при реøении тестовой заäа÷и реøения сис-
теìы ëинейных уравнений ìетоäоì Краìера (рис. 1).
Этот тест иссëеäоваëся в работах [2, 3]. Пустü раз-
ìерностü заäа÷и N = 11. Дëя искëþ÷ения ãроìозä-
кости преäпоëожиì, ÷то по SPMD-техноëоãии оäин
проöессор нахоäит оäин коренü, т. е. п = 11.

Стреëки на рисунке соответствуþт направëениþ
переäа÷и всех уже иìеþщихся на проöессоре кор-
ней äëя их накопëения, т. е. их объеäинения с кор-
няìи проöессора-аäресата.

Чисëо ярусов сборки k = ]log211[ = 4. Кажäый
ярус на рис. 1 отображает кëастерный список —
список проöессоров, ìежäу которыìи форìирует-
ся обìен на äанноì уровне, т. е. образуется оäин
кëастер. "Нуëевой" проöессор явëяется ãоëовныì.
Показано накопëение корней.

Пустü tобì — вреìя еäини÷ноãо обìена в сети,
отражаþщее все необхоäиìые операöии соãëасно
протокоëу, ìарøрутизаöии и пр. Это вреìя требу-
ется äëя объеäинения äанных внутри кëастера, т. е.
TS = 2 = tобì. Тоãäа поëное вреìя Т сборки äанных
на ãоëовноì проöессоре

T = ]log211[ tобì = 4tобì.

Преäставиì аëãоритì, явëяþщийся основой ìо-
äуëя сборки резуëüтатов SPMD-проãраììы. Преä-
поëаãаеì, ÷то кажäый i-й проöессор (i = 0, ..., n – 1)
иìеет и изìеняет по ярусаì обìена список (кëас-
терный список) тех проöессоров, на основе кото-
рых составëяþтся äвухпроöессорные кëастеры и
провоäится обìен внутри кëастера, котороìу он
принаäëежит. Есëи i-й проöессор не принаäëежит
кëастеру (еìу нет "пары"), обìен на текущеì ярусе
буäет иì пропущен.

Алгоритм 1

1. Проверка: заниìает ëи ноìер i проöессора
не÷етнуþ позиöиþ в кëастерноì списке? Есëи äа,
выпоëняется øаã 2; есëи нет — øаã 4.

2. Позиöия справа от иссëеäуеìой занята ка-
киì-ëибо ноìероì j äруãоãо проöессора? Есëи äа,
выпоëняется сëеäуþщий øаã, есëи нет — Выход.

3. Орãанизуется обìен: "проöессор i → проöес-
сор j", Выход.

→
S

Рис. 1. Сборка результатов при двухпроцессорной кластеризации
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4. Проöессор i настраивается на ожиäание при-
хоäа äанных от проöессора, заниìаþщеãо не÷етнуþ
позиöиþ сëева.

5. Корректируется кëастерный список i-ãо про-
öессора искëþ÷ениеì всех проöессоров, äëя кото-
рых существоваë ранее "правый" проöессор, т. е.
которыì они на äанноì ярусе переäаëи свои ре-
зуëüтаты. Так проöессор i ãотовится к у÷астиþ в
сëеäуþщеì ярусе обìена. Есëи этот список выро-
äиëся в еäинственнуþ позиöиþ, сборка проøëа ус-
пеøно, форìируется Выход. В противноì сëу÷ае —
перехоä к выпоëнениþ øаãа 1.

3. Трехпроцессорные элементарные кластеры

Объеäинение в оäноì кëастере трех проöессо-
ров основано на соãëаøении о тоì, ÷то резуëüтаты
с÷ета собираþтся и переäаþтся ëиäеру посëеäова-
теëüно äвуìя äруãиìи проöессораìи, как показано
на рис. 2.

Проöессор-ëиäер становится вëаäеëüöеì резуëü-
татов всех трех проöессоров.

Данная схеìа обìена рассìотрена в работах [2, 3]
и äействитеëüно соответствует заäа÷е коììивояжера
(без возвращения в исхоäный пункт) в эëеìентар-
ной постановке.

Оäнако правоìо÷но стреìëение к äруãой, па-
раëëеëüной, схеìе накопëения резуëüтатов вы÷ис-
ëений на ëиäере, при которой хотя бы поäãотови-
теëüные работы по обìену, вкëþ÷ая ìарøрутиза-
öиþ, выпоëняþтся параëëеëüно (рис. 3). Эта схеìа
преäставëяется äвои÷ныì äеревоì и соответствует
распараëëеëиваниþ операöии "вектор — скаëяр"
ìетоäоì "пираìиäы" [5].

По этой схеìе проöессоры-неëиäеры пытаþтся
оäновреìенно связатüся с ëиäероì. Коне÷но же,
приеì резуëüтатов иì буäет выпоëнен посëеäова-
теëüно. Теì не ìенее за с÷ет орäинарности äейст-
вий соответствуþщий ìоäуëü обìена SPMD-про-
ãраììы ìожет бытü упрощен. Хотя и в тоì, и в äру-
ãоì сëу÷ае сëеäует "÷естно" поëожитü TS = 3 = 2tобì.

Необхоäиìо отìетитü важностü испоëüзования
коììутаторов с о÷ереäяìи [4], способных сохра-
нятü каäры в буфере на то вреìя, пока освобоäится
канаë связи с нужныì проöессороì.

Заäаäиìся öеëüþ не вовëекатü привиëеãирован-
ный "нуëевой" проöессор в проìежуто÷ные обìе-
ны. Позвоëиì еìу у÷аствоватü тоëüко в еäинствен-
ной, окон÷атеëüной сборке резуëüтатов. Тоãäа äëя
той же тестовой заäа÷и реøения систеìы ëинейных
уравнений ìетоäоì Краìера и äëя п = 12 äвои÷ное
äерево сборки корней на "нуëевоì" ãоëовноì про-
öессоре с приìенениеì трехпроöессорных кëасте-
ров буäет иìетü виä, преäставëенный на рис. 4.
Зäесü кажäый ярус отображает и соответствуþщий
аäресный список.

На первоì уровне накопитеëüноãо обìена с
у÷етоì тоãо, ÷то кëастеры составëяþтся из проöес-
соров с посëеäоватеëüныìи ноìераìи, поëу÷аеì

кëастерный список 3, 6, 9, 10, 11. Два посëеäних
ноìера соответствуþт проöессораì, которыì не
хватиëо третüеãо äëя форìирования кëастера. На
основе поëу÷енноãо списка форìируется еäинст-
венный кëастер, внутри котороãо выпоëняется на-
копитеëüный обìен.

Посëе выпоëнения этоãо обìена кëастерный
список иìеет виä: 9, 10, 11. На еãо основе форìиру-
ется кëастер. Даëее все резуëüтаты с проöессора 11
направëяþтся на ãоëовной проöессор, äопоëняя
найäенный иì коренü Х0.

Поскоëüку ãоëовной проöессор не у÷аствоваë в
проìежуто÷ноì обìене и потребоваë äопоëни-
теëüноãо обìена 11 → 0, то общее вреìя Т сборки
корней составиëо:

T = (2]log311[ + 1)tобì = 7tобì.

Рассìотриì анаëоãи÷ное äерево обìена (рис. 5)
äëя сëу÷ая равноправноãо непривиëеãированноãо
у÷астия ãоëовноãо проöессора.

Чисëо уровней сборки k = ]log312[ = 3. Оäнако
активное у÷астие ãоëовноãо проöессора обеспе÷иëо
ускорение переäа÷и, такое, ÷то тоëüко на äвух

Рис. 4. Сборка данных при трехпроцессорной кластеризации
без участия головного процессора

Рис. 3. "Параллельный" обмен в трехпроцессорном кластере

Рис. 2. Схема последовательного обмена в трехпроцессорном
кластере
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уровнях вреìя обìена Т3 = 2tобì. На третüеì уров-
не оно равно tобì. Такиì образоì,

T = (2]log312[ – 1)tобì = 5tобì.

Простые и реãуëярные äействия, äеìонстрируе-
ìые выøе, позвоëяþт составитü несëожный аëãо-
ритì, явëяþщийся основой ìоäуëя сборки резуëü-
татов в составе SPMD-проãраììы с у÷астиеì ãо-
ëовноãо проöессора.

Преäпоëаãается, ÷то кажäый i-й проöессор,
i = 0, ..., n – 1, посëе выпоëнения о÷ереäноãо яруса
обìена распоëаãает и изìеняет (тоëüко äëя собст-
венноãо приìенения) кëастерный список — спи-
сок тех проöессоров, на основе которых составëя-
þтся кëастеры и провоäится обìен внутри них.

Алгоритм 2

1. Проверка: заниìает ëи ноìер i в кëастерноì
списке позиöиþ P, кратнуþ треì, Pmod 3 = 0? Есëи
äа, выпоëняется сëеäуþщий øаã. При отриöатеëü-
ноì резуëüтате анаëиза — перехоä к выпоëнениþ
øаãа 5.

2. Орãанизуется ожиäание прихоäа äанных от
проöессоров, заниìаþщих позиöии P – 2 и P – 1.

3. Корректируется кëастерный список i-ãо про-
öессора искëþ÷ениеì тех пар проöессоров, äëя ко-
торых в этоì списке естü третий, т. е. проöессор,
заниìаþщий позиöиþ с ноìероì P, такиì, ÷то
Pmod 3 = 0. Так проöессор i ãотовится к сëеäуþщеìу
ярусу обìена.

4. Проверка: выроäиëся ëи список в äва эëеìен-
та, соответствуþщих позиöияì проöессоров i и 0?
Есëи äа, орãанизуется обìен i → 0. Выход.

5. Есëи Pmod 3 = 1, проверяется, естü ëи в кëас-
терноì списке позиöия с ноìероì P + 2? Есëи та-
кая позиöия занята ноìероì j проöессора, орãани-
зуется обìен i → j. Выход.

6. Есëи Pmod 3 = 2, проверяется, естü ëи в кëас-
терноì списке позиöия с ноìероì P + 1? Есëи та-
кая позиöия занята ноìероì l проöессора, орãани-
зуется обìен i → l. Выход.

Заключение

На рассìотренных ìаëенüких приìерах äвух-
проöессорные кëастеры, требуþщие еäинственноãо
обìена внутри себя, показываþт ëу÷øие резуëüтаты
по сравнениþ с трехпроöессорныìи кëастераìи,
требуþщиìи äвойноãо посëеäоватеëüноãо обìена.

Оäнако не сëеäует забыватü, ÷то с ростоì ÷исëа п
проöессоров ]log2n[ растет быстрее, ÷еì ]log3n[. Сëе-
äоватеëüно, при боëüøих зна÷ениях п äаже äвой-
ной обìен внутри кëастера ìожет оказатüся выãоä-
нее, так как он коìпенсируется ìенüøиì ÷исëоì
ярусов поëной сборки äанных.

В то же вреìя оäновреìенный ìножественный
обìен по оäноìу аäресу äоëжен соверøенство-
ватüся на основе буферизаöии коììутаторов так,
÷тобы тоëüко саìая заверøаþщая и быстрая ÷астü
еãо выпоëняëасü посëеäоватеëüно. Это посëужиëо бы
öеëесообразности приìенения не тоëüко трехпро-
öессорных кëастеров, но и кëастеров, объеäиняþ-
щих боëüøее ÷исëо проöессоров.

В öеëоì необхоäиìо признатü, ÷то в сетевых
техноëоãиях пробëеìа ìножественноãо обìена пока
реøена неäостато÷но. Проработана быстрая øиро-
ковещатеëüная и ìножественная переäа÷а по всеì
иëи ìноãиì аäресаì. Сборка äанных, коãäа ìноãие
абоненты переäаþт оäноìу аäресату, практи÷ески
не поääержана ни аëãоритìи÷ески, ни аппаратно.
Но иìенно ее быстроäействие обусëовëено øироко
распространенной схеìой вы÷исëений по SPMD-
техноëоãии уже сеãоäня. Теì боëее äанное направ-
ëение иссëеäований важно äëя орãанизаöии эф-
фективных Grid-вы÷исëений.
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Введение

Реãрессионной ìоäеëüþ называется параìетри-
÷еское сеìейство функöий, а кажäая из порожäае-
ìых ìоäеëей явëяется суперпозиöией функöий из
экспертно-заäанноãо ìножества. Эти функöии назы-
ваþтся порожäаþщиìи. Моäеëü заäана суперпози-
öией порожäаþщих функöий. В работе иссëеäуþтся
ìетоäы порожäения ìоäеëей разëи÷ных кëассов.

Испоëüзование неëинейной реãрессии äëя ре-
øения прикëаäных заäа÷ øироко преäставëено в
работах Дж. Себера [1, 2]. В них описываþтся по-
строение и оöенка параìетров неëинейных ìоäе-
ëей. Дëя оöенки ìоäеëей испоëüзуется аëãоритì
Левенберãа—Маркваäта [3].

Дëя инäуктивноãо порожäения ìоäеëей в работах
Дж. Козы [4] и Н. Зеëинки [5], связанных с ãене-
ти÷ескиì проãраììированиеì, испоëüзуется сиì-
воëüная реãрессия — ìетоä построения реãрессион-
ных ìоäеëей путеì перебора разëи÷ных произвоëü-
ных суперпозиöий функöий из заäанноãо набора.

Инäуктивное порожäение ìоäеëей рассìатривает-
ся в приëожении к заäа÷е опреäеëения оптиìаëü-
ной форìы антенны [6]. При этоì авторы ставят
ряä нереøенных вопросов: появëение ìоäеëей с
ненастраиваеìыìи параìетраìи, äеëение на ноëü,
возникновение коìпëексных арãуìентов. Частü этих
пробëеì разреøиìа с поìощüþ аëãоритìа, преä-
ëоженноãо в äанной статüе. В работах В. В. Стри-
жова [7, 8] иäеи инäуктивноãо порожäения реãрес-
сионных ìоäеëей нахоäят свое развитие в приìе-
нении ìетоäов байесовскоãо вывоäа к проöессу
порожäения и оöенки параìетров ìоäеëей.

В äанной работе развитие иäей инäуктивноãо
порожäения ìоäеëей закëþ÷ается в созäании про-
öеäуры порожäения ìоäеëей выøеназванных кëас-
сов с поìощüþ еäинообразноãо поäхоäа к их записи
и порожäениþ. В работе ставится заäа÷а поиска
ìоäеëи и набора параìетров, ìиниìизируþщих
суììу кваäратов невязок, äоставëяеìых построен-
ной ìоäеëüþ на тестовой выборке. Дëя выбора оп-
тиìаëüной ìоäеëи, принаäëежащей к опреäеëен-
ноìу кëассу, необхоäиìо осуществëятü ее поиск
среäи всеãо ìножества ìоäеëей, принаäëежащих к
äанноìу кëассу. В связи с этиì требуется показатü
возìожностü построения всех ìоäеëей этоãо кëасса.

Дëя неäопущения эффекта переобу÷енности
сëожностü ìоäеëей äоëжна оãрани÷иватüся. Сëож-
ностü ìоäеëей в раìках äанной работы оöенивается
по ìетоäу, преäëоженноìу К. Вëаäисëавëевой [9].
Дëя ìоäеëи, преäставëенной в виäе äерева, ее
сëожностü опреäеëяется ÷исëоì эëеìентов во всех
поääеревüях äанноãо äерева.

В ка÷естве иëëþстраöии преäëоженноãо поäхоäа
рассìатривается заäа÷а поиска форìуëы поверх-
ности воëатиëüности [10] биржевых опöионов. Дан-
ная заäа÷а явëяется актуаëüной, так как позвоëяет
уто÷нитü оöенку опöионов äаëüних öен и вреìен
испоëнения. Поäобные опöионы явëяþтся оäниì
из основных инструìентов страхования биржевых
рисков äëя институöионаëüных инвесторов, а их
справеäëивая оöенка необхоäиìа äëя обеспе÷ения
ìиниìаëüной разниöы ìежäу спросоì и преäëо-
жениеì на рынке öенных буìаã.

1. Задача многомерной нелинейной регрессии

Заäана выборка — ìножество пар D = {(x
n
, y

n
) ,

в котороì x ∈ RP — свобоäная переìенная и y ∈ R1 —
зависиìая переìенная. Строится отображение
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 1 Работа поääержана РФФИ, проект 10-07-00422.
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ϕ(x, w) → R1. Требуется опреäеëитü ìоäеëü f — ото-
бражение из äекартова произвеäения ìножества
свобоäных переìенных x ∈ Rn и ìножества пара-
ìетров w ∈ Rm в R1. Дëя ìоäеëи опреäеëяется на-
бор параìетров w0, äоставëяþщих ìиниìуì функ-
öии кваäрати÷ной оøибки:

S(w | D, f ) = (f (xn, w) – yn)
2.

Выражение S(w | D, f ) озна÷ает зна÷ение S, со-
ответствуþщее ìиниìизируþщеìу эту оøибку на-
бору параìетров w при заäанной выборке D и ìо-
äеëи f. Такая ìоäеëü буäет называтüся оптиìаëü-
ной при усëовии, ÷то ее сëожностü S(f ) не превы-
øает заäанной. Сëожностü опреäеëяется как ÷исëо
эëеìентов во всех поääеревüях, которые ìожно
выäеëитü из äерева, преäставëяþщеãо ìоäеëü.

Заäано ìножество G порожäаþщих функöий
g(w, x). Дëя кажäоãо эëеìента äанноãо ìножества
gi опреäеëены обëасти арãуìентов w ∈ Rm, x ∈ Rn

и зна÷ений, при этоì обëастü зна÷ений принаäëе-
жит R1. В ìножество порожäаþщих функöий обя-
затеëüно вхоäит не иìеþщая арãуìентов функöия
id(x), зна÷ение которой тожäественно зна÷ениþ
свобоäной переìенной. Порожäается ìножество
ìоäеëей f ∈ F — äопустиìых суперпозиöий, со-
стоящих из функöий gi ∈ G. Требуется выбратü ìо-
äеëü, äоставëяþщуþ ìиниìуì S(f | w*, D) при ус-
ëовии, накëаäываеìоì на сëожностü C(f ) < C*.

Дëя описания проöеäуры порожäения ìоäеëей
необхоäиì язык описания ìоäеëей, ëеãко интер-
претируеìый как поëüзоватеëеì — экспертоì в
преäìетной обëасти, так и проãраììной систеìой.
Кажäой ìоäеëи поставиì в соответствие направ-
ëенный ãраф — äерево Γ = 〈V, E〉. Кажäой верøине
vi ∈ V соответствует порожäаþщая функöия gi.
Чисëо ветвей ei ∈ E, выхоäящих из кажäой верøи-
ны vi, буäет равно ÷исëу арãуìентов порожäаþщей
функöии gi, соответствуþщей äанной верøине.
Листüяìи äерева Γ явëяþтся порожäаþщие функ-
öии, не иìеþщие арãуìентов, — константы id(C) и
свобоäные переìенные id(x).

2. Конструктивное порождение суперпозиций

Рассìотриì построение всех äопустиìых ìоäе-
ëей äëя разëи÷ных кëассов, а также заäание оãра-
ни÷ений на ãраф, преäставëяþщий ìоäеëü, так ÷то
ëþбой ãраф описанной струтуры буäет описыватü
ìоäеëü, принаäëежащуþ к заäанноìу кëассу.

Линейные модели. Терìин "ëинейная ìоäеëü" в
контексте äанной работы озна÷ает ìоäеëü f (w, x),
явëяþщуþся суììой вхоäных переìенных с на-
страиваеìыìи коэффиöиентаìи — параìетраìи
w = [c0, c1, ..., cn]:

f (w, x) = wTx = cixi + c0. (1)

Дëя порожäения ìножества ëинейных ìоäеëей
требуþтся äве порожäаþщие функöии: функöия
уìножения на константу (c) и функöия сëожения
(+). Также к ìножеству порожäаþщих функöий
äобавëяþтся функöии арãуìента (id(xi)) и константы
(id(C)): G = {+, c, id(xi), id(C)}. Ввоäятся сëеäуþщие
правиëа порожäения.

1. В сëу÷ае есëи верøине vi äерева Γ соответст-
вует порожäаþщая функöия +, роäитеëüской вер-
øине ìожет соответствоватü тоëüко +.

2. В сëу÷ае есëи верøине vi соответствует по-
рожäаþщая функöия c, роäитеëüской верøине äоëж-
на соответствоватü порожäаþщая функöия +.

3. В сëу÷ае есëи верøине соответствует порож-
äаþщая функöия C, роäитеëüской верøине äоëж-
на соответствоватü порожäаþщая функöия +.

Алгоритм 1. Моäеëи порожäаþтся рекурсивно
(в кажäуþ заново созäаваеìуþ верøину vi поäстав-
ëяþтся все возìожные äëя нее порожäаþщие
функöии gj ∈ G), при этоì порожäение иäет от вер-
øины äерева v0, и кажäый сëеäуþщий эëеìент gj + 1
выбирается с у÷етоì привеäенных выøе правиë.
Еãо реаëизаöия в псевäокоäе показана на рис. 1.

Теорема 1. Лþбая ëинейная ìоäеëü виäа (1) по-
рожäается при испоëüзовании äанных правиë по-
рожäения ìоäеëей. Лþбая порожäенная аëãорит-
ìоì 1 ìоäеëü буäет ëинейной.

Доказательство. Линейная ìоäеëü иìеет виä

y = cixi + c0. Данная записü ìожет бытü преä-

ставëена в поëüской нотаöии:

y = +Ѕc1x1 + Ѕc2x2... + Ѕcnxnc0.

При заìене Ѕci на ci записü приниìает виä:

y = +c1x1 + c2x2... + cnxnc0.

Данная заìена эквиваëентна опусканиþ знака
уìножения в траäиöионной записи форìуë.

Нотаöиþ справа от знака равенства ìожно рас-
сìатриватü как записü äерева при прохоäе в ãëуби-
ну. Построенное такиì образоì äерево буäет уäов-
ëетворятü всеì усëовияì, наëоженныì выøе, по
построениþ.

Докажеì, ÷то ëþбое äерево, уäовëетворяþщее
изëоженныì выøе усëовияì, буäет заäаватü ëиней-
нуþ ìоäеëü. Структура äанноãо äерева такова, ÷то
роäитеëüская верøина äëя верøин с порожäаþщей

n 1=

N

∑

 
i

n

∑ Рис. 1. Процедура порождения всех допустимых деревьев за-
данного класса
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функöией xi иëи C ìожет бытü иëи функöией +,
иëи ci (правиëо 3). Наä порожäаþщей функöией ci
ìожет распоëаãатüся тоëüко порожäаþщая функ-
öия + (правиëа 1,2). Наä порожäаþщей функöией +
распоëаãаþтся тоëüко функöиии + (правиëо 1),
поэтоìу ìожно заìенитü все порожäаþщие функ-
öиии + суììой n эëеìентов. В этой суììе буäут
эëеìенты типа ci* xj, xj иëи C. Такиì образоì, со-
брав эëеìенты по свобоäныì переìенныì, поëу-
÷иì суììу свобоäных переìенных с коэффиöиен-
таìи, которые состоят из суìì настраиваеìых пе-
реìенных. Это возìожно потоìу, ÷то ëþбая по-
рожäаþщая функöиия ci при объеäинении попаäет
тоëüко внутрü оäной скобки, так как у порожäаþ-
щей функöии ci ìожет бытü тоëüко оäин потоìок.
Данная структура поëностüþ соответствует описа-
ниþ ëинейной ìоäеëи.

Обобщенно-линейные модели. Кëасс обобщен-
но-ëинейных ìоäеëей расøиряет кëасс ëинейных
ìоäеëей вкëþ÷ениеì функöий связи:

f (w, x) = ciμi(xi) + c0. (2)

Дëя порожäения ìножества обобщенно-ëиней-
ных ìоäеëей требуþтся äве порожäаþщие функ-
öии кëасса ëинейных ìоäеëей (c, +), функöии свя-
зи μi и порожäаþщая функöиия арãуìента (id(xi)).
Накëаäываþтся сëеäуþщие правиëа порожäения.

1. В сëу÷ае есëи верøине vi соответствует по-
рожäаþщая функöия +, роäитеëüской верøине vj
ìожет соответствоватü тоëüко +.

2. В сëу÷ае есëи верøине vi соответствует по-
рожäаþщая функöия c, роäитеëüской верøине vj
äоëжна соответствоватü порожäаþщая функöия +.

3. В сëу÷ае есëи верøине vi соответствует порож-
äаþщая функöия связи, роäитеëüской верøине vj
äоëжна соответствоватü порожäаþщая функöия c.

4. В сëу÷ае есëи верøине vi соответствует по-
рожäаþщая функöия C, роäитеëüской верøине vj
äоëжна соответствоватü порожäаþщая функöия +.

Моäеëи порожäаþтся рекурсивно (в кажäуþ за-
ново созäаваеìуþ верøину vi поäставëяþтся все
возìожные äëя нее порожäаþщие функöии gj ∈ G),
при этоì порожäение иäет от верøины äерева v0,
и кажäый сëеäуþщий эëеìент gj + 1 выбирается с
у÷етоì привеäенных выøе правиë. Аëãоритì по-
строения ìоäеëей анаëоãи÷ен аëãоритìу 1.

Теорема 2. Лþбая обобщенно-ëинейная ìоäеëü
(2) ìожет бытü порожäена при испоëüзовании äан-
ных правиë порожäения ìоäеëей.

Доказательство. Доказатеëüство теореìы 2 ана-
ëоãи÷но äоказатеëüству теореìы 1. Обобщенно-ëи-

нейная ìоäеëü иìеет виä y = ciμi(xi) + c0. Данная

записü ìожет бытü преäставëена в поëüской нотаöии:

f (w, x) = +×c1μ1(x1) +×c2μ2(x2)... +×cnμn(xn)c0.

При переобозна÷ении Ѕci на ci записü приниìа-
ет виä:

f (w, x) = +c1μ1(x1) + c2μ2(x2)... + cnμn(xn)c0.

Нотаöиþ справа от знака равенства ìожно рас-
сìатриватü как записü äерева при прохоäе в ãëуби-
ну (при этоì сëеäует рассìатриватü μi(xi) как пару
верøин). Построенное такиì образоì äерево буäет
уäовëетворятü всеì усëовияì, наëоженныì выøе,
по построениþ.

Радиальные базисные функции. Кëасс ìоäеëей,
построенных на раäиаëüно-базисных функöиях,

f (x) = wт
j  = wi r (xi), (3)

явëяется поäкëассоì кëасса нейронных сетей. Оä-
нако в сиëу еãо простоãо устройства он также явëя-
ется поäкëассоì кëасса обобщенно-ëинейных ìоäе-
ëей, в связи с ÷еì äоказатеëüства возìожности по-
строения всех ìоäеëей äанноãо кëасса не требуется.

Дëя порожäения ìножества ìоäеëей, построен-
ных на раäиаëüно-базисных функöиях, требуþтся
äве порожäаþщие функöии: функöия суììы (+) и
раäиаëüно базисные функöии (ri). Также, анаëоãи÷-
но кëассу ëинейных ìоäеëей, к ìножеству порож-
äаþщих функöий äобавëяþтся функöии арãуìента
(xi) и константы (C). Накëаäываþтся сëеäуþщие
правиëа порожäения.

1. Верøине äерева v0 ставится в соответствие
порожäаþщая функöия +.

2. В сëу÷ае есëи верøине vi соответствует по-
рожäаþщая функöия +, роäитеëüской верøине vj
ìожет соответствоватü тоëüко +.

3. В сëу÷ае есëи верøине vi соответствует по-
рожäаþщая функöия раäиаëüной базисной функ-
öии ri, роäитеëüской верøине vj äоëжна соответст-
воватü порожäаþщая функöия +.

Моäеëи порожäаþтся рекурсивно (в кажäуþ за-
ново созäаваеìуþ верøину vi поäставëяþтся все
возìожные äëя нее порожäаþщие функöии gj ∈ G),
при этоì порожäение иäет от верøины äерева v0,
и кажäый сëеäуþщий эëеìент gj + 1 выбирается с
у÷етоì привеäенных выøе правиë. Аëãоритì по-
строения ìоäеëей анаëоãи÷ен аëãоритìу 1.

Теорема 3. Лþбая ìоäеëü, построенная на раäи-
аëüно базисных-функöиях (3), ìожет бытü порож-
äена при испоëüзовании äанных правиë порожäе-
ния ìоäеëей.

Доказатеëüство теореìы 3 поëностüþ анаëоãи÷-
но äоказатеëüству теореìы 2.

Нейронные сети. Основное отëи÷ие обобщеных
нейронных сетей от кëасса раäиаëüных базисных
функöий состоит в существовании в нейронных
сетях общеãо виäа скрытых сëоев нейронов. Фор-
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ìуëа нейронной сети ìожет бытü записана сëеäуþ-
щиì образоì:

(4)

Данная ìоäеëü не ìожет бытü преäставëена äе-
ревоì, так как у оäноãо эëеìента Aj ìожет бытü не-
скоëüко роäитеëей. Оäнако эта пробëеìа ìожет
бытü обойäена с поìощüþ äобавëения правиëа по-
строения, соãëасно котороìу всеì верøинаì, со-
ответствуþщиì оäноìу Aj, буäут присвоены оäни и
те же веса.

Моäеëи порожäаþтся рекурсивно (в кажäуþ за-
ново созäаваеìуþ верøину vi поäставëяþтся все
возìожные äëя нее порожäаþщие функöии gj ∈ G),
при этоì порожäение иäет от верøины äерева v0,
и кажäый сëеäуþщий эëеìент gj + 1 выбирается с
у÷етоì привеäенных выøе правиë. Аëãоритì по-
строения ìоäеëей анаëоãи÷ен аëãоритìу 1, оäнако
äобавëяется нестанäартное правиëо, ÷то поääе-
ревüя, явëяþщиеся потоìкаìи разëи÷ных S-вер-
øин, поëностüþ иäенти÷ны.

Теорема 4. Лþбая ìоäеëü, построенная на раäи-
аëüно базисных-функöиях (3), ìожет бытü порож-
äена при испоëüзовании äанных правиë порожäе-
ния ìоäеëей.

Доказатеëüство теореìы 4 анаëоãи÷но äоказа-
теëüству теореìы 2.

Существенно-нелинейные модели. Кëасс суще-
ственно-неëинейных ìоäеëей строится как ìноже-
ство ìоäеëей, которые ìоãут бытü записаны фор-
ìуëой, состоящей из заранее известных эëеìентов.
Данные эëеìенты сëеäует отнести к ìножеству по-
рожäаþщих функöий и переписатü форìуëу в пре-
фиксноì виäе. Такиì образоì, оказывается, ÷то
ëþбая существенно-неëинейная ìоäеëü ìожет
бытü построена в виäе äерева и ÷то ëþбое äерево
описывает существенно-неëинейнуþ ìоäеëü.

Множество всех существенно-неëинейных ìо-
äеëей, явëяþщихся суперпозиöияìи некотороãо
набора порожäаþщих функöий G, ìожет бытü по-
строено с поìощüþ аëãоритìа 1, при этоì ìноже-
ство правиë буäет пустыì.

3. Задача восстановления 
поверхности волатильности

Дëя иëëþстраöии аëãоритìа порожäения ìоäеëей
рассìатривается заäа÷а восстановëения реãрессии
поверхности воëатиëüности. Дëя реøения заäа÷и
порожäаëисü ëинейные, обобщенно-ëинейные,
существенно-неëинейные ìоäеëи, нейронные сети.
Сëожностü ìоäеëей оãрани÷иваëасü ÷исëоì 80. По-
ëу÷енные ìоäеëи при этоì сравниваëисü с созäан-

ныìи ранее [19] äëя реøения схожей заäа÷и. Дëя
уëу÷øения работы аëãоритìа äëя кажäоãо кëасса
ìоäеëей испоëüзоваëисü сëеäуþщие спеöификаöии.

1. Дëя кëасса ëинейных ìоäеëей быëо запрещено
испоëüзование в ка÷естве эëеìента суперпозиöии
оäной вхоäной переìенной боëее оäноãо раза äëя
поëу÷ения корректной оöенки параìетров ìоäеëей.

2. Дëя нейронных сетей коëи÷ество S-верøин
быëо оãрани÷ено ÷исëоì 10, испоëüзоваëасü на-
стройка нейронной сети с поìощüþ ìетоäа обрат-
ноãо распространения оøибки.

3. Дëя обобщенно-ëинейных ìоäеëей испоëüзо-

ваëисü поëиноìиаëüные функöии, функöии , ,

ex и lnx как наибоëее ÷асто встре÷аþщиеся в рабо-
тах, посвященных финансовой ìатеìатике.

4. Тот же набор функöий испоëüзоваëся äëя су-
щественно неëинейных ìоäеëей, при этоì äëя упро-
щения аëãоритìа поиска ìоäеëü иìеëа виä суììы
произвеäения äвух äруãих ìоäеëей и константы.

Порожäаеìые ìоäеëи настраиваëисü с поìощüþ
аëãоритìа Левенберãа—Маркваäта, посëе ÷еãо äëя
кажäоãо кëасса ìоäеëей быëа выбрана ìоäеëü с
наиëу÷øиì зна÷ениеì MSE — среäней кваäрати÷-
ной оøибки.

Поверхность волатильности. Чтобы äатü опреäе-
ëение поäразуìеваеìой воëатиëüности, сна÷аëа не-
обхоäиìо привести описание некоторых терìинов
из обëасти финансовой ìатеìатики. Опöионоì ев-
ропейскоãо типа называется произвоäная öенная
буìаãа (контракт), äаþщая ее обëаäатеëþ право ку-
питü иëи проäатü актив по указанной в опöионе
öене (öене испоëнения опöиона) в указанное в оп-
öионе вреìя (ìоìент испоëнения опöиона). Оп-
öион, äаþщий право купитü активы, называется
опöионоì коëë. Опöион, äаþщий право проäатü
активы, называется опöионоì пут. Такиì образоì,
выиãрыø вëаäеëüöа европейскоãо опöиона равен

d = max(P(T ) – K; 0)

ãäе T — ìоìент испоëнения опöиона; P(T ) — öена
базовоãо актива; K — öена испоëнения опöиона.

Саìи опöионы, буäу÷и öенныìи буìаãаìи,
также явëяþтся объектаìи торãовëи. Соãëасно из-
вестной форìуëе Бëэка—Шоуëза [12], текущая
справеäëивая öена c = c(S) европейскоãо опöиона
коëë в ìоìент вреìени t0 иìеет виä

c = P(t0)Φ(d1(σ)) – K exp(–r (T – t0)Φ(d2(σ)),

d1(σ) = ;

d2(σ) = d1(σ) – σ ,

ãäе Φ(•) станäартная норìаëüная функöия распре-
äеëения; r — безрисковая ставка äохоäности; σ —
воëатиëüностü, т. е. станäартное откëонение öены
базовоãо актива за каëенäарный ãоä.

f (w, x) = n u(Si(x, w)),

ãäе Si(x, w) = wju(Aj(x, w));

Aj(x, w) = xTw.
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Поäразуìеваеìой воëатиëüностüþ σimplied при-
нято называтü такое зна÷ение воëатиëüности исхоä-
ных активов, при котороì теорети÷ески справеäëи-
вая öена c = c(S) европейскоãо опöиона, вы÷исëен-
ная по форìуëе Бëэка—Шоуëза, совпаäает с еãо
рыно÷ной öеной cm. Друãиìи сëоваìи, σimplied —
это реøение уравнения Бëэка—Шоуëза относи-
теëüно σ [12].

В связи с понятиеì неявной воëатиëüности не-
обхоäиìо упоìянутü äва терìина: уëыбка воëатиëü-
ности и поверхностü воëатиëüности. Уëыбка воëа-
тиëüности поëу÷ается при построении ãрафика не-
явной воëатиëüности как функöии относитеëüной
öены испоëнения M = P/K при фиксированноì
вреìени испоëнения опöиона T. При этоì функ-
öия σimplied = σimplied(M, T) оказывается выпукëой
вниз, а ее ãрафик напоìинает уëыбку.

Поверхностü воëатиëüности поëу÷ается при по-
строении ãрафика функöии σimplied = σimplied(M, T )
как функöии äвух переìенных M и T.

В äанной работе рассìатривается прикëаäная
заäа÷а восстановëения зависиìости зна÷ения
σimplied от зна÷ений S/K, T. Дëя этоãо провоäится
построение ìоäеëей разëи÷ных кëассов и отбор
среäи äанных ìоäеëей ëу÷øих по критерияì среä-
ней кваäрати÷ной оøибки (MSE), коэффиöиента
äетерìинаöии и инфорìаöионноãо критерия Акаике
(AIC). Поëу÷енная ìоäеëü сравнивается с рассìот-
ренныìи ранее [19].

4. Вычислительный эксперимент

Дëя анаëиза выбраны äанные торãов опöионаìи
коëë на Brent Crude Oil — опöионы Chicago Mercantile
Exchange на сыруþ нефтü ìарки Brent. Факти÷ески
испоëüзованы все ëиквиäные по состояниþ на
11 ноября 2011 ãоäа опöионы — с äатаìи испоëне-
ния от 15 ноября 2011 ãоäа äо 15 äекабря 2018 ãоäа.
Реãрессионная выборка {(xn, yn)} = {(〈Mm, tn〉, σn)}
быëа построена на основе äанных систеìы
Bloomberg и äопоëнена с поìощüþ исхоäных äан-
ных — истори÷еских öен опöиона SK, t и базовоãо
инструìента Pt, ãäе K ∈ K, t ∈ T, сëеäуþщиì обра-
зоì. Дëя кажäоãо жеëаеìоãо зна÷ения M и t ∈ T
вы÷исëяется зна÷ение преäпоëаãаеìой воëатиëü-
ности как арãуìент ìиниìуìа

 = arg (CK, t – C(σ, Pt, B, K, t)),

по зна÷ениþ воëатиëüности. Зäесü справеäëивая
öена опöиона C вы÷исëена по форìуëе Бëэка—
Шоуëза. Вреìя t, выраженное в ãоäах äо ìоìента
испоëнения опöиона, расс÷итывается по форìуëе
t = τ/365, ãäе τ— ÷исëо äней, оставøихся äо ис-
поëнения опöиона. Дëя инäексаöии выборки заäана
биекöия (t, M) ¬ n. Безрисковая ставка äохоäности
B = 0,025, ÷то соответствует ставке äохоäности по
обëиãаöияì казна÷ейства США.

Результаты вычислительного эксперимента. Ре-
зуëüтаты вы÷исëитеëüноãо экспериìента и ãрафики,
отображаþщие наиëу÷øие ìоäеëи, преäставëены в
табëиöе. Из этой табëиöы ìожно виäетü, ÷то ëиней-
ная ìоäеëü выãëяäит неäостато÷но хороøо при-
бëижаþщей äанные (пëохие зна÷ения AIC, МSE)
и äает низкий коэффиöиент äетерìинаöии .
Сëеäует заìетитü, ÷то при боëее низкой среäней
кваäрати÷ной оøибке нейронная сетü по параìетру
AIC оказывается хуже обобщенно ëинейной ìоäе-
ëи. Наиëу÷øиì образоì показывает себя неëиней-
ная ìоäеëü. При этоì ÷исëо настраиваеìых пара-
ìетров в ней ìенüøе, ÷еì в обобщенно-ëинейной
ìоäеëи. Моäеëи, поëу÷енные в хоäе вы÷исëитеëü-
ноãо экспериìента, оказываþтся ëу÷øе ìоäеëей,
которые быëи преäëожены экспертаìи ранее [19], —
неëинейные ìоäеëи äаþт ëу÷øуþ оöенку воëатиëü-
ности при ìенüøеì ÷исëе параìетров, ÷еì поëино-
ìиаëüные ìоäеëи зна÷итеëüно боëüøей сëожности.

На ãрафиках, преäставëенных на рис. 2 (сì. вто-
руþ сторону обëожки), справа по ãоризонтаëüныì
осяì отëожены зна÷ения относитеëüной öены ис-
поëнения M и вреìени äо испоëнения опöиона t в
ãоäах. По вертикаëüныì осяì отëожены преäпоëа-
ãаеìые воëатиëüности σimplied, соответствуþщие
реаëüно торãуеìоìу опöиону с параìетраìи M и t.
Соответствие рисунков ìоäеëяì:
� рис. 2, а — ëинейная ìоäеëü: σimp = c1M + c2T + C;
� рис. 2, б — нейронная сетü (в виäе äерева изо-

бражена нейронная сетü ìенüøеãо разìера в ка-

÷естве приìера): σimp = Si(ΣjAj(M, T));

� рис. 2, в — обобщенно-ëинейная ìоäеëü:
σimp = c1M + c2M

2 + c3( )–1 + C;
� рис. 2, г — экспертная ìоäеëü:
σimp = c1M + c2M

2 + c3T + c4MT + C;
� рис. 2, д — существенно-неëинейная ìоäеëü:

σimp =  + C2.

На рис. 2, сëева, изображены äеревüя Γi, отобра-
жаþщие äанные ìоäеëи при преäставëении ìоäе-
ëей в виäе äеревüев.

σK t,
imp min

σ ∈ [0, 1.5]

Результаты вычислительного эксперимента

Кëасс ìо-
äеëей

Чисëо 
пара-

ìетров
C( f ) MSE

learn
MSE

test
, 

%
AIC

Линейная 3 19 46,98 51,53 63 192,09
Нейронная 
сетü

10 81 20,43 25,21 89 178,45

Обобщенно-
ëинейная

6 48 27,06 30,11 78 133,43

Неëинейная 4 50 11,28 13,76 90 69,27
Экспертная 
ìоäеëü

5 66 27,78 30,85 77 37,95

Radj
2

Radj
2

i 1=

10

∑

T( )

c1M c2M C1+ +

T
-------------------------------
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Заключение

В работе преäëожен аëãоритì описания и кон-
структивноãо порожäения реãрессионных ìоäеëей.
Описан способ преäставëения ìоäеëей в виäе су-
перпозиöий заäанных параìетри÷еских функöий и
способ порожäения всех ìоäеëей заäанных кëассов
с поìощüþ аëãоритìа. Дëя иëëþстраöии работы
аëãоритìа рассìотрена ìоäеëü зависиìости воëа-
тиëüности биржевоãо опöиона от öены испоëнения
и вреìени äо испоëнения. Моäеëи, поëу÷енные в
хоäе вы÷исëитеëüноãо экспериìента, оказываþтся
преäпо÷титеëüнее ìоäеëей, которые быëи преäëо-
жены экспертаìи ранее: неëинейные ìоäеëи äаþт
ëу÷øуþ оöенку воëатиëüности при ìенüøеì ÷исëе
настраиваеìых параìетров, ÷еì поëиноìиаëüные
ìоäеëи зна÷итеëüно боëüøей сëожности.
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Модели выбора оптимального 
инвестиционного портфеля 
с нечетко-множественными 

доходностями

Введение

В 1952 ã. Гарри Марковиö опубëиковаë своþ
пионерскуþ статüþ [1], которая посëужиëа тоë÷коì
äëя развития совреìенной портфеëüной теории.
Mean-variance-ìоäеëü Марковиöа явиëасü основой
äëя развития совреìенной теории портфеëüноãо ин-
вестирования в посëеäуþщие äесятиëетия. Оäнако
несìотря на своþ попуëярностü и ìатеìати÷ескуþ
обоснованностü, mean-variance-поäхоä стаë и преä-
ìетоì обøирной критики. Наприìер, äохоäности
активов необязатеëüно äоëжны бытü распреäеëены
"норìаëüно", распреäеëение äохоäности портфеëя
ìожет обëаäатü "тяжеëыìи хвостаìи" иëи бытü
асиììетри÷ныì. Кроìе ìатеìати÷ескоãо аппарата
критике также поäверãается теория "эффективноãо
рынка". Аëüтернативные поäхоäы позвоëяþт боëее
корректно у÷итыватü реаëüное поëожение вещей.
Наприìер, ìожно испоëüзоватü такие ìеры риска,
как Value-at-Risk (VaR), ожиäаеìая просаäка
(Drawdown-at-Risk), среäнее абсоëþтное откëоне-
ние (Mean Absolute Deviation), поëуäисперсия (Semi-
variance) и т. ä. [2].

В конöе проøëоãо века становится попуëярной
теория не÷етких ìножеств, основатеëяìи которой
явëяþтся Беëëìан и Заäе [3]. Все боëüøее ÷исëо
иссëеäоватеëей на÷инаþт приìенятü новуþ теориþ
к øирокоìу спектру заäа÷, в тоì ÷исëе и к заäа÷аì

Рассмотрена проблема выбора оптимального инвести-

ционного портфеля с нечетко-множественными входны-

ми параметрами. Подобный подход позволяет учитывать

широкий спектр экспертных оценок. Представлены две

модели выбора оптимального портфеля с нечетко-мно-

жественными входными параметрами, на базе которых

предложена новая модель, учитывающая несколько мер

риска. Приведены результаты численных экспериментов

по данным российского фондового рынка. В рамках иссле-

дования разработано программное обеспечение, в кото-

ром реализованы описанные в статье методы и модели.

Ключевые слова: оптимальный портфель, Value-at-Risk,

Drawdown-at-risk, нечеткие множества, программирование
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финансовоãо риск-ìенеäжìента. В сëу÷ае заäа÷и
выбора оптиìаëüноãо инвестиöионноãо портфеëя
теория не÷етких ìножеств позвоëяет у÷итыватü зна-
ния и опыт инвесторов. Впервые теориþ не÷етких
ìножеств к пробëеìе выбора оптиìаëüноãо порт-
феëя обëиãаöий приìениë Раìасваìи [4]. Анаëоãи÷-
ный поäхоä быë преäëожен Леоноì и äр. [5]. Остер-
ìаск [6] и Ватаäа [7] преäëожиëи свои ìоäеëи, ко-
торые основываëисü на ìетоäе принятия реøений
с испоëüзованиеì не÷етких ÷исеë. В этих ìоäеëях
риск и äохоäностü описываþтся с поìощüþ ëоãис-
ти÷еской функöии принаäëежности. Карëсон и äр.
[8] иссëеäоваëи ìоäеëü выбора оптиìаëüноãо порт-
феëя, в которой в ка÷естве вхоäных äанных ис-
поëüзоваëасü инфорìаöия о возìожноì распреäе-
ëении äохоäности активов.

Некоторые модели формирования 
оптимального портфеля

Рассìотриì некоторые ìоäеëи форìирования
оптиìаëüноãо портфеëя. Вопрос о выборе ìеры
риска явëяется кëþ÷евыì при построении инвести-
öионноãо портфеëя. Оäниì из неäостатков стан-
äартной ìеры риска — среäнеãо кваäрати÷ескоãо
откëонения (СКО) — явëяется то, ÷то эта ìера от-
ражает изìенение äохоäности в обе стороны: как в
поëожитеëüнуþ, так и в отриöатеëüнуþ. Инвесто-
ров же, как правиëо, интересует ìиниìизаöия риска
снижения äохоäности (Drawdown-at-risk, Drawdown).
Дëя у÷ета этоãо виäа риска ìожно испоëüзоватü
ìеру среäнеãо поëуабсоëþтноãо откëонения (mean
semi-absolute deviation [9]):

MSAD(R) = M(|min{0, R – M(R)}|), (1)

ãäе R — äохоäностü портфеëя; M(x) — ìатеìати÷е-
ское ожиäание от x. 

Также äовоëüно попуëярной ìерой, отражаþ-
щей риск изìенения äохоäности портфеëя ниже
заäанноãо уровня, явëяется веëи÷ина Value-at-Risk
(VaR) [10]:

P(R < VaRβ) m β. (2)

Друãиìи сëоваìи, эта ìера риска характеризует
то, ÷то äохоäностü портфеëя не опустится ниже ве-
ëи÷ины VaRβ с вероятностüþ p l 1 – β.

В кëасси÷ескоì поäхоäе äëя вы÷исëения äохоä-
ности испоëüзуþтся оöенки среäних äохоäностей
M(R). При этоì преäпоëаãается, ÷то истори÷еские
среäние сохранят свое зна÷ение в буäущеì. Прак-
тика показывает, ÷то поäобная ситуаöия встре÷а-
ется реäко [11]. По этой при÷ине преäпо÷титеëü-
ныì явëяется испоëüзование экспертных оöенок
относитеëüно буäущей äохоäности иëи же резуëü-
татов проãноза по нейросетевыì иëи эконоìетри-
÷ескиì ìоäеëяì. В рассìатриваеìых в статüе ìо-
äеëях ìы также буäеì у÷итыватü транзакöионные
изäержки. Авторы работы [12] показываþт в своих
иссëеäованиях, ÷то пренебрежение транзакöион-

ныìи изäержкаìи ìожет привести к форìирова-
ниþ неэффективноãо портфеëя. К поäобныì ре-
зуëüтатаì, провеäя эìпири÷еские иссëеäования,
приøеë и Йоøиìото [13].

Пустü иìеþтся n активов, из которых инвестор
ìожет сфорìироватü портфеëü. Капитаë распреäе-
ëяется ìежäу активаìи äоëяìи xi, 0 m xi m 1. Рас-
сìотриì нескоëüко ìоäеëей, в которых буäут ис-
поëüзоватüся описанные ìеры риска. 

Пустü инвестор в ка÷естве базовой ìеры риска
выбраë VaR. Тоãäа ìоäеëü буäет выãëяäетü сëеäуþ-
щиì образоì:

(3)

ãäе li и ui отражаþт äопоëнитеëüные оãрани÷ения в
портфеëе на актив i; ci — транзакöионные изäерж-
ки по активу i. 

Есëи же в ка÷естве базовой ìеры риска выбрано
среäнее поëуабсоëþтное откëонение, то ìоäеëü
выбора оптиìаëüноãо портфеëя ìожет бытü сфор-
ìирована сëеäуþщиì способоì:

(4)

ãäе R0 заäается поëüзоватеëеì ìоäеëи и озна÷ает
нижний преäеëüный уровенü äохоäности портфеëя. 

Анаëоãи÷ныì образоì сфорìируеì ìоäеëü, в
которой у÷итываëисü бы нескоëüко ìер риска:

(5)

Такиì образоì, в ìоäеëи (5) ìиниìизируется
просаäка портфеëя MSAD и в то же вреìя у÷иты-
ваþтся потери по VaR.

M(R) – cixi ;

P(R < VaRβ) m β;

xi = 1;

li m xi m ui, i = ,

max
x
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Нечетко-множественная постановка задачи

Мы уже отìетиëи, ÷то вìесто испоëüзования ис-
тори÷еских среäних äохоäностей преäпо÷титеëüныì
явëяется испоëüзование экспертных оöенок относи-
теëüно буäущей äохоäности иëи сторонних ìоäеëей
проãнозирования. Часто ìожно набëþäатü, ÷то ìне-
ния экспертов относитеëüно буäущей äохоäности
активов расхоäятся, образуя öеëый интерваë возìож-
ных зна÷ений. Иìенно эту ситуаöиþ ìожно рассìат-
риватü в ка÷естве преäпосыëки äëя испоëüзования
не÷етко-ìножественных вхоäных äанных, с поìо-
щüþ которых ìожно у÷естü преäеëüно неãативное,
позитивное и наибоëее вероятное развитие событий.

Рассìотриì некоторые базовые понятия, которые
необхоäиìы äëя не÷етко-ìножественной поста-
новки заäа÷. Пустü äохоäностü актива выражается
трапеöиевиäныì не÷еткиì ÷исëоì  = (r1, r2, r3, r4),
ãäе r1 < r2 m r3 < r4. Функöия принаäëежности не-
÷еткоãо ÷исëа  опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

μ(x) = (6)

Графи÷ески  = (r1, r2, r3, r4) ìожно преäста-
витü в виäе рис. 1.

Теперü рассìотриì äва не÷етких трапеöиевиä-
ных ÷исëа  = (r1, r2, r3, r4) и  = (b1, b2, b3, b4).
Соãëасно [14] иìееì:

1. Суììа (разностü) äвух трапеöиевиäных ÷исеë
также явëяется трапеöиевиäныì ÷исëоì:  ±  =
= (r1 ± b1, r2 ± b2, r3 ± b3, r4 ± b4). 

2. Произвеäение скаëярноãо ÷исëа и не÷еткоãо
трапеöиевиäноãо ÷исëа также явëяется трапеöи-

евиäныì ÷исëоì: k  = 

3. Вероятностü тоãо, ÷то не÷еткое трапеöиевиäное
÷исëо  ìенüøе ëибо равно не÷еткоìу трапеöиевиä-
ноìу ÷исëу , опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

P(  m ) = 

Лемма [15]. Пустü  = (r1, r2, r3, r4) — трапеöие-
виäное не÷еткое ÷исëо, тоãäа äëя ëþбоãо β ∈ [0; 1]
неравенство P(  m 0) m β справеäëиво тоãäа и тоëü-
ко тоãäа, коãäа (1 – β)r1 + βr2 l 0. Эта Леììа не-
обхоäиìа äëя форìирования VaR-оãрани÷ений в
рассìатриваеìых ìоäеëях. Веëи÷ину требуеìоãо
уровня VaR обозна÷иì посреäствоì не÷еткоãо тра-
пеöиевиäноãо ÷исëа  = (b1, b2, b3, b4). Тоãäа, со-

ãëасно Леììе, оãрани÷ение (2) эквиваëентно сëе-
äуþщеìу усëовиþ:

(1 – β) ri1xi – b4  + β ri2xi – b3  l 0. (7)

В работе [9] проäеìонстрирован способ, в ко-
тороì оãрани÷ение (1) по MSAD преобразуется в
ëинейное в сëу÷ае испоëüзования трапеöиевиäных
не÷етких ÷исеë. В этой работе быëо испоëüзовано
L—R-преäставëение не÷еткоãо ÷исëа. В наøеì
сëу÷ае при испоëüзовании кëасси÷ескоãо опреäе-
ëения не÷еткоãо трапеöиевиäноãо ÷исëа оãрани÷е-
ние (1) буäет выãëяäетü так:

MSAD( ) =

= ri3xi – ri1xi + ri2xi + ri4xi . (8)

Множествоì α-уровня не÷еткоãо ÷исëа  =
= (r1, r2, r3, r4) называется ìножество веществен-
ных ÷исеë, опреäеëенных сëеäуþщиì образоì:

[ ]α = {x | μ(x) > α, x ∈ R} =
= [r1 + α(r2 – r1), r4 – α(r4 – r3)]. (9)

Понятие ìножества α-уровня необхоäиìо äëя
вы÷исëения вещественноãо среäнеãо зна÷ения не-
÷еткоãо ÷исëа, опреäеëенноãо Карëсоноì [16]. Ве-
щественное среäнее зна÷ение не÷еткоãо ÷исëа бу-
äет испоëüзоватüся в рассìатриваеìых ìоäеëях как
оöенка потенöиаëüной äохоäности. Пустü [ ]α =
= [a1(α), a2(α)], ãäе a1(α) и a2(α) — некоторые
функöии от α, тоãäа вещественное среäнее зна÷е-
ние вы÷исëяется так:

( ) = α(a1(α) + a2(α))dα. (10)

Дëя наøеãо не÷еткоãо ÷исëа  = (r1, r2, r3, r4)
форìуëа вещественноãо среäнеãо буäет выãëяäетü
сëеäуþщиì образоì:

( ) = α(r1 + α(r2 – r1) + r4 – α(r4 – r3))dα =

=  + . (11)
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Рис. 1. Графическое представление нечеткого трапециевидного
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Такиì образоì, у нас естü все необхоäиìые пра-
виëа и преобразования äëя форìирования ìоäеëей
в не÷етко-ìножественной постановке. Наприìер,
ìоäеëü (3) в не÷етко-ìножественной постановке
приìет виä

+ – cixi ;

(1 – β) ri1xi – b4  + β ri2xi – b3  l 0; (12)

xi = 1;

li m xi m ui, i = .

Анаëоãи÷но, ìоäеëü (4) с оãрани÷ениеì по VaR
в не÷етко-ìножественной постановке приìет виä

ri3xi – ri1xi+ ri2xi + ri4xi ; (13)

+ – cixi l R0;

xi = 1;

li m xi m ui, i = .

Моäеëü (5), в которой у÷итываþтся нескоëüко
ìер риска, в не÷етко-ìножественной постановке
приìет виä

ri3xi – ri1xi+ ri2xi + ri4xi ;

(1 – β) ri1xi – b4  + β ri2xi – b3  l 0; (14)

+ – cixi l R0;

xi = 1;

li m xi m ui, i = .

Все поëу÷енные ìоäеëи явëяþтся станäартны-
ìи заäа÷аìи ëинейноãо проãраììирования. Дëя
реøения заäа÷ быë запроãраììирован уëу÷øенный
сиìпëекс-ìетоä, разработанный Данöиãоì [17].

Разработка программного обеспечения

Разработанное проãраììное обеспе÷ение по-
звоëяет расс÷итыватü описанные в статüе ìоäеëи
выбора оптиìаëüноãо инвестиöионноãо портфеëя
в не÷етко-ìножественной постановке. Проãраììа
состоит из нескоëüких основных ÷астей: обëастü
ввоäа äанных, окно ввоäа настроек и обëастü вы-
воäа инфорìаöии. В настройках проãраììы ìож-
но изìенятü сëеäуþщие параìетры: не÷етко-ìно-
жественное описание параìетра VaR (b1, b2, b3, b4,
Beta), поãреøностü äëя ìоäифиöированноãо сиìп-
ëекс-ìетоäа (Eps), безрисковуþ ставку (Rf) и ниж-
нþþ преäеëüнуþ ставку äëя оãрани÷ения по äо-
хоäности (рис. 2). Посëе опреäеëения настроек
поëüзоватеëü äоëжен посëеäоватеëüно запоëнитü
инфорìаöиþ об активах: 
� поëное название актива; 
� сокращенное название (тикер); 
� необхоäиìостü у÷ета актива в портфеëе; 
� оöенку распреäеëения äохоäности в виäе не÷ет-

ко-ìножественноãо трапеöиевиäноãо ÷исëа; 
� транзакöионные изäержки; 
� äопоëнитеëüные ëинейные оãрани÷ения на струк-

туру портфеëя, есëи таковые иìеþтся.
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Рис. 2. Настройки программы

Рис. 3. Область ввода данных
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На рис. 3 преäставëена обëастü проãраììы, в ко-
торой осуществëяется ввоä инфорìаöии об испоëü-
зуеìых активах. При этоì ìожно запоëнитü ин-
форìаöиþ обо всех необхоäиìых активах, но при
построении портфеëя выбратü тоëüко некоторые.

На рис. 4 (сì. третüþ сторону обëожки) преä-
ставëена обëастü проãраììы, в которой реаëизован
вывоä резуëüтируþщей инфорìаöии. Инфорìа-
öия вывоäится в виäе ãистоãраììы сравнения äо-
хоäностей и в виäе круãовой äиаãраììы структуры
портфеëя.

В ãистоãраììе сравнения äохоäностей отражены
сëеäуþщие показатеëи: безрисковая äохоäностü,
ожиäаеìая äохоäностü, äохоäностü при неãативноì
развитии ситуаöии, äохоäностü при позитивноì
развитии ситуаöии. Посëеäние показатеëи вы÷ис-
ëяþтся по экспертныì оöенкаì распреäеëения äо-
хоäностей. Также в обëастü вывоäа резуëüтируþ-
щей инфорìаöии вывоäятся зна÷ения показатеëей
VaR и Drawdown-at-Risk — основных ìер риска, ко-
торые испоëüзоваëисü в äанноì иссëеäовании.

Проãраììа разрабатываëасü в среäе Microsoft
Visual Studio 2010 на языке C# 4.0. Проäукт требует
установëенной среäы Microsoft .Net 4, которая, в сëу-
÷ае отсутствия, заãружается автоìати÷ески с узëа
Microsoft во вреìя установки. Приëожение тести-
роваëосü и корректно работаëо на ОС Windows XP,
Vista, Seven.

Эксперименты на российском фондовом рынке

Наìи быëи провеäены экспериìенты с описан-
ныìи в статüе ìоäеëяìи. Экспериìенты провоäи-
ëисü с нескоëüкиìи высокоëиквиäныìи активаìи,
торãуþщиìися на Московской ìежбанковской ва-
ëþтной бирже: обыкновенные акöии ОАО "Тат-
нефтü" (TATN), ОАО "Газпроì" (GAZP), ОАО
"Ростеëекоì" (RTKM), ОАО "ВТБ" (VTB), ОАО
"Лукойë" (LKOH), ОАО "Поëþс-Зоëото" (PLZL),
ОАО "Сбербанк" (SBER). Вреìенной интерваë
провеäения экспериìентов: 01.11.2010—01.06.2011.
Дëя поäãотовки вхоäных äанных (не÷етко-ìноже-
ственных оöенок äохоäностей) быëа испоëüзована
инфорìаöия с офиöиаëüных портаëов оäноãо из
веäущих рейтинãовых аãентств [18] и брокерских
коìпаний [19]. Дëя оöенки соотноøения риск—
äохоäностü испоëüзован коэффиöиент Шарпа [20].
Этот показатеëü ина÷е называþт "коэффиöиент äо-
хоäностü—разброс" RVAR (reward-to-variability ratio):

RVAR = , (15)

ãäе rp — среäняя äохоäностü портфеëя за рассìат-
риваеìый интерваë вреìени; rf — среäнее зна÷ение
безрисковой ставки; σp — станäартное откëонение
äохоäности портфеëя (общий риск). В ка÷естве
безрисковой ставки испоëüзоваëасü äохоäностü ãо-
суäарственных обëиãаöий. Хотя ìы уже отìе÷аëи

неäостатки СКО как ìеры риска, äëя сравнения
эффективности портфеëей быëо реøено испоëüзо-
ватü общепринятуþ ìеру (RVAR). Зна÷ения коэф-
фиöиентов Шарпа äëя рассìотренных ìоäеëей
привеäены в табëиöе.

Также öеëесообразно уäеëитü вниìание äина-
ìике äохоäностей разëи÷ных активов и сравнитü
их с бен÷ìаркоì, в ка÷естве котороãо ìожет вы-
ступитü инäекс ММВБ (MICEX) — Московской
Межбанковской Ваëþтной Биржи (Moscow Inter-
bank Currency Exchange). На рис. 5 и 6 преäставëе-
на äинаìика äохоäностей сфорìированных в раì-
ках экспериìентов портфеëей.

Из äинаìика äохоäностей виäно, ÷то сфорìи-
рованные на основе рассìотренных ìетоäик порт-
феëи ÷асто äеìонстрируþт резуëüтаты ëу÷øе рын-
ка, преäставëенноãо в наøих экспериìентах ин-
äексоì ММВБ.

rp rf–

σp
----------

Рис. 5. Динамика доходностей для рассмотренных моделей
(VaR, VaR+Drawdown)

Рис. 6. Динамика доходностей для рассмотренных моделей
(Drawdown)

Средние значения коэффициента Шарпа для различных моделей

Название ìоäеëи
Среäнее зна÷ение 

коэффиöиента 
Шарпа

Моäеëü Марковиöа 1,25
Моäеëü с не÷етко-ìножественныìи äо-
хоäностяìи и ìерой риска Value-at-Risk

1,27

Моäеëü с не÷етко-ìножественныìи
äохоäностяìи и ìерой риска
Drawdown-at-Risk

1,31

Моäеëü с не÷етко-ìножественныìи
äохоäностяìи и с коìбинированныìи 
ìераìи риска (VaR и Drawdown-at-Risk)

1,28
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Выводы

Моäеëи с не÷етко-ìножественныìи äохоäностя-
ìи позвоëяþт у÷итыватü экспертные оöенки. В ка-
÷естве проãноза форìируется ожиäаеìая äохоäностü
портфеëя, вы÷исëяеìая как вещественное среäнее
не÷еткоãо трапеöиевиäноãо ÷исëа, а также äохоä-
ности при неãативноì и позитивноì развитии си-
туаöии. Сфорìированная заäа÷а явëяется боëее
понятной äëя коне÷ноãо поëüзоватеëя. Резуëüтаты
экспериìентов показываþт, ÷то ìоäеëи с не÷ет-
ко-ìножественныìи вхоäныìи параìетраìи ìо-
ãут приìенятüся на практике. На рассìотренноì
вреìенноì проìежутке такие ìоäеëи показаëи бо-
ëее ка÷ественные резуëüтаты по сравнениþ с кëас-
си÷ескиì ìетоäоì форìирования портфеëя и по
сравнениþ с рынкоì. Оäнако резуëüтаты напряìуþ
зависят от ка÷ества экспертных оöенок. В настоящеì
иссëеäовании испоëüзоваëисü экспертные оöенки
рейтинãовых аãентств [18] и брокерских коìпаний
[19]. Преäëоженная ìоäеëü, в которой у÷итываþтся
нескоëüко ìер риска VaR и MSAD, позвоëяет повы-
ситü уровенü äиверсификаöии портфеëя без ввоäа
äопоëнитеëüных оãрани÷ений на структуру портфе-
ëя, нивеëируя этиì основной неäостаток первых
äвух ìоäеëей. Разработанное в раìках иссëеäова-
ния проãраììное обеспе÷ение позвоëяет вы÷ис-
ëятü структуру инвестиöионноãо портфеëя соãëас-
но описанныì в статüе ìоäеëяì и в äаëüнейøеì
ìожет бытü ìоäернизировано путеì äобавëения
новых ìоäеëей и развитиеì своеãо функöионаëа.
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Теоретические основы 
сплайн-алгебраического 

гармонического анализа сигналов 
систем радиосвязи

Введение

В настоящее вреìя развитие систеì раäиосвязи
оãрани÷ивается раìкаìи существуþщеãо ìатеìати-
÷ескоãо аппарата синтеза и обработки сиãнаëов, ос-
нованноãо на ãарìони÷еских базисах их преäстав-
ëений. Приìенение ìетоäоëоãии öифровой обра-
ботки преäпоëаãает, с оäной стороны, äискретнуþ
форìу преäставëения сиãнаëов, а с äруãой — кон-
тинуаëüнуþ, вызваннуþ необхоäиìостüþ их изëу-
÷ения. В резуëüтате возникает необхоäиìостü в
разработке ìатеìати÷ескоãо аппарата, объеäиняþ-
щеãо в себе преиìущества äискретноãо и непре-
рывноãо описания сиãнаëов. В этоì сìысëе есте-
ственныì образоì прихоäиì к необхоäиìости ис-
поëüзования спëайнов, явëяþщихся по опреäеëе-
ниþ непрерывныìи функöияìи, но построенных по
äискретныì äанныì [1]. Иìенно поэтоìу быëа раз-
работана теория спëайн-ãарìони÷ескоãо анаëиза
[2—5], ÷астныìи сëу÷аяìи которой явëяþтся кëас-
си÷еский äискретный и непрерывный анаëиз
Фурüе. Оäнако ìноãообразие äискретных преäстав-
ëений сиãнаëов существенно øире кëасси÷еских
экспоненöиаëüных функöий, которые в настоящее
вреìя øироко испоëüзуþтся в раäиотехнике. В связи
с этиì появиëисü работы [6—8], которые сущест-

венно расøиряþт круã систеì базисных функöий,
приãоäных äëя синтеза сиãнаëов. Даëüнейøие ис-
сëеäования в этоì направëении привеëи к разра-
ботке теории, названной автороì сплайн-алгебраи-
ческим гармоническим анализом. Дëя форìирования
и обработки сиãнаëов зäесü испоëüзуþтся систеìы
базисных функöий спëайн-характеров. В настоящей
работе преäставëены теорети÷еские основы спëайн-
аëãебраи÷ескоãо ãарìони÷ескоãо анаëиза.

Определение и свойства базисов функций 
сплайн-характеров

Пустü иìеется пространство ãëаäких функöий —
периоäи÷еских спëайнов äефекта 1 поряäка p [1].
Тоãäа ëþбой сиãнаë S p(t) из этоãо пространства
ìожет бытü построен из своеãо роäа "кирпи÷иков"
M p(t) — B-спëайнов заäанной степени ãëаäкости
p – 1:

S p(t) = qkM
p(t – tk), (1)

ãäе qk — коэффиöиенты спëайна; tk — äискретные
отс÷еты вреìени; k — текущий ноìер; t — текущая
коорäината вреìени; N — ÷исëо отс÷етов сиãнаëа.

Соãëасно [1] спëайн-функöии обëаäаþт сëеäуþ-
щиìи свойстваìи, существенныìи äëя обработки
сиãнаëов: 
� относитеëüно ëеãко реаëизуþтся öифровыìи

ìетоäаìи; 
� обеспе÷иваþт ìиниìаëüнуþ среäнекваäрати÷е-

скуþ оøибку аппроксиìаöии; 
� позвоëяþт сãëаживатü разëи÷ноãо роäа биения

и разрывы. 
При этоì спëайны, явëяясü ãëаäкиìи функöияìи

с коне÷ныì носитеëеì, строятся по äискретныì
отс÷етаì. Указанный факт иìеет принöипиаëüное
зна÷ение äëя разработки ìатеìати÷ескоãо аппара-
та, объеäиняþщеãо в себе преиìущества äискрет-
ноãо и непрерывноãо преäставëения сиãнаëов.

У÷итывая, ÷то кëасс äискретных функöий зна-
÷итеëüно øире непрерывноãо, базируþщеãося на
экспоненöиаëüных описаниях, о÷евиäен интерес к
указанныì преäставëенияì, в тоì ÷исëе и äëя фор-
ìирования сиãнаëов систеì раäиосвязи.

Рассìотриì возìожностü реаëизаöии преобра-
зования Фурüе в пространстве äискретных функ-
öий L(H, K), обëастüþ опреäеëения которых явëя-
ется абеëева ãруппа H, а обëастüþ зна÷ений —
коëüöо K. Соãëасно [8], анаëоãаìи коìпëексных экс-
понент в L(H, K), образуþщих ортонорìированный

КОДИРОВАНИЕ И ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ

Рассматриваются возможности использования функ-

ций сплайн-характеров для анализа и синтеза сигналов.

Представляется математический аппарат теорети-

ческих основ сплайн-алгебраического гармонического

анализа. Определяются понятия линейности, сдвига,

свертки, корреляции, инвариантности, преобразования

Фурье для сплайн-функций. Доказывается их примени-

мость для базиса функций сплайн-характеров.

Ключевые слова: сплайн-характеры, базисные функ-

ции, формирование сигналов, теоретические основы

1
N
---

k
∑



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 8, 2012 59

базис, явëяþтся характеры χ(n, k), которые при оп-
реäеëении на коне÷ноì отрезке называþт χ-функ-
öияìи, ãäе n, k — переìенные ÷астоты и вреìени
соответственно.

Межäу теì, несìотря на указанные äостоинства
äискретная прироäа характеров не позвоëяет непо-
среäственно испоëüзоватü их äëя форìирования
сиãнаëов систеì раäиосвязи. Сëеäоватеëüно, необхо-
äиìы теорети÷еские основы сãëаживания χ(n, k) ба-
зисов при сохранении их фунäаìентаëüных свойств.

Ввеäеì пространство  периоäи÷еских спëайнов
(зäесü и äаëее верхние äуãи указываþт на принаä-
ëежностü к пространству периоäи÷еских спëайнов,
поëу÷енноìу на основе пространства L(H, K) äиск-
ретных функöий) и в соответствии с форìуëой (1)
сфорìируеì в этоì пространстве сиãнаë (t):

(t) = M p(t tk) =

= M p(t tk) χ*(n, k) (q), (2)

ãäе μ — ìоäуëü преäставëения ÷исеë;  — сäвиã по

ìоäуëþ μ; χ*(n, k) — коìпëексно-сопряженное

χ(n, k); (*) — преобразование Фурüе в базисе ха-

рактеров, зна÷ение котороãо ìожно преäставитü

как (q) = χ(n, k) . У÷итывая, ÷то (t) =

= χ*(n, k)M p(t tk) естü базисная функöия, по-

ëу÷енная сверткой характеров χ(n, k) и B-спëай-
нов, а tk = ((p/2) + k)/N, то в коне÷ноì с÷ете по-
ëу÷иì спектр сиãнаëа в базисе спëайн-характеров
в виäе сëеäуþщеãо выражения:

(q) χ*(n, k)M p(t tk) =

= (t) = (t), (3)

ãäе = (z)/ ;  = (Mp) = χ*(n, k)Mp(tk);

 = (z); (t) = (t)/ .

Такиì образоì, в соответствии с форìуëой (3)
произвоëüный сиãнаë (t) в пространстве 
ìожно преäставитü с испоëüзованиеì функöий

(t) иëи (t).
Дëя тоãо ÷тобы функöии (t) ìожно быëо ис-

поëüзоватü в ка÷естве базисов форìирования сиã-
наëов, они äоëжны уäовëетворятü основныì свой-
стваì преобразований. Докажеì их выпоëниìостü
äëя рассìатриваеìых усëовий.

Свойство 1 (инвариантность относительно груп-
пового сдвига):

(t l/N) = χ*(n, l) (t).

Доказательство:

(t l/N) = χ*(n, l)M p t  =

= χ*(n, l) χ*(n, l )M p t  = χ*(n, l) (t).

Свойство 2.

Функöии (t) — N-периоäи÷еские по отноøе-
ниþ к N.

Доказательство. При l = N, исхоäя из äоказатеëü-

ства выпоëнения свойства 1, иìееì (t N/N) =

= χ*(n, N) (t) = χ*(n, 0) (t) = (t).

Свойство 3.

Дëя функöий (t) справеäëивы выражения

а) (t) (t)dt = ;

б) (tk) (tk) = . 

Доказательство а):

(t) (t)dt =  = ( ) ( ) 

=

= χ(n, t) (t)dt  Ѕ χ(n, t) (t)dt  =

= χ(n, t)M p(t tk)dt) Ѕ

Ѕ χ(n, t)Mb(t tk)dt  = ( )( ) =

=  = ,

ãäе  — коэффиöиенты Фурüе в базисе χ(n, t);  —
сиìвоë Кронекера äëя r-й и i-й функöий в рас-
сìатриваеìоì базисе.

Из äоказатеëüства сëеäует: спëайны (t) об-
разуþт ортоãонаëüный базис пространства ;
реаëизуется свертка (t)* (t) = b .

Доказательство б):

(tk) (tk) = ( (tk)) ( (tk)) =

= .

Свойство 4.

Спëайны (t p/(2N))/  интерпоëируþт χ(n, t),

а иìенно: (l/N) = χ(n, l/N).
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Доказательство:

p/(2N)Θl/N/N  = (p/2Θl/N) =

= χ*(n, l/N) (p/(2N)) = χ*(n, l/N) .

Доказанные выøе свойства показываþт, ÷то вы-
ражение (3) описывает разëожение сиãнаëа S p(t) по
базисныì функöияì (t) иëи (t).

Отìетиì еще оäно свойство функöий (t).
Свойство 5 (мультипликативности).

Произвеäение äвух базисных функöий (tk) и

(tk) äает новуþ базиснуþ функöиþ (tk) (tk) =

= (tk).

Доказательство:

(tk) (tk) = χ(n, k)Mp(tk) χ(r, k)Mb(tk) =

= χ(n, k)M p(tk)χ(r, k)Mb(tk) =

= χ(n  r, k)M p + b(tk) = (tk).

Теорема 1.

Спëайны (t) = (t)/  образуþт ортонор-

ìированный базис пространства .

Доказательство: из свойства 3а сëеäует, ÷то

( (t)/ )( (t)/ )dt = .

Базисные функöии (t), (t), (t) буäеì на-
зыватü спëайн-характераìи. Ниже привеäеì неко-
торые сëеäствия из теореìы 1.

Следствие 1.

При p = 1 и t = k (t) = χ(n, k).
Доказательство:

(t) = (t)/  = (k)/  =

= χ(n, k)/  = χ(n, k),

т. е. теореìа 3.1, рассìотренная в [8], естü ÷астный
сëу÷ай äоказанной теореìы 1.

Сëеäует отìетитü, ÷то теореìа 1 позвоëяет поëу-
÷итü новые пространства. Наприìер, пространство
коìпëексных ÷исеë L(  +  + ... + , C),

ãäе H :=  +  + ... +  и K = C — поëе

коìпëексных ÷исеë, а μ1, μ2, ..., μj — произвоëüные
öеëые ÷исëа (нижний инäекс при μ указывает ÷исëо
возìожных вариантов ìоäуëя ÷исëа). Базисные

функöии (t) спëайн-характеров, сфорìирован-

ных в äанноì пространстве, опреäеëиì как ортонор-
ìированный базис спëайн-Понтряãина — Виëен-

кина — Крестенсона. Пространство L( , GF(rυ)),

ãäе H :=  и K = GF(r υ) — поëе Гаëуа, ãäе υ = 1,

2, 4, l = 1, 2, ..., позвоëяет сфорìироватü орто-
норìированный базис спëайн-Гаëуа. Пространство
L( , GF(rυ)), ãäе H :=  и K = GF(r υ) — поëе

Гаëуа, υ = 1, l = 1, 2, ..., — ортонорìированный ба-
зис спëайн-Рейäера. Пространство L(Γ, [*]), ãäе

H = Γ — ãруппа öеëых ÷исеë, K = [*] — коëüöо

öеëых коìпëексных ÷исеë,  = a + jb — öеëое
коìпëексное ÷исëо — ортонорìированный спëайн-
базис Гаусса.

Такиì образоì, теореìу 1 ìожно рассìатриватü
как ìетоäоëоãи÷еское яäро теорети÷еских основ
форìирования базисных функöий в пространстве
спëайн-характеров.

Базовые теоремы сплайн-алгебраического 
гармонического анализа

Преäставëенная теорети÷еская основа базисных
функöий спëайн-характеров (БФСХ) позвоëяет
преäставитü базовые теореìы äëя öифровой обра-
ботки в сëеäуþщей трактовке.

Теорема 2 (линейности).

Пустü (t) = (k)M p(t  tk). Тоãäа, есëи

(k) = (l, k), то ( (k)) = ( (l, k)),

ãäе l = 1, 2, .., r — текущее зна÷ение суììы äëя r
суììируеìых сëаãаеìых.

Следствие теоремы 2: при p = 1 ( (k)) =

= ( (l, k)), т. е. прихоäиì к ÷астноìу сëу-

÷аþ — теореìе 3.2, äоказанной в работе [8].
Теорема 3.

Пустü (t) = M p(t  tk), тоãäа äëя

сäвинутых ориãинаëа (k  a) и изображения

, ãäе a, b — соответственно сäвиã вреìенной

и ÷астотной коорäинаты, иìеþт ìесто равенства:

а) ( (k  a)) = χ*(n, a) ( (k)) =

= (a) ( );

б) ( (k)) = ( (k)χ*(b, k)) =

= ( (b, k)).
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Следствие 1 теоремы 3: при p = 1

( (k  a)) = χ*(b, k) ( ).

Следствие 2 теоремы 3: при p = 1

( (k)) = (qkχ*(b, k)),

т. е. прихоäиì к ÷астноìу сëу÷аþ — теореìе 3.3,
äоказанной в работе [8].

Пустü (t) = M p(t  tk). Тоãäа разно-

стüþ функöии (k) в направëении a буäет назы-

ватüся функöия Δa (k) = (k  a) – (k).

Теорема 4.
Разностü функöии (k) иìеет изображение

(Δa) = [χ(n, a) – 1] ( (k)) =

= [ (a) – 1] ( ).

Разности боëее высокоãо поряäка опреäеëяþтся
сëеäуþщиì образоì:

 = (...( S p(k))...).

Нетруäно виäетü, ÷то

(Δl) = [χ(n, al) – 1] ( (k)) =

= [ (al) – 1] ( ).

Следствие 1 теоремы 4: при p = 1

(Δa) = [χ(n, a) – 1] ( ).

Дëя разностей боëее высокоãо поряäка:

(Δl) = [χ(n, al) – 1] ( ).

Замечание: при соответствуþщеì выборе H, K, p
ìожно поëу÷итü сëеäствия теореì 2...4, как это бы-
ëо поëу÷ено äëя теореìы 1.

Теперü рассìотриì возìожностü реаëизаöии про-
öеäур свертки и корреëяöии, а также выпоëнение
обобщенной теореìы Винера — Хин÷ина в БФСХ.

Пустü

(t) = (k)Mp(t a) = zk (t  tk) ∈

σ
p;

(t) = (k)Mv(t a) = zk (t  tk) ∈ σv,

ãäе L — яäро ãëобаëüноãо базисноãо спëайна, σv —
пространство спëайнов ãëаäкости ν.

Определение. Есëи (k), (k) ∈ L(H, K), то
функöия

(i) = (k) (k  a) называется

НК-взаиìной корреëяöионной функöией сиãнаëов

(k) и (k). Есëи (k) = (k), то (a) =

(a) естü НК-автокорреëяöионная функöия сиãнаëа

(k).

Теорема 5.
Изображение НК-взаиìно корреëяöионной

функöии сиãнаëов (k) и (k) естü произвеäе-
ние спектров этих сиãнаëов:

[ (i)] = ( (k))  =

= ( (k)) ( (k)),

ãäе (k) — коэффиöиенты спëайна (k).

Следствие 1 теоремы 5: при v = p = 1

[ (a)] = [ (k)] ,

т. е. прихоäиì к ÷астноìу сëу÷аþ — теореìе 3.5,
äоказанной в работе [8].

Следствие 2 теоремы 5: изображение  НК-ав-
токорреëяöионной функöии опреäеëяется сëеäуþ-
щиì выражениеì:

[ (a)] = [ (k)]  =

= | [S p(k)]|2 = | [ (k)]|2 = .

Определение. Есëи (k) ∈ σp, (k) ∈ σv, то

(k) = (k  a) (a) называется НК-сверт-

кой сиãнаëов (k), (k).

Теорема 6.

Спектр свертки (k) = (k  a) (a)

естü произвеäение спектров сиãнаëов (k), (k).

Следствие 1 теоремы 6: при v = p = 1 [ (k)] =

= ( (k)] ( (k)], т. е. прихоäиì к ÷астноìу

сëу÷аþ — теореìе 3.6, äоказанной в работе [8].
Теорема 7.
Энерãети÷еский спектр инвариантен относи-

теëüно Н-сäвиãов.
Замечание. Дëя теореì 5...7 естественны сëеäст-

вия, анаëоãи÷ные сëеäствияì теореìы 1.
Преäставëенные теореìы носят äоказатеëüный

характер, ÷то свиäетеëüствует о äостоверности рас-
сìатриваеìоãо нау÷ноãо направëения.
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Теперü рассìотриì возìожностü выпоëнения
теореìы Котеëüникова в БФСХ. Обозна÷иì  про-
странство непериоäи÷еских спëайнов. Напоìниì,
÷то äëя  N = T , ãäе T = 1 (оäнопериоäи÷еский
сëу÷ай) — периоä сиãнаëа;  — ìаксиìаëüная
÷астота анаëиза сиãнаëа в базисе (t)( (t)).

Теорема 8.

Лþбой сиãнаë (t) из пространства  с оãра-

ни÷енной спектраëüной пëотностüþ ìожет бытü

преäставëен выражениеì (t) = (t  tk).

Доказательство: äëя сиãнаëов из (t) иìееì:

(t) = qkM
p(t  tk) =

= M p(t  tk) χ∗(n, k) (q) =

= (q) χ∗(n, k)M p(t  tk) = (q) (t) =

= (t) = (z)  = (t) =

= zkχ(n, k)  = zkχ(n, k) (t) =

= zk (t  tk). (4)

Перейäеì из  в . Дëя этоãо устреìиì T → ∞.
Тоãäа:

(t) = zk (t  tk); (5)

n/T = f; 1/T = df; (t  tk) =

= χ(n, k) (t) = 

χ(n/T, k/fmax) (t) =

= 1/fmax χ( f, k/fmax) (t)df, (6)

ãäе 

(t)= (t)/ , (t)= χ∗(f, 

k/f
max

)Mp(t tk);

 = χ∗(f, k/fmax)M
p(tk).

Зäесü зна÷ения f и fmax — текущая и ìаксиìаëü-
ная ÷астоты в испоëüзуеìых базисах. Такиì образоì,
выражение (5) с яäроì (6) äоказывает теореìу 8.

Замечание. Континуаëüный сëу÷ай теореìы Ко-
теëüникова явëяется ÷астныì по отноøениþ к тео-
реìе 8, ÷то позвоëяет рассìатриватü ее как обоб-
щаþщуþ. Кроìе тоãо, äëя теореìы 8 естественны
сëеäствия äëя сëу÷аев, анаëоãи÷ных сëеäствияì
теореìы 1.

Мощныì инструìентоì анаëиза явëяþтся про-
öеäуры преобразования Фурüе. В öеëях выяснения
их приìениìости äëя БФСХ рассìотриì обоб-
щенный ряä Фурüе.

Теорема 9.

Обобщенный ряä Фурüе сиãнаëа из пространства
 преäставëяется в сëеäуþщеì виäе: 

(t) = (t) = .

Доказательство: Из (4) иìееì:

(t) = zk χ(n, k) (t) =

= (t) zkχ(n, k) = (t).

Устреìиì fmax → ∞, тоãäа, у÷итывая, ÷то N =
= T , поëу÷аеì:

S p(t) = (t),

÷то и требоваëосü äоказатü.
Замечание. Дëя теореìы 9 естественны сëеäствия

äëя сëу÷аев, анаëоãи÷ных сëеäствияì теореìы 1.

Заключение

Разработанные теорети÷еские основы спëайн-аë-
ãебраи÷ескоãо ãарìони÷ескоãо анаëиза преäставëяþт
ìатеìати÷еский аппарат, в своей совокупности по-
звоëяþщий провоäитü синтез и обработку сиãнаëов
в БФСХ. Разработанные базисы со÷етаþт преиìу-
щества äискретной и континуаëüной форì преä-
ставëений, опреäеëяеìых äвойственной прироäой
спëайнов, которые явëяþтся непрерывныìи функ-
öияìи, построенныìи по äискретныì äанныì.

Данное обстоятеëüство позвоëяет наиëу÷øиì об-
разоì у÷итыватü сëоживøийся поряäок синтеза и об-
работки сиãнаëов совреìенных систеì раäиосвязи.

Разработанные теорети÷еские основы явëяþтся
обобщаþщиìи по отноøениþ к непрерывноìу
ãарìони÷ескоìу анаëизу, øироко испоëüзуеìоìу в
настоящее вреìя в раäиотехнике. Данный факт
поäтвержäается преäставëенной äоказатеëüной ба-
зой и выпоëниìостüþ фунäаìентаëüных проöеäур
свертки, корреëяöии, преобразований Фурüе и пр.

Даëüнейøее направëение иссëеäований автору
виäится в практи÷еских реаëизаöиях разработан-
ноãо ìатеìати÷ескоãо аппарата.
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Аналитический метод решения 
задачи позиционирования

Постановка задачи

Преäëаãаеìая работа направëена на иссëеäование
ìатеìати÷еских ìетоäов реøения заäа÷и позиöио-
нирования (ЗП) в спутниковых раäионавиãаöион-
ных систеìах (СРНС) ГЛОНАСС/GPS, а также на
разработку оптиìаëüных проãраììных аëãоритìов
их реøения. Поä позиöионированиеì, как обы÷но,
пониìается заäа÷а опреäеëения коорäинат и вектора
скорости навиãаöионной аппаратуры потребитеëя
(НАП). На первоì этапе это ãеоöентри÷еские äе-
картовые коорäинаты {x, y, z} и коорäинаты вектора
скорости в этой же систеìе коорäинат {Vx, Vy, Vz},
отнесенные к ìоìенту вреìени ti в i-й такт пози-
öионирования. Наìи рассìатриваþтся анаëити÷е-
ские ìетоäы реøения навиãаöионной заäа÷и как

аëüтернатива итераöионных ìетоäов, утвержäен-
ных в соответствуþщих ГОСТ Р [1].

Анаëити÷еские рас÷еты таят в себе ряä сëож-
ностей, которые в явноì виäе отсутствуþт в ите-
раöионных ìетоäах, ÷то преäопреäеëиëо преäпо÷-
тение посëеäних.

Цеëü наøей работы — выявëение этих затруä-
нений и разработка оптиìаëüных ìетоäов их пре-
оäоëения.

Определение координат потребителя

Опреäеëение коорäинат потребитеëя с поìощüþ
спутниковых раäионавиãаöионных систеì выпоë-
няþт в нескоëüко этапов. На первоì этапе по äан-
ныì аëüìанаха СРНС опреäеëяþт ãеоöентри÷еские
коорäинаты навиãаöионных косìи÷еских аппаратов
(НКА) в i-й ìоìент вреìени {Xn(ti), Yn(ti), Zn(ti)},
n = {1...24}, ãäе n — ноìер НКА, псевäоäаëüности
Sn(ti) — расстояния от НАП äо НКА с ноìероì n,
уãоë ìеста αn(ti) — уãоë с верøиной в конкретноì
НАП ìежäу пëоскостüþ ãоризонта и ëу÷оì, на-
правëенныì в n-й НКА. На этоì заверøается пер-
вый этап позиöионирования — поëу÷ение необхо-
äиìых äанных НАП от СРНС. 

Второй этап закëþ÷ается в выборе оптиìаëüно-
ãо рабо÷еãо созвезäия из ÷исëа НКА, äëя которых
äоступныì явëяется уверенный приеì раäиосиã-
наëа конкретныì НАП.

В ка÷естве критерия отбора испоëüзуется уãоë
ìеста. Есëи он превыøает + 5°, то НКА явëяется
набëþäаеìыì äанныì НАП. Оäнако, на наø взãëяä,
боëее уäобныì ìожет бытü критерий набëþäае-
ìости n-ãо НКА по еãо псевäоäаëüности: есëи
псевäоäаëüностü уäовëетворяет усëовиþ

Smin > Sn(ti) < Smax, (1)

то он набëþäаеì. Преиìущество закëþ÷ается в тоì,
÷то псевäоäаëüности Sn(ti) — основные параìетры
ЗП, а уãоë ìеста — вспоìоãатеëüная веëи÷ина и
наäобностü в ней отпаäает. Кроìе тоãо, критерий
(1) позвоëяет отфиëüтровыватü ряä выставëяеìых

Обсуждается аналитический метод решения зада-
чи позиционирования (ЗП) применительно к системам
ГЛОНАСС/GPS как альтернатива итерационного
подхода. Выявляются этапы решения ЗП и предлага-
ются оптимальные методы их преодоления. Указыва-
ются преимущества аналитического метода решения
ЗП по сравнению с итерационным методом.

Ключевые слова: навигационная задача, позициони-
рование, спутниковая радионавигационная система,
ГЛОНАСС, GPS, геометрический фактор снижения
точности
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поìех с теìи же уãëаìи ìеста, но с иныìи псев-
äоäаëüностяìи.

Обы÷но НАП приниìает устой÷ивый сиãнаë от
äевяти äо трех НКА из 24 в СРНС. Вреìенаìи
СРНС ìожет нас÷итыватü ìенüøее иëи боëüøее
÷исëо активно работаþщих спутников. Тоãäа и ÷ис-
ëо набëþäаеìых спутников ìожет выхоäитü из на-
званных ãраниö.

Третий этап состоит в выборе трех иëи ÷етырех
НКА из ÷исëа набëþäаеìых, которые ìоãут обеспе-
÷итü реøение ЗП с наиìенüøиìи поãреøностяìи.
Зна÷ения поãреøностей, которые äает рас÷етный
ìетоä, опреäеëяþтся фактороì ãеоìетри÷ескоãо
снижения то÷ности GDOP (geometric dilution of pre-
cision). Дëя наибоëее то÷ноãо опреäеëения коорäи-
нат НАП поäбираþт такие ÷етыре иëи три спутни-
ка, пространственное распоëожение которых от-
носитеëüно потребитеëя äает наиìенüøий GDOP.

Можно показатü, ÷то ãеоìетри÷еский фактор
снижения то÷ности GDOP обратно пропорöиона-
ëен объеìу тетраэäра в сëу÷ае рабо÷еãо созвезäия,
состоящеãо из ÷етырех НКА (рис. 1, а), и обратно
пропорöионаëен пëощаäи треуãоëüника в сëу÷ае с
треìя спутникаìи (рис. 1, б). Чеì боëüøе объеì
иëи пëощаäü, теì то÷нее рас÷еты.

Рас÷ет объеìа тетраэäра и пëощаäи треуãоëüни-
ка провоäится по известныì форìуëаì. Вы÷исëя-
еì векторы, на÷аëо которых нахоäятся в то÷ке рас-
поëожения НКА с ноìероì a и конеö — в то÷ке
распоëожения НКА с ноìераìи b, c, d:

(2)

Есëи вы÷исëения веäутся по треì спутникаì, то
нахоäиì векторные произвеäения и их ìоäуëи, пе-
ребирая ноìера a, b, c среäи ноìеров виäиìых НКА:

abc = ab Ѕ ac; (3)

| abc| = | ab Ѕ ac|. (4)

Наибоëüøее зна÷ение пëощаäи, вы÷исëяеìой по
форìуëе (4), и äаäут наì ноìера трех НКА, по кото-
рыì ìы буäеì реøатü ЗП с наибоëüøей то÷ностüþ.

Есëи заäа÷а реøается по ÷етыреì спутникаì,
как в итераöионноì ìетоäе, то вы÷исëяеì объеì

Vabcd = . (5)

Путеì перебора и выбора наибоëüøеãо объеìа
опреäеëяеì рабо÷ее созвезäие ÷етырех НКА из
÷исëа набëþäаеìых.

Оäнако нереäко встре÷ается ситуаöия, коãäа виä-
ны всеãо ÷етыре НКА и все они нахоäятся практи-

÷ески в оäной пëоскости. Тоãäа объеì становится
ìаëыì и поãреøности вы÷исëений становятся
боëüøиìи. Есëи ÷исëо активных НКА в СРНС по
теì иëи иныì при÷инаì окажется ìенее 24, то воз-
никаþт сëу÷аи трех НКА в зоне уверенноãо приеìа
раäионавиãаöионноãо сиãнаëа. Тоãäа реøение ЗП
по ÷етыреì НКА также становится невозìожныì.
Но эта заäа÷а реøается по треì НКА.

Алгебраический метод решения
навигационной задачи

Сутü аëãебраи÷ескоãо ìетоäа закëþ÷ается в сëе-
äуþщеì. Преäпоëаãается, ÷то с некоторой периоäи÷-
ностüþ, в опреäеëенные такты вреìени ti, ãäе i —
ноìер такта с на÷аëа периоäа СРНС, синхронно
кажäый НКА переäает сиãнаëы, соäержащие ин-
форìаöиþ о вреìени отправки öифровоãо пакета
и о ноìере n отправивøеãо еãо НКА. На основании
инфорìаöии о ìестопоëожении спутников, заëожен-
ной в аëüìанах систеìы, приеìоинäикатор потре-
битеëя выäеëяет виäиìые спутники. Посëе этоãо
выпоëняется реøение систеìы äифференöиаëü-
ных уравнений в öеëях нахожäения то÷ных ãео-
öентри÷еских коорäинат виäиìых спутников
Xn(ti), Yn(ti), Zn(ti). Зäесü n — ноìер виäиìоãо спут-
ника из спутниковой раäионавиãаöионной систеìы.
Сиãнаëы от кажäоãо спутника äохоäят äо потреби-
теëя с некоторой заäержкой Δτi, n. С поправкаìи на
скоростü распространения сиãнаëа по вреìени за-
äержки вы÷исëяется псевäоäаëüностü от приеìни-
ка äо виäиìоãо спутника Sn(ti).

Дëя анаëити÷ескоãо реøения заäа÷и позиöиони-
рования требуется найти реøение систеìы уравне-
ний, которые приравниваþт кваäраты расстояний
от НАП äо спутника рабо÷еãо созвезäия к кваäрату
соответствуþщей псевäоäаëüности. Наì потребу-
þтся äанные тоëüко от трех НКА. Допустиì, ÷то
приеìник приниìает устой÷ивый сиãнаë от N
спутников, тоãäа выпоëняеì вы÷исëения по фор-
ìуëаì (2), (3), (4), перебирая коìбинаöии со÷ета-
ний трех спутников из N, выбираеì ноìера трех

ab = [Xa – Xb, Ya – Yb, Za – Zb];

ac = [Xa – Xc, Ya – Yc, Za – Zc];

ad = [Xa – Xd, Ya – Yd, Za – Zd].

A:

B:

C:

Σ: 1
2
-- A: B:

Σ: 1
2
-- A: B:

Xa Xb– Ya Yb– Za Zb–

Xa Xc– Ya Yc– Za Zc–

Xa Xd– Ya Yd– Za Zd–

Рис. 1. Конфигурация оптимального рабочего созвездия из че-
тырех спутников (а) и трех спутников (б)
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спутников, äаþщих наибоëüøее зна÷ение пëоща-
äи (4) и, соответственно, наиìенüøее зна÷ение ко-
эффиöиента поãреøности GDOP.

Посëе ÷еãо инäекс n приниìает три разных зна-
÷ения из N. Обозна÷иì их инäексаìи a, b, c. По-
ëу÷иì систеìу аëãебраи÷еских уравнений äëя каж-
äоãо i-ãо ìоìента вреìени:

(6)

По техни÷ескиì усëовияì позиöионирования
äопускается распоëожение приеìника на высоте
äо 2000 кì от поверхности Зеìëи. При этоì систеìа
уравнений (6) буäет иìетü äва реøения. Добавëение
÷етвертоãо уравнения ìожет искëþ÷атü совìест-
ностü систеìы при опреäеëенных распоëожениях
спутников созвезäия и поãреøностях в опреäеëении
псевäоäаëüности. Поэтоìу возникает заäа÷а выбора
реøения, ìаксиìаëüно бëизкоãо к истинноìу по-
ëожениþ НАП, и искëþ÷ения второãо реøения —
изображения. Эту проöеäуру позвоëяþт осущест-
витü явные форìуëы реøения ЗП аëãебраи÷ескиì
ìетоäоì.

Составиì разности уравнений систеìы (6)
{eq[1] – eq[2], eq[1] – eq[3]}, поëу÷иì ëинейнуþ сис-
теìу относитеëüно неизвестных коорäинат приеì-
ника {x, y, z}:

{(A1)•x + (A2)•y + (A3)•z = (b1),
(B1)•x + (B2)•y + (B3)•z = (b2)}. (7)

Коэффиöиентаìи сëужат коорäинаты векторов,
опреäеëенные в форìуëе (2), — стороны треуãоëü-
ника. Линия пересе÷ения пëоскостей (7) опреäе-
ëяется вектороì  = ab × ac, вы÷исëяеìоãо по
форìуëе (3).

Реøение систеìы (7) в параìетри÷ескоì виäе
соäержит ìножитеëü | |–2, который и опреäеëяет
поãреøностü вы÷исëений.

Оäнако äëя уìенüøения объеìа вы÷исëений
сëеäует в ка÷естве независиìоãо параìетра взятü
оäну из коорäинат НАП, а äве äруãие зависиìые
коорäинаты вы÷исëитü из систеìы (4).

Дëя выбора независиìой коорäинаты существует
простой критерий: за независиìуþ коорäинату вы-
бираеì ту, на которуþ ìоäуëü проекöии вектора 
наибоëüøий.

Оставøуþся посëе реøения систеìы (7) незави-
сиìуþ переìеннуþ вы÷исëяеì, испоëüзуя оäно урав-
нение систеìы (6). Выбор уравнения из трех прово-
äится на основе анаëоãи÷ноãо критерия: проекöия
какоãо из трех раäиус-векторов Rn{Xn(ti), Yn(ti), Zn(ti)}
выбранных НКА на направëение вектора норìаëи
к пëощаäи треуãоëüника  ìаксиìаëüна по ìоäу-

ëþ, уравнение с такиì
раäиус-вектороì и вы-
бираеì äëя реøения.

При реøении выб-
ранноãо по указанноìу
критериþ кваäратноãо
уравнения из систеìы (6)
появëяþтся äва корня.
Опреäеëитü истинное и
отсеятü äуаëüное изобра-
жение ìожно сëеäуþщиì
образоì. Леãко заìетитü
из техни÷еских усëовий
приìенения систеìы
ГЛОНАСС, ÷то наì нуж-
но опреäеëятü поëожения
НАП, которые распоëо-
жены ниже пëоскости
треуãоëüника, с верøи-
наìи в выбранных трех
НКА. Явные форìуëы реøения кваäратноãо уравне-

ния ëеãко позвоëяþт реаëизоватü этот критерий.

На рис. 2 изображены три сферы с öентраìи в
трех НКА рабо÷еãо созвезäия и раäиусаìи, равны-
ìи их псевäоäаëüностяì. Маëая сфера изображает
зеìной øар. Стреëкаìи указаны äве то÷ки пересе-
÷ения трех сфер. Пëоскостü, прохоäящая ÷ерез три
öентра сфер, разäеëяет эти то÷ки. Оäна из них
всеãäа бëиже к öентру ìасс Зеìëи, ÷еì вторая.

Реøение в явноì виäе иìеет виä:

D = ; x1 = ; x2 = . (8)

Так как в ка÷естве независиìоãо параìетра ìы
выбраëи ту коорäинату, проекöия которой на со-
ответствуþщуþ осü вектора норìаëи к пëоскости
треуãоëüника ìаксиìаëüна, то истинноìу реøе-
ниþ соответствует наиìенüøее из äвух зна÷ений
ìоäуëя |x1| иëи |x2|. Это буäет то реøение, в котороì
в ÷исëитеëе стоит разностü. Есëи окажется b > 0, то
выбираеì в ка÷естве реøения x1. Есëи b m 0, то — x2.

Выводы

Существование реøения в итераöионноì ìето-
äе обеспе÷ивается выпукëостüþ функöионаëа —
суììа кваäратов расстояний от НКА äо приеìника
äоëжна наиìенüøиì образоì отëи÷атüся от суììы
кваäратов псевäоäаëüностей. Оäнако, как показы-
вает ìатеìати÷еское ìоäеëирование, провеäенное
наìи, в ряäе сëу÷аев итераöионные ìетоäы äаþт
неоправäанно боëüøие поãреøности, иноãäа ìетоä
äает расхоäящиеся итераöии, в то вреìя как ана-
ëити÷еские ìетоäы позвоëяþт успеøно реøатü за-
äа÷у позиöионирования. В поëüзу анаëити÷еских
ìетоäов ìожно отнести сëеäуþщие преиìущества.

1. Навиãаöионнуþ заäа÷у ìожно реøатü, ис-
поëüзуя рабо÷ее созвезäие, состоящее из трех спут-
ников, а не ÷етырех. Это ìожет оказатüся важныì

(Xa – x)2 + (Ya – y)2 + (Za – z)2 = ,

(Xb – x)2 + (Yb – y)2 + (Zb – z)2 = ,

(Xc – x)2 + (Yc – y)2 + (Zc – z)2 = .

Sa
2

Sb
2

Sc
2

a: A: B:

a:

a:

a:

b
2 4ac– b– D+

2a
------------- b– D–

2a
-------------

Рис. 2. Иллюстрация точек пе-
ресечения трех сфер
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в сëу÷ае выхоäа оäноãо иëи нескоëüких спутников
ãруппировки из строя.

2. Зна÷ения факторов ãеоìетри÷ескоãо сниже-
ния то÷ности при анаëити÷ескоì ìетоäе реøения
навиãаöионной заäа÷и обратно пропорöионаëüны
пëощаäи треуãоëüника (сì. рис. 1, б), в то вреìя как
при испоëüзовании итераöионноãо поäхоäа зна÷е-
ния ãеоìетри÷ескоãо снижения то÷ности обратно
пропорöионаëüны объеìу ÷етырехверøинной пира-
ìиäы (сì. рис. 1, а). Поäобратü треуãоëüник наи-
боëüøей пëощаäи ãоразäо проще, ÷еì пираìиäу
наибоëüøеãо объеìа. В сëу÷ае с треуãоëüникоì не-
бëаãоприятной явëяется ситуаöия, коãäа все три
спутника нахоäятся на оäной пряìой (нуëевая вы-
сота треуãоëüника), в сëу÷ае с пираìиäой небëаãо-
приятной буäет ситуаöия, коãäа спутники распоëа-
ãаþтся в оäной пëоскости — пираìиäа буäет иìетü

нуëевой объеì всëеäствие нуëевой высоты. Моäе-
ëирование систеìы ГЛОНАСС показывает, ÷то си-
туаöия с боëüøой поãреøностüþ вы÷исëений по
÷етыреì спутникаì возникает ãоразäо ÷аще, ÷еì
анаëоãи÷ная ситуаöия с треìя спутникаìи.

3. Аëãебраи÷еский ìетоä позвоëяет вести вы÷ис-
ëения с контроëируеìой то÷ностüþ и наäежностüþ.
Еãо ìожно приìенитü äëя реøения заäа÷и позиöио-
нирования быстро äвижущихся приеìников, коãäа
приеì осуществëяется не в оäной то÷ке траектории.
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Введение

Обеспе÷ение навиãаöионной безопасности äви-
жения суäов явëяется актуаëüной пробëеìой экс-
пëуатаöии воäных транспортных путей. В зонах
высокой интенсивности äвижения реøение этой
пробëеìы возëожено на особые инфорìаöионные
среäства — бортовые и береãовые систеìы управëе-
ния äвижениеì суäов (СУДС) [1, 2]. В соответст-
вии с общепринятой конöепöией построения таких
систеì их заäа÷и реаëизуþтся с испоëüзованиеì
изìеритеëüной инфорìаöии, äоставëяеìой раäа-
раìи и/иëи спутниковыìи среäстваìи траектор-
ных изìерений — транспонäераìи.

Сëоживøаяся суäовоäитеëüская практика, пра-
виëа которой пряìо реãëаìентируþт, ÷то управëе-
ние суäноì естü искëþ÷итеëüное право еãо капи-
тана, отвоäит СУДС (как береãовыì, так и борто-
выì) роëü особоãо инструìента инфорìирования
суäовоäитеëя о возìожноì наступëении опасной
ситуаöии (стоëкновении) [3]. Генераöия тревож-
ноãо сиãнаëа по какоìу-ëибо объекту иëи их ãруппе
сëужит указаниеì суäовоäитеëþ (и/иëи оператору
СУДС), на основании котороãо он приниìает ре-
øение об изìенении курса и скорости äвижения.

Обращение к автоìатизированныì среäстваì
инфорìаöионноãо обеспе÷ения требует преäеëüно
форìаëизованных преäставëений понятия "опас-

ПРИКЛАДНЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ

Рассматривается проблема обнаружения маневра
объекта в современных системах управления движени-
ем на море при обработке навигационных данных двух-
координатной РЛС кругового обзора. Обсуждается за-
дача оценки интенсивности маневрирования, связанная
с выработкой тревожных сигналов и принятием управ-
ленческих решений в целях обеспечения безопасности
коллективного движения судов. Предлагается нечет-
кая модельная интерпретация традиционных алгорит-
мов оптимальной фильтрации, основанная на машине
нечеткого вывода типа Мамдани, предоставляющая
возможность вербальной обобщенной оценки маневрен-
ности судна операторами СУДС и судоводителями.

Ключевые слова: управление движением судов, обна-
ружитель маневра, сопровождение объекта, нечеткая
система типа Мамдани, оценка траектории движения

 * Работа выпоëнена в раìках Госуäарственноãо заäания
высøиì у÷ебныì завеäенияì в ÷асти провеäения нау÷но-ис-
сëеäоватеëüских работ, проект № 7.2104.2011.
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ная ситуаöия", и зäесü сëеäует обратитüся к анаëизу
опыта практи÷ескоãо суäовожäения, показываþ-
щеãо, ÷то ãëавныì усëовиеì безопасноãо äвижения
явëяется неäопущение ÷резìерноãо сбëижения су-
äов. При такоì поäхоäе к интерпретаöии опаснос-
ти ее форìаëüныì критериеì сëужит уìенüøение
расстояния ìежäу объектаìи äо некотороãо кри-
ти÷ескоãо, опреäеëяþщеãо своеãо роäа "зону без-
опасности" вокруã суäна (корабеëüный äоìен) [4].

Маневрируþщие и неìаневрируþщие объекты
с то÷ки зрения оöенки безопасности иìеþт ряä
принöипиаëüных разëи÷ий [5, 6]. Во-первых, при
внеøнеì набëþäении поëностüþ äостоверный
проãноз траектории ìаневрируþщеãо объекта не-
возìожен. Во-вторых, есëи исхоäитü из принятоãо
на практике поëожения, ÷то ìаневрирование суäна,
как правиëо, свиäетеëüствует о попытке суäовоäи-
теëя приäатü äвижениþ безопасный характер и о
еãо контроëе наä ситуаöией, то äëя ìаневрируþщих
объектов вербаëüный уровенü опасности завеäоìо
ниже, ÷еì äëя неìаневрируþщих. Это явëяется по-
буäитеëüныì ìотивоì разработки таких инфорìа-
öионных ìоäеëей выработки тревожных сиãнаëов,
которые выäеëяëи бы разëи÷ные уровни опасности
ситуаöии типа "о÷енü опасная", "опасная", "по÷ти
безопасная" и т. п., у÷итывая при этоì ìаневрен-
ные характеристики траектории äвижения суäна.

Спеöиаëüные аëãоритìы обнаружения ìаневра
нереäко реаëизуþтся на практике при реøении за-
äа÷ сопровожäения траектории и набëþäения [7].
Они испоëüзуþтся äëя "перекëþ÷ения" параìетров
систеìы на у÷астках ìаневрирования объекта, ха-
рактеризуþщихся несоответствиеì ìежäу ìоäеëи-
руеìыì и реаëüныì äвижениеì. Вìесте с теì, из-
вестные обнаружитеëи ìаневра преäназна÷ены äëя
автоìатизированных систеì и неуäобны äëя поä-
äержки вербаëüноãо принятия реøений операто-
раìи СУДС и суäовоäитеëяìи.

В настоящей работе рассìатривается новый поä-
хоä к обнаружениþ ìаневра, связанный с кëассифи-
каöией набëþäаеìых объектов по степени интенсив-
ности ìаневрирования с поìощüþ аппарата не÷ет-
кой ëоãики. Поëу÷аеìые такиì образоì обобщенные
преäставëения о характере äвижения тоãо иëи ино-
ãо суäна испоëüзуþтся при распознавании опас-
ных ситуаöий бортовой иëи береãовой СУДС.

Основные модельные представления
и постановка задачи

Пустü äвижение объекта описывается сëеäуþ-
щиìи уравненияìи:

(1)

ãäе k — иäентификатор (поряäковый ноìер) ìо-
ìента вреìени, x(tk), y(tk) — коорäинаты объекта в
ìоìент вреìени tk; vx(tk), vy(tk) — коìпоненты век-

тора скорости объекта, qx(tk), qy(tk) — коìпоненты
вектора сëу÷айных неìоäеëируеìых параìетров
äвижения; τ = tk + 1 – tk.

Пустü изìеряеìыìи параìетраìи явëяþтся äе-
картовы коорäинаты объекта. Тоãäа ìоäеëü рас-
сìатриваеìой заäа÷и ìожно преäставитü сëеäуþ-
щиì äискретныì ìатри÷ныì уравнениеì "состоя-
ние—изìерение":

(2)

Зäесü s(tk) = (x(tk), vx(tk), y(tk), vy(tk))
т — вектор

состояния объекта, вкëþ÷аþщий еãо коорäинаты и
их произвоäные (т — сиìвоë транспонирования);
q(tk) — вектор неìоäеëируеìых параìетров äвиже-
ния; z(tk) — вектор изìерений; r(tk) — вектор по-
ãреøностей изìерений. С у÷етоì (1) ìатри÷ные
коэффиöиенты Φ и H систеìы уравнений (2) оп-
реäеëяþтся форìуëаìи

Φ = , H = .

Моäеëü оöенивания вектора состояния s(tk) по
изìеренияì z(tk) ìожет бытü преäставëена сëеäуþ-
щиì уравнениеì:

(tk + 1) = Φ (tk) + K(z(tk) – HΦ (tk)), (3)

ãäе (tk) — оöенка вектора состояния; K — ìатри÷-
ный коэффиöиент.

Пустü ìатриöа K опреäеëяется схеìой кëасси-
÷ескоãо α – β-аëãоритìа [8] и иìеет виä

K = , (4)

а коэффиöиенты α и β выбираþтся по сëеäуþщеìу
правиëу:

αk = ; βk = ,

ãäе k — поряäковый ноìер ìоìента вреìени в
форìуëе (3).

Пустü J — ÷исëо изìерений (и, соответственно,
итераöий), у÷аствуþщих в оöенке вектора состоя-
ния s(tk) итераöионной проöеäурой (3), так ÷то
k = . При увеëи÷ении J коэффиöиенты α и β
асиìптоти÷ески уìенüøаþтся äо 0. Поэтоìу аëãо-
ритì (3), реаëизованный с боëüøиì J, буäет успеøно
оöениватü коорäинаты и скорости объектов, äви-
жущихся пряìоëинейно и равноìерно, а äëя ìа-
неврируþщих объектов поãреøностü оöенки век-
тора состояния буäет äовоëüно высокой.

x(tk + 1) = x(tk) + vx(tk)τ + qx(tk);
y(tk + 1) = y(tk) + vy(tk)τ + qy(tk),

s(tk + 1) = Φs(tk) + q(tk),
z(tk) = Hs(tk) + r(tk).

1 τ 0 0
0 1 0 0
0 0 1 τ
0 0 0 1

1 0 0 0
0 0 1 0

ŝ ŝ ŝ

ŝ

α 0
β/τ 0
0 α
0 β/τ

2 2k 1+( )
k 2+( ) k 1+( )

-------------------------- 6
k 2+( ) k 1+( )

--------------------------

1 J,
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Пустü (ti) — оöенка вектора состояния систе-
ìы в ìоìент вреìени ti, поëу÷енная итераöион-
ныì аëãоритìоì (3) при обработке J посëеäних из-
ìерений. Есëи при этоì заäа÷а оäновреìенно ре-
øается при J, J – 1, J – 2, ..., и, наконеö, тоëüко
при äвух изìерениях (ìиниìаëüно возìожноì их
÷исëе), то тоãäа в ìоìент вреìени ti буäеì иìетü
кортеж векторов оöенки

(ti) = { (ti), (ti), (ti), ..., (ti)}. (5)

Ввеäеì вектор δz(tk + 1) = z(tk + 1) – H (tk + 1), ха-
рактеризуþщий невязку изìерения при оöенке
вектора состояния уравнениеì (3). Пустü ||δzJ(ti)|| —
евкëиäова норìа вектора невязки δz(ti), поëу÷ен-
ноãо в ìоìент вреìени ti при реаëизаöии итераöи-
онноãо аëãоритìа (3), обрабатываþщеãо J посëеä-
них изìерений. Тоãäа при оöенке вектора состоя-
ния в кажäый ìоìент вреìени ti наряäу с кортежеì
векторов оöенки (5) буäеì иìетü кортеж норì век-
торов невязок

δJ(ti) = {||δz2(ti)||, ||δz3(ti)||, ||δz4(ti)||, ..., ||δzJ(ti)||}. (6)

Эëеìенты кортежа (6) явëяþтся, по сути, основ-
ныì инфорìативныì признакоì, характеризуþ-
щиì ка÷ество оöенки вектора состояния аëãорит-
ìоì (3)—(4) с теì иëи иныì зна÷ениеì J. Заäа÷а об
обнаружении ìаневра объекта и оöенки еãо интен-
сивности своäится, такиì образоì, к анаëизу
свойств кортежа (6).

Метод решения задачи

Перейäеì от форìуëы (6) к кортежу относи-
теëüных веëи÷ин

ΔJ(ti) = {L2(ti), L3(ti), L4(ti), ..., LJ(ti)}, (7)

ãäе Lj(ti) = , σ — веëи÷ина, характеризуþ-

щая среäнекваäрати÷ное откëонение поãреøности
изìерений r(tk) в систеìе (2).

Ввеäеì ëинãвисти÷ескуþ переìеннуþ Qj(ti),
j = , "Ка÷ество оöенки вектора состояния аë-
ãоритìоì (3)—(4) в ìоìент вреìени ti по j посëеä-
ниì изìеренияì" с терìаìи "good" (g, "хороøее") и
"bad" (b, "пëохое"). Пустü терìы иìеþт сëеäуþщие
функöии принаäëежности типа "äопоëнение", оп-
реäеëенные на универсаëüноì ìножестве u ∈ [0, 3]:

(8)

ãäе a1, a2, c1, c2 — настраиваеìые параìетры.

Ввеäеì ëинãвисти÷ескуþ переìеннуþ P(ti) "Ха-
рактер äвижения суäна в ìоìент вреìени ti " с тер-
ìаìи "high-high-maneuverable" (hhm, "о÷енü высоко-
ìаневренное"), "high-maneuverable" (hm, "высоко-

ìаневренное"), "low-maneuverable" (lm, "низкоìа-
невренное") и "low-low-maneuverable" (llm, "о÷енü
низкоìаневренное"). Пустü терìы иìеþт сëеäуþ-
щие функöии принаäëежности типа "кëастер", оп-
реäеëенные на универсаëüноì ìножестве v ∈ [2, J]:

(9)

ãäе a3—a6, c3—c6 — настраиваеìые параìетры.
Пустü переìенные Qj(ti) обрабатываþтся ìаøи-

ной не÷еткоãо вывоäа типа Маìäани [9], на вхоä
которой поäается кортеж веëи÷ин (7), а на выхоäе
форìируется ÷исëовое зна÷ение m(ti) — вещест-
венное ÷исëо, характеризуþщее степенü интенсив-
ности ìаневрирования суäна. Маøина не÷еткоãо
вывоäа работает соãëасно систеìе правиë, преä-
ставëенной в табë. 1.

Работу не÷еткоãо аëãоритìа оöенки степени ин-
тенсивности ìаневрирования суäна ìожно, такиì
образоì, окон÷атеëüно преäставитü äвухуровневой
иерархи÷еской схеìой, показанной на рис. 1. Зäесü

sJ
^

SJ
^ s2

^ s3
^ s4

^ sJ
^

ŝ

δzj ti( )
σ---------------

2 J,

μg(u) = 1 – ;

μb(u) = ,

1
1 exp a1 u c1–( )–( )+
---------------------------------------

1
1 exp a2 u c2–( )–( )+
---------------------------------------

μhhm(v) = 1 – ;

μhm(v) = exp ;

μlm(v) = exp ;

μllm(v) = ,

1
1 exp a3 v c3–( )–( )+
---------------------------------------

v c4–( )
2

a4

----------------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

v c5–( )
2

a5

----------------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1
1 exp a6 v c6–( )–( )+
---------------------------------------

Табëиöа 1

Система правил машины нечеткого вывода типа Мамдани 
(уровень 1)

№ Q
2
(t
i
) Q

3
(t
i
) Q

4
(t
i
) ... Q

J – 2
(t
i
) Q

J – 1
(t
i
) Q

J
(t
i
) P(t

i
)

1 g g g ... g g g P
1

2 g g g ... g g b P
2

3 g g g ... g b b P
3

... ... ... ... ... ... ... ... ...
J – 1 g b b ... b b b P

J – 1

J b b b ... b b b P
J

Рис. 1. Схема работы нечеткого алгоритма оценки степени ин-
тенсивности маневрирования судна
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Lj(ti) — веëи÷ины кортежа (7) в ìоìент вреìени ti
(вхоä), есëи Lj(ti) > 3, то вхоä приниìается равныì 3;
m(ti) — опреäеëенная систеìой типа Маìäани M1
(уровенü 1) в ìоìент вреìени ti степенü интенсив-
ности ìаневрирования суäна.

Веëи÷ины m(ti) и m(ti – 1) поäаþтся на вхоä сис-
теìы типа Маìäани M2 (уровенü 2). На выхоäе
этой систеìы форìируется ÷исëовое зна÷ение m,
которое и приниìается за окон÷атеëüное зна÷ение
степени интенсивности ìаневрирования суäна.
Маøина не÷еткоãо вывоäа M2 работает соãëасно
систеìе правиë, преäставëенной в табë. 2.

Обработка äвух сосеäних веëи÷ин m(ti – 1) и m(ti)
ìаøиной не÷еткоãо вывоäа M2 необхоäиìа äëя по-
выøения устой÷ивости работы систеìы при боëü-
øих оøибках изìерений (äëя фиëüтраöии сëу÷ай-
ных выбросов).

Настройка описанной систеìы состоит в заäа-
нии ìаксиìаëüноãо ÷исëа изìерений J, параìет-
ров функöий принаäëежности a1, ..., a6, c1, ..., c6,
зна÷ений ëинãвисти÷еской переìенной Pi и веëи-
÷ины σ, характеризуþщей поãреøностü изìерений.

Результаты численного моделирования

При ìоäеëировании заäа÷и быëо принято, ÷то
инфорìаöионной базой СУДС явëяется äвухкоор-
äинатный раäар круãовоãо обзора (наприìер, типа
Raytheon) с периоäоì обращения 3с и разреøени-
еì по уãëу и äаëüности соответственно Δϕ = 0,03°
и Δr = 6 ì. Максиìаëüное ÷исëо изìерений быëо
принято равныì J = 10. Принятые зна÷ения ëинã-
висти÷еской переìенной Pi привеäены в табë. 3.

Заäанные зна÷ения параìетров функöий при-
наäëежности (8) и (9) привеäены в табë. 4 (в äанноì
сëу÷ае параìетры заäаþтся экспертоì, систеìа не
поäверãается настройке на обу÷аþщей выборке,
сì. также рис. 2 и 3).

Есëи вероятностные характеристики оøибок
изìерений rk хороøо известны, то веëи÷ина σ ìо-
жет заäаватüся априорно. В тех сëу÷аях, коãäа rk
ìожно оöенитü тоëüко прибëизитеëüно, с то÷но-
стüþ äо поряäка веëи÷ин, веëи÷ина σ ìожет бытü
оöенена форìуëой:

 = ,

ãäе k — поряäковый ноìер ìоìента вреìени, про-
øеäøеãо от на÷аëа набëþäения суäна (в настоя-
щей работе рассìатривается иìенно этот сëу÷ай).

Табëиöа 2

Система правил машины нечеткого вывода типа Мамдани 
(уровень 2)

№ P(t
i – 1

) (вхоä 1) P(t
i
) (вхоä 2) P(t

i
) (выхоä)

1 hhm hhm hhm
2 hm hhm hm
3 lm hhm lm
4 llm hhm llm
5 hhm hm hm
6 hm hm hm
7 lm hm lm
8 llm hm llm
9 hhm lm lm
10 hm lm lm
11 lm lm lm
12 llm lm llm
13 hhm llm llm
14 hm llm llm
15 lm llm llm
16 llm llm llm

Табëиöа 3

Значения лингвистической переменной P
i

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P
i

llm llm lm lm lm hm hm hm hhm hhm

Табëиöа 4

Значения параметров функций принадлежности

i a
i

c
i

1 5,0 1,5
2 5,0 1,5
3 6,0 3,0
4 2,0 4,5
5 2,0 7,5
6 6,0 9,0

Рис. 2. Функции принадлежности термов "good" (сплошная линия)
и "bad" (штриховая линия)

Рис. 3. Функции принадлежности термов "hhm" (сплошная ли-
ния), "hm" (штриховая линия), "lm" (пунктирная линия) и "llm"
(штрих-пунктирная линия)

σk
^

δz2 ti( )
i 1=

k

∑

k
------------------------



70 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, ¹ 8, 2012

На рис. 4 показана ìоäеëируеìая траектория
äвижения суäна. Вна÷аëе суäно äвижется пряìо-
ëинейно и равноìерно, а затеì соверøает ìаневр —
поворот с раäиусоì 300 ì (такие кинеìати÷еские
свойства впоëне характерны äëя совреìенных су-
äов небоëüøой разìерности).

На рис. 5 показан резуëüтат реøения заäа÷и
оöенки степени интенсивности ìаневрирования
äëя суäна, äвижущеãося по изображенной траекто-
рии со скоростüþ 10 ì/с (ëевая коëонка рисунков)
и 20 ì/с (правая коëонка рисунков). Зäесü t — вре-
ìя, проøеäøее от на÷аëа работы аëãоритìа, m —
опреäеëенное по ìере äвижения суäна зна÷ение
степени интенсивности ìаневрирования суäна
(рис. 5, а и 5, б). В äанноì сëу÷ае m бëизко к ìак-
сиìаëüноìу зна÷ениþ (окоëо 10) на пряìоëиней-
ноì у÷астке траектории и уìенüøается äо зна÷е-
ний ≈ 3,5...5 при повороте на скорости 10 ì/с и äо
≈ 2,5 при повороте на скорости 20 ì/с. При этоì
аëãоритì äостато÷но быстро реаãирует на изìене-
ние характера äвижения суäна (не боëее 15 с, у÷ас-
ток [63, 78] с на рис. 5, б).

Рис. 5, в и 5, г показываþт зна÷ения функöий
принаäëежности терìов "hhm" (спëоøная ëиния),
"hm" (øтриховая ëиния), "lm" (пунктирная ëиния)
и "llm" (øтрих-пунктирная ëиния) по ìере äвиже-
ния суäна. Так, при äвижении со скоростüþ 10 ì/с
на у÷астке [0, 40] с äвижение с наивысøей сте-
пенüþ оöенено как "о÷енü низкоìаневренное", на
у÷астке (40, 43) с — как "низкоìаневренное", на
у÷астке [43, 90] с — как "высокоìаневренное" и т. ä.
(рис. 5, в). Соответствуþщие терìы с ìаксиìаëü-
ныìи зна÷енияìи функöии принаäëежности при-
веäены на рис. 5, д и 5, е, которые иëëþстрируþт
обобщеннуþ вербаëüнуþ интерпретаöиþ траектор-
ных свойств äвижения в разрезе зна÷ений "о÷енü
высокоìаневренное", "высокоìаневренное", "низко-
ìаневренное" и "о÷енü низкоìаневренное".

Заключение

В закëþ÷ение пере÷исëиì основные резуëüтаты
настоящей статüи. В работе сфорìуëированы ìе-
тоäоëоãи÷еские основы и äана конöепöия реøе-
ния заäа÷и оöенки интенсивности ìаневрирова-
ния. Рассìотрена не÷еткая ìоäеëü кëассификаöии
характера äвижения суäна, ориентированная на
реаëизаöиþ в ка÷естве обнаружитеëя ìаневра.
Преäëожен не÷еткий аëãоритì оöенки степени ìа-
невра, основанный на сопровожäении траектории
суäна кëасси÷ескиì α – β-аëãоритìоì с разëи÷ной
степенüþ фиëüтраöии и обработке параìетров со-
провожäения ìаøиной не÷еткоãо вывоäа типа
Маìäани. На ìоäеëüноì приìере проäеìонстри-
рована конструктивностü и эффективностü преä-
ëаãаеìой ìетоäики.

Резуëüтаты иссëеäования ориентированы на
расøирение функöионаëüных возìожностей су-
ществуþщих береãовых и бортовых систеì управ-
ëения äвижениеì суäов.
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